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全複素部分多様体と R空間

大和大学／大阪公立大学数学研究所 橋本要

Kaname Hashimoto 

Yamato University/ OCAMI 

概要

全複素部分多様体は四元数ケーラー多様体の部分多様体であり，極小部分

多様体の特殊クラスを成す．複素射影空間の全複素部分多様休は塚田和美氏

によって表現論的手法によって分類がおこなわれている．本稿では四元数対

称空間との対応を考えることによりこの幾何学的な別証明，関連する幾何学

的特徴・性質について紹介する．内容は趙宗澤 (JongTaek Cho)氏（全南大

学），大仁田義裕氏（早稲田大学／OCAMI)との共同研究に基づく．

ー
ゴと早
戸忠

四元数ケーラー多様体(M,g,Q) ([7]）に対してはめ込み r_p:N→ Mが，各近傍
広上で四元数ケーラー構造¢―lQのcoo断面J入が存在して，

(1) J入oJ入＝ーIdT苫

(2) J入((d砂(TpN))= (d叶(TpN),

(3)応 J入＝ 0(v X E TpN, v p E U.ふ

なる開被覆N=LJ入広をもつとき，全複素はめ込みとよばれる ([6],[11]）．このと
き， N を全複素部分多様体という．

¢ 
¢―1 Q ~ (Q，守） cEnd(TM) 

↓ ↓ 
u入C N _____:£、 M

四元数射影空間 ]H!pnは四元数ケーラー構造をもつリーマン対称空間であり，さ

らに lH1戸のツイスター空間は複素射影空間 CP2n→であり，正則接触構造をもつ

ことが知られている．

全複素部分多様体 N の四元数ケーラー構造¢―lQには，各 pEU入cNに対

して

I〉し((d<p)p(TPN))上(d<p)p(TPN), K〉¥（（d<p)p(TPN)）上(d<p)p(TPN)
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を満たす局所標準基底 {I¥J¥K汀が存在する．このことから， Nは偶数次元で

あることがわかる．

dimN = 2£ (1 :S £:Sn). 

特に， f=nのとき， N を最大次元の全複素部分多様体という

四元数射影空間 IHIPnの第2基本形式が平行である最大次元の全複素部分多様体

は塚田和美氏 [11]によって分類されている

定理 1.1(Tsukada [11], 1985)．四元数射影空間 IHIPnの第2基本形式が平行な全

複素部分多様休§は次のいずれかと（局所的に）合同である：

(0) (Cpl→股p2C S4 = ]H!pl y; eronese min surf. 

(1) (Cpn C ]H!pn totally geodesic 

(2) Sp(3)/U(3)→ ]H!p6 

(3) SU(6)/S(U(3) x U(3))---+]H!p9 

(4) S0(12)/U(6) --t IHIP15 

(5) Eサ((U(l)x恥）／Z3)-----+ JHip27 

(6) CP1(c) x CP1(c/2)--+ lHIP2 

(7) CP1(c) x CP1(c) x CP1(c)-----+ JHIP3 

1 SO(n+l) 
(8) (Cp (c) X S0(2) x SO(n -1) → JHipn (n ~ 4) 

2 全複素部分多様体と四元数対称空間

全複素部分多様体はツイスター空間（リフト）による特徴づけが知られており

([1])'全複素部分多様体 N2nC ]H!pnから CP2n+1へのリフトは CP2n+1のルジャ

ンドル部分多様体となる．逆に CP2n+1のルジャンドル部分多様体の射影は ]H!pn

の全複素部分多様体である

四元数体lHl＝良1+良i＋罠j＋恥K上のn次元四元数射影空間]H!pnは， lHIn+1から自然

に誘導された四元数ケーラー幾何構造と Hopfファイブレーション 7r: s4n+3 (1) -----+ 

]HI炉をもっ．したがって iを虚数単位とする複素数体こ＝良1十股i上の 2n+1 

次元複素射影空間Cip2n+1，また， jを虚数単位とする複素数体◎ ＝政1十艮j上の

2n+ 1次元複素射影空間(Cjp2n+lは，それぞれ， ]H!pnのツイスター空間の役割を

する．

s知＋3(1)→ <CiP年 1→ lHIP叫 s知＋3(1)→ ('.jp2n+l---tlHIP八

この 2つのファイブレーションと関連する部分多様体に関して次の図式として表
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わすことができる．

lHÌ S4n+3(l) Ti 

二ILegロ
~2n+1=nsJ□:lxlnL／三：1x

汀

複素射影空間 (Cjp2n+lは複素正則接触構造をもち，尺→ (Cjp2n+lを水平な正則

はめ込みとすると，複素構造 I に関して t=7f•-1 （N) → s4n+3 は極小ルジャンド
ルはめ込みとなる水平な正則写像 N→ CP2n+1は最大次元の全複素はめ込み

§→ lH1圧に対応している．

さらに，i→ Cip2n+1は複素構造 Jに関して極小ラグランジュはめ込みである．
四元数射影空間 ]H!pnの全複素部分多様体は全て CP2n+1のコンパクトで等質な

複素ルジャンドル部分多様体から得られる

(1) cpn C (:p2n+l 

(2) Sp(3)/U(3)―→ cpl3 
(3) SU(6)/S(U(3) x U(3)）→ (Cp19 

(4) S0(12)/U(6)一CP31
(5) Eサ(U(l)x玩）／Z3---t(Cp55

(6) CP1(c) x CP1(c/2) --+ CP5 

(7) CP1(c) x CP1(c) x CP1(c)→ CP7 

(） 1 (c～) SO(n + 1) 濯）（） 2n+l
8 CCP x S0(2) x SO(n -1) = CCP X Qn-l CC---+CP (n 2". 4) 

リッチ曲率が零でない四元数ケーラー多様体で対称空間になるものは J.A.Wolf

[12]によって分類されており，コンパクト型は次のようなリストになる
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G K dimM = G/K 

Sp(n + 1) Sp(n) x Sp(l) 4n 

SU(n + 3) S(U((n + 1) x U(2)) 4n 

SO(n + 5) SO(n + 1) x S0(4) 4n 

G2 (Sp(l) x Sp(l))/Z2 8 

F4 (Sp(3) x Sp(l))/Z2 28 

E6 (SU(6) x SU(2))/Z2 40 

E7 (Spin(12) x SU(2))/Z2 64 

E8 (E1 x SU(2))/Z2 112 

3 主結果

四元数対称空間との対応を考えることによって，四元数射影空間の全複素部分多

様体の幾何学的な構成•特徴を考察した．

Hopfファイブレーション 1r: 54n+3 (1) C ]H!pnのもとでの全複素部分多様体N

の逆像§を

§凶＋3= 7r―l(N叫＝｛（P, x) EN  X 54n+3(1) I r_p(p) = 1r(x)} 

とすると， s4n+3(1)の2£+3次元極小部分多様体である．

炉＋3＝戸(N)= LJ入EA戸（広）二→ 34n+3(l)C IHin+l 

•1 Sp(l) ~ •1 Sp(l) 
N2c = LJ入EAU入 IHIPn 

このとき， ]Hipnの最大次元の全複素部分多様体N (£=n)の逆像N= 1r-1(N)に
新しい接続が考えられる．

主定理 1([5]). £ = nとするこのとき，接束TNに標準接続▽e＝▽fJ-D 
（▽CD=0を満たしレビ・チビタ接続▽尺と異なる計量的接続）が存在して，

団ふ(Y,Z)：＝（▽仇xふ(1-iY,1-iZ) 
＝（（立xaN)(w.Y,w.Z)「

(vx, Y, z E TN) 

特にべ7Cに関する§の第2基本形式afJの平行性と全複素部分多様体Nの第2基

本形式aNの（レビ・チビタ接続に関する通常の意味の）平行性▽＊CTN=0が同値

になる．
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▽caN = 0 ← ▽*aN =0. 

s4n+3( 

＾ 
／ス

^ ＾ 4 

C;P年 1~]HIpn 

~ -...___ tot. tlx. 
N2n 

ここで，標準接続とは次のような接続のことである．

定義3.1.(M,g)をリーマン多様体とし，Mのレビ・チビタ接続を▽で表わす． M上

の線形接続▽Cが次の (1),(2)を満たすとき▽eを標準接続(canonicalconnection) 

とよぶ

(1)▽cg= 0, 

(2)▽CD = 0，ここで D=▽―▽竺

注意 3.2.リーマン多様体のレビ・チビタ接続は標準接続になる．

また，尺上の標準接続▽に関して次が分かる．

補題 3.3([5]）．▽c=▽R_Dは次をみたす．

▽販＝ 0 and ▽D=O. 

したがって，▽C はTN上のレビ・チビタとは異なる標準接続である．

このことから，尺はレビ・チビタ接続では第2基本形式の平行性は言えないが，

標準接続に関しては平行性が成り立つ．

そこで， R空間を微分幾何学的に特徴付ける 0lmos-Sanchezの定理 ([10])を適

用し，我々が構成した標準接続▽eを用いて尺のSp(n+ 1) x Sp(l)対称性を考察
することによって，次が得られる：

主定理 2([5]）．四元数射影空間 IHIPn内の第2基本形式が平行な2n次元全複素部分

多様体を N とする．このとき，この全複素部分多様体の逆像N=1r―l(N)C 34n+3 
は四元数対称空間から得られる標準的に埋め込まれたR空間になる．

注意 3.4.R = 1r―l(N) C 34n+3は四元数対称空間の特異軌道である．
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四元数対称空間と全複素部分多様体の対応は次のリストになる．

totally cplx. imm. N q. symm. sp. G / K II(G, K) 

]H!pl cpl じ2
G2 

(Sp(l) x Sp(l))/Z2 

]Hipn (Cpn (totally geodesic) 
SU(n + 3) 

B2 
S(U(2) x U(n + 1)) 

]H!p6 Sp(3) F4 
F4 

U(3) (Sp(3) x Sp(l))/Z2 

]Hip9 SU(6) E6 
F4 

S(U(3) x U(3)) (SU(6) x Sp(l))/Z2 

JH[p15 S0(12) E7 
F4 

U(6) (Spin(12) x SU(2))/Z2 

JHip27 E7 E8 
F4 

(U(l) x晶）／Z3 (E1 x SU(2))/Z2 

]H!p2 CP1(c) x CP1(c/2) 
S0(7) 

(n = 2) B3 
S0(4) x S0(3) 

]Hip3 CP1(c) x CP1(c) x CP1(c) 
S0(8) 

(n = 3) D4 
S0(4) x S0(4) 

]Hipn 1 SO(n+l) SO(n + 5) 
(nミ4) B4 CCP (c) x S0(2) x SO(n -1) S0(4) x SO(n + 1) 

II(G, K) denotes the Dynkin diagram of the restricted root systems of symmetric 

pair (G, K). 

また， Olmos-Sanchezの定理は次であり，

定理 3.5(Olmos-Sanchez [10]). X を記の連結コンパクトなリーマン部分多様体

とし， X上の第 2猜本形式を a とするこのとき次は同値になる：

(1) X は▽caX= Qをみたす TX上の標準接続▽eを持つ．

(2) X は主曲率一定な等質部分多様体

(3) XはR空間の標準埋め込みである．

このことから，X=Nとすると，尺が R空間であることがわかるさらに，四元
数対称空間それぞれに関するルート系の計算によって対応する R空間を完全に決

定することができる．
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4 R. Chiangラグランジュ部分多様体

特に n=lの場合すなわち，四元数対称空間 G2/((Sp(l)x Sp(l))/Z2)に対応

する場合を考える

恥＝so(4)EBE_ 
I I 
I I 211 

::, ]Hl2 

1'.¥ --✓C'7/1\'Trj 
¥ S冗1):::::::＇巳 p3

s7ro-(14: gp3ーデllp/xlH1Pl

n— 炉＝ CP1 ~股戸＝N2
Z2 

これは， 7r: 37 (1) ----+ ]H!pl竺炉（1)を考え， cpl----+股戸 CS4 = ]H!plに対応し

ており， Veronese極小曲面が現れるこの場合， N= 7r-l（賊戸）竺 S0(4)/0(2)で
ある．また，かはダ（1) の極小ルジャンドル部分多様体となり，か~ SU(2)/Z3竺
s3広となるレンズ空間である．このとき，対応するび＝冗(7rJ-1(N)）は C戸の

ラグランジュ部分多様体 ([4],[3]）である． R.Chiang [3]は複素射影空間上のハ

ミルトン作用の軌道として C戸内のラグランジュ部分多様体を再発見した． R.

Chiangラグランジュ部分多様体び cc戸は次で定義される．

ぴ：＝ ［Zo : Z1 :死： Z3]E (Cp3 I 3lzol2z~局＋崎＋尋＝。｝{ [zo : Z1 : Z2 : Z3] E CP3 I 3|崎＋ I研— |z氾ー 3|z附＝ 0 

この Chiangラグランジュ部分多様体は SU(2)軌道として得られる第2韮本形式

が平行でない強ハミルトン安定な閉極小ラグランジュ部分多様体であり ([2],[8]), 

等質空間であるが対称空間ではない，などという興味深い特徴を数多くもっている

この Chiangラグランジュ部分多様体の高次元版と全複素部分多様体の対応を考

察していると捉えることもできる．
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