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A geometric construction of arithmetic models of cohomologically 

induced modules* 

林拓磨t

概要

Fabian Januszewski氏 (Paderborn大学）と筆者は [22]においてコホモロジー誘導加群の環上のモデ

ルの構成に成功した本稿ではこの結果及びその先行研究 [21]の全体像を概観する．

1 記号一覧

• z, Q，恥 C，lHIをそれぞれ整数環，有理数体，実数体，複素数体，四元数体とする．
•素数 p に対して p 進整数環， p 進数体をそれぞれ Zp,Qp と書く．

•可換環の準同型 K → k' 及び K 上定義された概型や表現などが与えられたとき，それらの K' への底変

換を（一）k'のように書く．

•可換環 K 上定義されたアファイン平滑概型は原則大文字のアルファベットで書く．また，その Lie 環を

対応する小文字のドイツ文字で書く．ただし定理 2.4及びその証明の中では文脈の都合上別の記号を用

いる．

●可換環上定義された平滑概型闇の閉埋め込み iに対して捻じれ D加群の順像関手をにで表す ([22,

3.8節］）．

•概型 S 上アファインな平滑群概型 G に対してその単位成分（ファイバーごとに代数群として単位成分

をとって合併集合をとったもの）を G° で表す ([1,Definition 3.1 ]). 

•可換環の 2 次の Galois 拡大 K → K' が与えられたとき， k' 上定義された対象への Galois 群の非自明な

元の作用（またはひねり）を―で表す．

•概型の射 X → S と X の S 上定義された対合 0 に対してその 0 不変部分を X° と書く．

2 導来関手加群の局所化

初めに導来関手加群の幾何学的実現（双対定理）について復習しようここでは簡単のため閉軌道の場合の

みを考える：

定理 2.1([23, 4.3. Theorem, Appendix Bl, [24, Theorem 5.4, Corollary 5.5] + [25, Corollary 3.7]). Gを
連結実簡約代数群， 0を Cartan対合とする． Gの 0固定部分群の開部分群を 1つ選び，これを K とおく．

Tを K の極大トーラスとし， Q'をTcを含む先安定放物型部分群とする． L'=Q'nQ'とおく．これに付
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随して得られるコホモロジー誘導関手をらで表す．また， KcnQ'のべき単根基の次元を uと書く．

Q'に付随して得られる部分旗多様体上の閉 Kc軌道の埋め込み Kc/(Q'nKic)→Gc/Q'をi'と書く． A'

をGc/Q’ 上の Gc同変 tdo,却を (i')・A'可積分接続， M'をスタンダード＊1な基点 Q’nkcにおけるファ

イバーとする．このとき M'はある自然な (q',L'n Kie)加群の構造を持つ．さらにある (gic,Kc)加群の同

型 H•(Gc/Q',i:M'）戸 £U―•(M'）が存在する．

この定理により例えば K が連結かつ M'が 1次元の場合にいわゆる Aq'（入）加群が得られる．［23]の双対

定理では言葉通り双対が主張に現れていたが [24]では双対を用いない別の形が主定理として提示された．上

述の定理は Zuckermanの双対定理 ([25,Corollary 3.7]）を適用してまた別の形にしたものである．また，［24]

では K に連結性を仮定しているが証明を見ると連結性が使われていないため上では連結性の仮定を外した

実際には [24]の主張の形では K は簡約部分群でさえあればよいことも証明からわかる．ただし上の形での主

張となると Zuckermanの双対定理の選用に当たって Cartan対合から来る対称部分群であるという仮定が必

要になる連結性を外す議論については [23,Appendix B]でも行われていたことも注記しておく．念のため

連結性を外すことで何が起こるかについて例を以て少し説明しておく：

例 2.2.まず G= SL2, K = S0(2)で Q'=B'が Borel部分群の場合を考えるこの場合，旗多様体は複

素射影直線吐と同一視され，｛J可｝，｛ーJ可｝の 2つの部分集合が閉 Kc軌道を与える． A'を捻じれの
ない微分作用素の層を 0pl(n）でひねったものにすることでそれぞれの軌道から上の操作で以て正則・反

正則離散系列表現が得られる例えば右辺で見れば L'((C)n S0(2, (C) = S0(2, (C)であることからいわゆる

Verma加群が現れる．では次に G= GL2, K = 0(2)としてみよう．この場合は 0(2,(C)の作用により 2

つの S0(2,C)軌道は移りあい，閉 Kc軌道は 1つしかない．この閉 Kc軌道は元の 2つの S0(2,C)軌

道の非交和になっているので対応して得られる表現もそれぞれの S0(2,C)軌道から得られる表現の直和

になるはずである．これは Gらは）の（適切な意味での）離散系列表現が Sい（民）の正則離散系列表現と

反正則離散系列表現の直和になっているというよく知られた事実と符合する．右辺の表示で見たときには

L'((C) n 0(2,(C) = S0(2,C)キ〇(2,C）となり，代数的にはこの違いが成分を増やしていると考えられる．

例 2.3.G = SL3, K = S0(3), Q'= B'(Borel部分群）とする． SL3(C)の旗多様体の閉 S0(3,C)軌道はた

だ 1つである．従って G= GL3, K = 0(3)に取り換えたとしても閉軌道の連結成分は上の場合と違って増え

ない．一方 H((C)n 0(3, (C)は非連結であり， 0(3)の非自明な連結成分はここに現れる．この非自明な連結成

分はファイバーの加群の構造に複数の候補を与える．

さて，導来関手加群の重要な特徴としてコホモロジーが消えないというものがある (Zuckerman)．実際既

約ユニタリなどの仮定をすることでコホモロジーが消えないことが導来関手加群の特徴づけになる (Vogan-

Zuckermanの定理）．保型表現論への応用において実簡約 Lie群の表現のコホモロジーは保型表現の無限素点

部分のコホモロジーまたは局所対称空間のコホモロジーという形で現れる．このコホモロジーは保型 L関数

の特殊値の情報を持っていることが期待され，その特殊値の数論的性質（有理性・整性）がコホモロジーの構

造と深く関係していると考えられているようである．こういった背景から導来関手加群の有理構造や整構造に

着目する研究が 2010年代にいくつか現れた．例えば [10,11]では上述の幾何学的実現に現れる部分旗概型や

軌道 tdo，捻じれ可積分接続を代数体上定義しなおして同じ操作をすることで離散系列表現の代数体上のモデ

*1 「標準的」と書こうとしたが後々 canonicalとstandardの区別が出来そうになくかつ混乱を招きそうなのであえて訳さずにカ
タカナで書くことにした．



3

ルが得られるはずだというアイデアが提示されたこのアイデアをもう少し推し進めると次のように考えるこ

とが出来る： 「前述の幾何学的実現に現れる各幾何学的対象がより小さい環上定義されれば，同じ操作を行う

ことで導来関手加群のより小さい環J:::のモデルが得られる」．実際にその捻じれ D加群に関する操作を行う

ためにはそもそも環上定義された捻じれ D加群の適切な理論が必要である．［22]では適切と思われる環上定

義された捻じれ D加群の基礎理論を必要な範囲で実際に構築した．解説記事として [17,18, 20]を挙げてお

＜．それぞれ tdo,捻じれ D加群の基本操作，底変換定理について述べている前者 2稿のうち本稿に直接関

係する部分は [19]でも手短にまとめられている．この基礎理論により次の結論を得る：

定理 2.4.可換環 Kから Cへの平坦な環準同型が与えられたとする．また， Gcの平滑アファインな K形式

9が与えられたとする．つまり， K上の平滑アファイン群概型 9及び 9RKC竺Gcがあったとする．同様に，

9の閉部分群概型 x，平滑 K概型間の火同変閉埋め込みし：リ→m,免-上の 9同変 tdo.sd,l°.sd可積分接
続であってそれぞれ Kc,i', A','.M' の K 形式になっているものが与えられたとする．このとき H•(m, し+.,11)

は (Lie9 ， X) 加群の構造を持ちかつ £u-•(M'）の K 形式になっている．ここで Lie9 は 9 の Lie 環である．

証明． x底変換定理からし＋¢/には自然な沢同変左“加群の構造が入る．順像関手に関する S底変換定理
からこれは i:'.M'のK形式だとわかるまた，スタンダードな議論から H"(:X:,l+.,11）は自然な (Lie9，火）加

群の構造を持つ．さらに，大域化関手の平坦 s 底変換定理から H"(:X:，ぃ.,It) は H•(Gc/Q' ， i'+M') の K 形式

である． ロ

当面の応用上は A'がGrc/Q'上の Gc同変線束£'の微分作用素の層， M'=(i')*£'の場合が重要である．

後々必要に応じてこの場合のみを考える．

さて，あとは仮定にある K形式をどのように得るかが間題になる．以下の節ではそれらについて簡単に説明

し，最後にその帰結と得られた加群の構造に関する基本的な結果について述べたい．より小さい K上のモデル

を得る方法（アイデア）を先んじて端的に述べておく：まずある程度小さい環（例えば .Z[1/2, ✓可］）上定義さ
れることを確認してあとは忠実平坦降下（例えば Galois降下）によってより小さい環上定義されることを確

認する．なお，（A',M'）については上述の場合のみを考えることで本稿では（“-ヽ）の忠実平坦降下に代え

て同変線束の Galois降下について述べるにとどめておくこととする．

3 簡約群概型と対称部分群概型

ここでは連結簡約代数群の概型上のモデルのクラスである簡約群概型について簡単に復習する．

定義 3.1([6, Definition 2.7]). Sを概型とする． S上アファインな平滑群概型 Gであって各幾何学的ファイ

バーが古典的な意味で連結簡約代数群になっているものを簡約群概型と呼ぶ．

注意 3.2.構造論との兼ね合いからファイバーに連結性を課している．

注意 3.3.幾何学的ファイバーとはここでは Sの各点の剰余体の代数閉体への底変換のことである．あるいは

代数閉体のスペクトラムから Sへの射に関する底変換と読み替えても簡約性については得られる条件は同値

である．． 「幾何学的ファイバーが古典的な意味で連結簡約代数群になっている」という条件は全ての点で課し

ていることも強調しておく．この条件は生成的ではない．平滑アファインな群概型で桐密な開集合上連結簡約

であっても全体で簡約にならないこともある ([6,5節］）．
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もっとも基本的な例としては GLn,SLn (S = SpecZ)がある．慣れている人は Spn(S = SpecZ)も基本的

な例として加えても問題ないだろう．定義から底は底変換により変えられる．実 Lie群の文脈からは対称部分

群による構成は基本的である：

補題 3.4([21, Lemma 3.1.1, Example 3.1.2]). kを 1/2を含む可換環 Gを K上の簡約群概型， 0をGの

対合とする．このとき G0は Gの平滑閉部分群概型である．また (G°)° は簡約群概型である．特に (G0)゚

は Gの閉部分群概型である．

これと Weil制限を組み合わせることで多くの古典 Lie群がスタンダードな定義のもと自然に Z[1/2]上定

義される．筆者はこれらを（連結）古典 Lie群のスタンダード Z[1/2]形式またはスタンダードモデルなどと

呼んでいる．ここで言う占典 Lie群の一覧と具体的な定義については [21]を見られたい．

注意 3.5.Weil制限は例えば不定値ユニタリ群のモデルを Lie群論におけるスタンダードな定義をまねて構

成する際に使う．ところで古典 Lie群の中には GLn(lHI)のように 1HIを使って書かれる群もいくつかある． 1HI

が非可換であるという理由によりそれらの群のモデルの構成に少なくともそのまま Weil制限は使えないそ

のため例えば GLn(lHI)ならば U*(2n)のように，複素行列で表したもので代替して Weil制限と上の補題を

組み合わせてモデルを構成する．

4 部分旗概型

ここでは部分旗多様体の一般化について復習するまず古典的な場合から始める．複素連結簡約代数群 Gの

部分旗多様体とは放物型部分群 Qについて G/Qと書かれるもののことであった Qの正規化部分群が Q自

身であるということから G/Qは Q と共役な Gの部分群全体と見なすことができる．より一般に Gの放物

型部分群全体の集合を考えればその G軌道はそれぞれ部分旗多様体になっていてかつ部分旗多様体はそれで

尽くされるまた，この G軌道は極大トーラス及び正ルート系を決めたとき単純ルートの集合のべき集合と一

対一対応する． 「Gの放物型部分群全体の集合」を 「Gの放物型部分群のモジュライ空間」と言い換えるこ

とで上の記述は次のように一般化される：

定義 4.1([7, Exemples 5.2.3]). Gを概型 S上の簡約群概型とする．このとき Gの S上平滑アファインな

部分群概型であって各幾何学的ファイバー上占典的な意味で放物型部分群になっているものを Gの放物型部

分群（概型）と呼ぶ． Borel部分群（概型）も同様に定義される．

定理 4.2([7, Corollaire 5.8.3], [8, Theor如me3.3]). Gを概型 S上の簡約群概型とする．

{1) Gの Borel部分群及び放物型部分群のモジュライ空間 '.BG,'.Pcは平滑射影概型で表現される．本稿で

はこれらをそれぞれ旗概型，総旗概型と呼ぶ． Sが体のスペクトラムである場合には旗多様体，総旗多

様体と呼ぶ．

{2)エタール商 '.PGIGは S上有限エタールな概型で表現される． この商を typeGと書く．商射

咋→typeGをtで表す．

{3)商射 t：応→typeGは平滑かつ射影的である．

定義 4.3([8, Corollaire 3.6]). (typeG)(S)の元xに対してそのファイバー戸(x)を'.PG,xで表し，型 xの

部分旗概型と呼ぶ． Sが体のスペクトラムである場合には部分旗多様体と呼ぶ．
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例 4.4([8, Corollaire 3.6]). (typeG)(S)は0と書かれるあるカノニカルな元を持つ．この型は '.Pa,0='.BG*2 

を満たす．

エタール商 typeG＝四/Gは集合論的な意味での商よりも強い意味合い・情報を持っている．以下主に

S = Spec股の場合にいくつかの群を例にとって何が起きているか見てみよう．

例 4.5.G = SL3とする． この場合 G は実数体上分裂しており，れGは Dynkin図形の頂点の集合から

定まる部分旗多様体に分割される．具体的に見てみよう．分裂極大トーラスとそれに関する単純ルート系

II= {a1,a2}を 1つ選んでおく． C上の場合に放物型部分群の共役類全体の集合が単純ルート系のべき集合

と全単射の関係にあったことを踏まえて Dynkin図形を書いておこう：

~1-~2. 

この図形には自然に Spec股USpeclRtという概型の構造が入る．これを DynGと書き， Dynkin概型（多様

体）と呼ぶ各 IIの部分集合 II'に対して対応するスタンダードな放物型部分群を Prr,と書く．このとき

゜'.PGIG= • 

応＝ GIP。日G/P伍1}UGIP｛匹｝ LJG/P伍匹｝

{:l} {~2} {a1,a2} 
● =Spe遺日Spe遺LJSpe直日SpecJR 

のように表せる． '.Paが 4種類の部分旗多様体に分かれることと '.PGIGが 4つの SpecRに分かれることが

対応していることに気が付かれたい

一般に概型 S上の簡約群概型 Gに対して DynGと書かれる概型 (Dynkin概型）を定義することができ

る([5,3節］）．これは底変換と可換かつ，分裂の場合は Dynkin図形の頂点に対応して Sのコピーの非交和を

取ったものになっている． DynGについては以下でいくつかの具体例を説明するにとどめ，一般的な定義の説

明は本稿では省略する．

注意 4.6.上の例に見られるように，分裂である場合は '.Paなどの記述は「基礎環に依らずに」ルートデータ

だけで決まる．例えば S= Speck (kは任意の可換環）， G=SL2としようこのとき

DynG = ~1 = Speck 

的＝G/P0且G/P伍1}

PGIG= : {~,} = Speck且Speck

となるここで，ルは上三角行列のなす SL2の部分群概型， P{a,}= Gである． GIP。は K上の射影直線 lP'1

と自然に同一視できるまた， G/P回｝ ＝G/G = Speckである．射影直線の方は Borel部分群，要するに上三

角行列のなす部分群概型とあとはそれとエタール局所的に共役なものからなる．一方 G/Gの方は Gのみか

らなる例えば k=Zp(Pは素数）とすると '.Pa(Zp)= lP'1(Zp) LI{SL叶となり，上三角行列のなす部分群概型

とSL2(Zp)共役な部分群概型及び全体 SL2しか現れない．特に岩堀部分群は（少なくとも SL2のZp上定義

された放物型部分群概型としては）現れない．というわけで多少正確性に欠ける言い方をすれば分裂の場合の

放物型部分群というものは代数閉体上の場合のスタンダードな放物型部分群の該当する環上の適切なモデル及

*2 Borel部分群が放物型部分群であることに注意せよ．
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びその（一般にはエタール局的に）共役な部分群概型で尽くされる．環の構造に依存したような特別な部分群

はここには現れないもちろん Kが変われば G(k)も変わるので部分群の量自体は Kによって変わるし Kに

よっては局所的にのみ共役ということで G(k)共役なもの以外も一般には現れるのでその意味ではもちろん放

物型部分群全体は環 Kに依存する．ある種の構造論をやる際には G とKに依って難しくなることもある．

Gが分裂でない場合には同じようにはならない同様の計算を行うためには一度複素化することになる．以

下 Gごとに実極大トーラス H と(Gc,Hc)の単純ルート系 IIを1つ選ぶまた， II'CIIに対して対応する

Gcの放物型部分群を Prr,で表す．

例 4.7.G = SU(2)とする．このとき

Dyn G,c = ~1 = Spec <C 

'.PGe = 23cc U { *} 

叩c/Gic= ~ {tl} = SpecC且SpecIC 

となる．この場合上の記述における (-)cはすべて無視出来て

れGIG=•゜

DynG= ~1 

%＝23GU{＊｝ 

{m} 
• = Spe疇且SpecJR 

が成り立つ．最初の複素数体上の場合の記述とこれまでの文脈からこの実数体上の場合の記述がいかにも自然

に見えるだろう．筆者としてはそれを意図して書いたつもりなのだがいかがだろう？しかし Lie群論の立場に

立ってよく考えなおしてみるとこの結果は一見おかしい．というのも GのBorel部分群 Bは存在せず， G/B

で表されるような多様体もないつまり旗多様体丸コなるものがあると言っているがこれは 'Ba=G/Bのよ

うには書くことができないのである．この旗多様体があるないという問題はcoo多様体としては「ない」が
代数幾何的には「ある」ということで，言い換えると基礎体を実数体に持つ空でない概型 'BGがあってこの実

点集合丸フ(R)が空集合になっているものがあると言っている．これが Lie群論との差異に関するからくりで

ある．複素数体から実数体へという立場から Gが Borel部分群を持たないことを言い換えると次のようにな

る： Gcは Borel部分群 B'を持つがどの Borel部分群も抒＝ B'を満たさない．しかし，秒は B'と一致

せずとも Borel部分群ではあり続けてくれている．つまりれGe='BGeu{＊｝という分解の 'Baeの部分は複

素共役で閉じているのである．もちろん，｛＊｝ ＝GcIGcなのでこちらは自然に実数体上定義される．正確に

はGcという自明な放物型部分群を考えていて， Gc=Gcが成り立つと思うべきだろういずれにせよ，分解

を与えている各複素部分旗多様体が Gから定まる複素共役で閉じているのでそれぞれ実数体上定義されてい

ることがわかる．今回各々の実形は定義から 'Ba,{*}=Spec JRであることが容易にわかる．その結果として

叩＝'BaU{＊}を得る． 3行目の等式は同じ理由から従う． 1つ目は，もともと 1点しかなかったので複素共

役で動きようがなく自動的に Spec股が出てくるという寸法になっている．

例 4.8.G = SU(2, 2)とする．この場合は複素共役による入れ替えが起こる：

Dyn G = ~1 ::;----- ~2 --------z ~3 = Spec IC且Spec艮
ヘ¥---/
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'.PG ＝加且Gc/P伍｝且叩，｛匹｝且Gic/P{a1,a2}且叩，｛m，心｝U巴皿
-Gc/P臼｝ -Gc/P{a年 3) =Spec IR 

'.Pc/G= ゜
{a1} {a2} ｛叩｝． ． ． ． 
ヘ¥---/
Spec<C 

{<>1，匹｝ {<>1，叩｝ {<>2，知｝ {a1,a2，知｝． ． ． ． 
ヘ¥---／

Spec<C 

= Spec匝USpec (C U Spec股USpec (CU Spec JR. U Spec恥

図について説明しよう． H を対角行列のなすコンパクトトーラスとする．また，自然な同型 SU(2,2)ic因SL4

のもと IIをスタンダードに取って各 Pn,がブロック上三角行列のなす部分群になるようにしておく．最初に
{a1} ｛叩｝

3行目の ● と ● を結ぶ矢印，あるいは 2行目の GcIP{m}と書かれた部分について説明する．ひとまず

-Gc/P｛咋｝
複素数体上で P伍1}またはこれに付随する部分旗多様体，すなわち P伍1}の Gc共役類について考える．例

4.7のときと同じように考えるなら複素共役 P{al}が P{a,}の Gc共役類になっているかが問題になる．こ

れは P如｝を G(C)の元による共役によって移してブロック上三角になるようにしたとき元に戻っているか

を間うことに他ならない．実際やってみると以下のようになる：

→ → 

上図は P伍｝， P伍｝，及び P伍｝を Gc共役でスタンダードな位置に戻したものそれぞれに対応するブロッ

クを書いたものである．というわけで元には戻らず P｛叩｝が出てきてしまった結果， P{ai}とP｛叩｝が定め

る部分旗多様体は共役で移りあい，各々は実数体上定義されないが 2つ合わせることで降下するとわかる．そ

れを表したのが 3行目の右辺の {a1}と｛叩｝を結ぶ矢印である．矢印にラベルされている Spec(['.はこれら

2つ合わせて降下させると Spec(['.が得られるということを表す (cf.C@酎c~cり．ガロア理論的観点からは

これら 2つには共役対称性があるため区別することができないので合わせて降下しなくてはならないと説明

することもできる．部分旗多様体の方の言葉で言えば降下して得られる多様体は Gc/P{m}の構造射に自然な

射 Spec(['.→Spec艮を合成して実代数多様体と見なしたもので， m とm の対称性から Gc/P｛知｝の方で同

じことをしても '.Pcの同じ部分多様体が得られる．このことを意図して Gc/P{m}と書いた

-Gc/P｛咋｝
上の説明で m と⑮がどういう脈絡で結びついたのかを考えなおそう．最初は P{a,}を考え，その複素

共役を考えたのだった今コンパクトトーラスを取っていたことに注意すると， P{a,}しま fi= -IIについて

スタンダードな放物型部分群で｛①｝ ＝ ｛-m}に対応する．これを Gc共役で移すと言ったがルートの言菓

で見れば Weyl群で移すと言い換えられる．つまり，（Gc,Hc)の Weyl群の元 wであって wfi= IIにな

るようなものを取り，｛m}にwを施すと， wfi= IIについてスタンダードな放物型部分群が現れる．この
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放物型部分群は {-wai}= {0:3}に対応する．結果重要なことは単純ルート aに対して waを計算するこ

とで，それが 1行目の矢印である．これは Galois作用にもなっていて先ほどと同じような理屈から例えば

Dyn G = Spec(['. U Spec股という実概型を得る．

他の共役及び Galois降下の計算もこのルート系を使った言い換えにより簡単に計算することができる．例

えば {a叶の場合は W伍＝ a2なので {a2}は単独で Galois降下し，複素部分旗多様体の方も基点を持たな

い匹，｛匹｝なる実代数多様体に降下する．他の場合も同様である．ただし，例えば{0:1，叩｝は各ルートは元に

戻らないがちょうどこの部分集合内で入れ替えが起こることで全体としては共役作用で閲じるというようなこ

とが起こることに注意されたい．

注意 4.9.'.Paの分解の様子や typeGを計算するには DynGの計算が肝心である．そのうち特に矢印を引く

部分はトーラスの取り方の違いを無視すれば佐竹図式を書く際にも出てきていたことに気が付くだろうその

意味でこの計算は実半単純 Lie群の専門家にとっては非常になじみ深いもののはずである．一般の体上でも絶

対 Galois群による同様の作用を考えることができ，単純代数群の分類の文脈で＊作用という名前で [31]で現

れている．この作用は L群の定義にも現れるので L皿 glands哲学やその周辺分野の専門家にとってもなじみ

深いことだろう．一般の基礎概型上の場合には Galois降下を忠実平坦降下と言い換えることで「同じように」

計算することができる＊3．

というわけで， S= Spec股の場合は共役類自体は股上ではな<c上で考え，各共役類が複素共役で閉じる
かという降下の情報を持つ．つまり， typeGはC上の共役類の情報と各共役類の定義体の情報からなる．ま

た，上述の例に見られるように typeGの記述が '.Paの実代数多様体としての分解の様子を決定することにも

留意しておくとよいだろう．

5 部分旗概型上の同変線束

複素数体上の場合，部分旗多様体 G/Q上の G同変線束は GxQ入（入は Qの指標）により尽くされる．で

は簡約群概型の場合にはどうなるだろうか？前節で見たように商概型 G/Qの形で書くことができない部分旗

概型が存在する．一方それらは商概型の忠実平坦降下または忠実エタール降下，あるいは前節の例に限定すれ

ば商多様体の Galois降下によって得られる．裏を返せば，部分旗概型は少なくとも局所的には商の形で書ける

ので，局所的に GxQ入の形で書いてあとは降下が出来るかどうか判定すれば原理的にはすべての G同変線

束が構成できるはずだと言える．実際基礎環が体の場合にはいわゆる Borel-Tits余輪体により降下出来るか

どうかが判定できる：

定理 5.1([27, 2節］ ＋ ［2, §12]). G を体 F上の連結簡約代数群， T を G の極大トーラスとする． XE

(type G)(F)が与えられたとする．以下 Fの分離閉体を Fsepと書く． Q'E'.Pc(Fsep)であって TFsepを含

み，かつ t(Q')= xi spec p,epを満たすものを 1つ選んでおく．入を Q'の指標とし，ら：＝ GFsep XQ'入とおく．

F の絶対 Galois 群を r と書く．各ぴ€ rに対して Gpsep同変な同型双；入ミ£入が存在したとする（双；入

はらをぴでひねって得られる '.J'Gpsep,xi spec psep上の同変線束）．このとき£入が Galois降下することと

Borel-Tits余輪体瓜が Galoisコホモロジー H2(r,Fsepヽ {O}）の元として自明であることは同値である．

注意 5.2([21, Examples 2.2.9, 2.2.13, 2.3節］）． Fが大域体の場合の Borel-Tits余輪体の計算は Hasse原

*3というよりそれが DynGの定義である．
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理により局所体の場合に帰精できるまた， Fが局所体の場合の Borel-Tits余輪体の計算には局所類体論を

援用することができる．他にも Borel-Tits余輪体の消滅性について言えることはいくらかあるものの，一般的

に言えることには限界があり，最終的には個別に計算するしかない．

注意 5.3.Gpsep/Q'上の同変線束はすべてらの形で書けたことを思い出してみよう．定理中の双；入こ£入

という条件は£入を Galois降下するためには必要な条件であるが，これはルート系の言葉で記述することが

できるまた， Hilbertの定理 90により F形式は存在すれば同型を除いて一意である．以上から，この定理は

実質的にれG,x上の G同変線束の分類を与えていると言える．

注意 5.4.大域切断を取ることでこの定理から非分裂連結簡約代数群の絶対既約表現に対する Borel-Weilの

定理が導かれる．

[21]では可換環の Galois拡大の場合に Borel-Tits余輪体を具体的に計算しやすい形で書き下したうえで

降下可能性に関して同様の結果を証明した．また，連結古典 Lie群の Z[1/2]上のスタンダードモデルの場合

にBorel-Tits余輪体を計算した特に Borel-Tits余輪体の自明性がこの場合には実数体上の場合と等価であ

ることを確認した以下その Borel-Tits余輪体の自明性の結果を述べる．そのために連結古典 Lie群のスタ

ンダードな Z[1/2]形式に関する基本的な事実についてまとめておく．詳しくは [21]を参照されたい．

Gを古典連結 Lie群のスタンダードな Z[1/2]形式とする．このとき G賊のスタンダードな Cartan対合

はZ[1/2]上定義される．すなわち， Gの対合であってその戦への底変換がスタンダードな Cartan対合に

なっているものがある．これを 0と書く．同様に， G（民）の極大コンパクトトーラスでスタンダードなものが

あるが，これも Z[1/2]上定義され， Gの部分群概型を定める．これを Tと書く． HcGをTの中心化群

とする (G H Z[l/2，喜］， z[1/2,✓可］） は分裂群概型を与える．分裂というのはここでは分裂（極大）トーラスが
あってそのトーラスを使ってルートデータやその他複素連結簡約代数群の構造論のようなことがいくらか出

来るという意味だと認識してもらえれば良いだろう．正確な定義については [7,Definition 1.13]を参照され

たいなお，「（G H Z[l/2，v'=I], Hz[1/2,v'ゴ］） が分裂群概型である」という言明は一般的な定義からすると不正確

なようだが SpecZ[ 1/2, ✓コ］は連結なので問題はない．分裂性により特に，組み合わせ論的なデータから放

物型部分群を得ることができる．すなわち，ルート全体の集合の放物型部分集合のに対して Hz[1/2,✓可］を

含む放物型部分群でそのルート集合がちょうどのになっているものが存在する ([7,Proposition 1.4]）．また，

[21] では前述のルートデータの 0z[1/2,✓可］安定な正ルート系を具体的に作った＊4. スタンダードな Z[1/2] 

形式を考える際には常にこの正ルート系を考えることとするところで，ルートデータから Weyl群が定義で

きるわけだが，正ルート系を決めたので Weyl群の最長元を定義することができる．［21]では，この最長元を

与える Hz[1/2，v'=I]の正規化群のある具体的な元weE G(Z[l/2, ✓可］）を各 G に対して構成したこの元は

（販-;w研＝e(eはG(Z[1/2, ✓可）の単元）を満たすことが直接計算により確認することができる．

定理 5.5([21, Theorem Fl). <I>を前述の正ルート系を含む放物型部分集合であってる＝WG<l>を満たすもの

とする． Q'を 0に対応する Gz[1/2，v'=I]の放物型部分群とする．このとき Q'=WcQ'wa1を満たすことから

t(Q'）は町1/2]上定義される．つまり，（typeG) (Z [1/2]）の元であって Z[1/2, ✓可］への底変換が t(Q')

になっているものが一意的に存在する (Galois降下，前節の計算例を参照せよ）．以下これを xと書く．

入を Q'の指標とする．また，£入：＝GZ[l/2，勾］ xQ'入とする．このとき次は同値である：

*4構成はスタンダードだと思うが Gや T と比べるとそれほど一般に浸透しているとは思えなかったのでこの正ルート系をスタン

ダードと呼ぶことは避けた．
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(a)らが '.PG,x上の同変線束に降下する．

{b)入＝W心かつ入（並畑G)＝ 1. 

注意 5.6.（蔽匹a)2= eから入（蔽匹G)E｛士1}が一般に成り立つことがわかる．また，前述のとおりこの値

は対応する実数体上の場合と一致するこの値は（微妙な設定の差異を除いて） ［4]において明示的に与えられ

ている．この値の式による表示については [4]の後でいくらか研究が行われた ([30,9, 28]など）．

注意 5.7,WGについては実際には wQ'w―1=Q'と(ww)2=eを満たす好きな元wEG(Z[l/2,《可］）で置

き換えられる．本稿の最後では上述の定理そのものというよりは WGをある別の元に置き換えたものを使う．

6 ある閉軌道の分類と定義環

導来関手加群の構成には 0c安定放物型部分群に付随する部分旗多様体の閉 Kc軌道を考えていた．部分旗

多様体が放物型部分群のモジュライ空間の閉部分多様体と解釈されることを踏まえれば，これは '.PGeにおい

て先安定放物型部分群＊5からなる Kc軌道を考えることに他ならない．あるいはこれら全体を考えるなら

ば0c安定放物型部分群からなる閉部分多様体を考えると言っても良い．後の都合からはこの閉部分多様体は

叩 C の0c固定部分多様体と解釈しておくと良い．ここで， 0cはGcの対合が誘導する '.PGcの対合のことで

ある．本節の目標はこの閉部分多様体内の Kc軌道を定義環込みで理解することである．具体的には定理 4.2

の相対版を実現したい．

[22]では 0安定放物型部分群の一般化として，対称とは限らない平滑閉部分群に対して安定放物型部分群な

る概念を導入し，ある条件を満たす場合に定理 4.2の相対版の結果を証明した．しかし安定放物型部分群の定

義はいくらか準備が必要なのでここでは対称部分群の場合に限定して説明することにする．興味がある読者に

は原論文の他に（簡約部分群の場合の）手短な解説として [15]を挙げておく．では早速主結果を述べてしま

おう：

定理 6.1([22, Corollary 5.2.19, Proposition 5.3.1]). kを 1/2を含む可換環， GをK上の簡約群概型， 0を

Gの対合とする． 0から自然に定まる '.Pcの対合を同じく 0と書くことにする．次に， K をG° の開かつ閉

な部分群概型とする．ただし，エタール商 K/K0が有限エタール K概型になっていると仮定する．このとき

次が成り立つ：

{1)'.P名は四の閉平滑部分概型で表現される．

{2)エタール商rtype(G,K):='.P各/Kは有限エタール K概型で表現される．また，商射呼；→rtype(G,K)

をrtと書くとき， rtは平滑かつ射影的である．

(1)は対合に関する簡単な一般論から従う ([21,Lemma 3.1.1]). (2)の証明の韮本戦略はエタール局所的に

定数，つまり底概型の非交和になっていることを証明することである．そのため Gや Koは分裂であるなどの

仮定をしてよい（正確には Koの分裂極大トーラスから定まる基本 Cartan部分群について Gが分裂になる

などの条件が必要）．すると，例えば K=K0の場合には [3]と同様の議論から 0安定放物型部分群の（エター

ル局所的な） K共役類の組み合わせ論的な記述を得られ，これにより商が定数になっていることがわかる．一

*5実簡約Lie群の表現論では先安定放物型部分群（代数）と言われたら実数体上定義された基本 Cartan部分群（代数）を含むこ
とを仮定に含めるのが通例だがここでは軌道の間題を考えているのでその仮定は含めないものとする．
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般の場合には K の連結成分により一部の Ko軌道がくつつくことがあり，それに併せて [3]の組み合わせ論

的な記述の商を取ることになる．これを実行するためには連結成分は定数であってほしい．問題はエタール局

所的だったから実際には定数と言わずともエタール局所的に定数でさえあれば良く，そのようなわけで K/K0

が有限エタールであると仮定されている次第である．

rtype(G,K)の具体的な計算という観点からは， K の連結成分が複数あることにより Ko軌道としては降

下できなかった定義環が降下するという現象が起こることにも注意したい．以下 S= Spec賊の場合に例を見

てみることにしょうなお， Borel部分群のモジュライ空間 '.BGに対しても同様の結果が成り立つ（この場合

の組み合わせ論的な記述は [26,32, 29]などによる）ので，以下では '.Pcの代わりに '.BGを考えることにする．

rtype0(G,K) :='.Bも/Kとおく．

例 6.2.G = G恥とする．このとき rtype0(G,0(3)) = rtype0(G, S0(3)) = Spec股である．というのも，ま

ず複素数体上で考える． GL3の複素旗多様体の閉 S0(3,IC)軌道は 1つだったとなれば閉 0(3,IC)軌道も 1

つしかないとわかる．従って rtype0(Grc,0(3, IC)) = rtype。(Grc,S0(3, IC)) = Spec ICとなり，これが実数体
上定義されるとなれば降下した結果は必然的に Spec尺であることはすぐにわかる．軌道の観点からは次のよ

うに説明できる：一般に閉軌道の複素共役は閉軌道だが今閉軌道は 1つしかないのだからその閉軌道は必然的

に複素共役で閉じるとわかり，結果この閉軌道は実数体上定義されると言える．商が Spec艮 1つであるとい

うことは 1つだけ実数体上定義された閉軌道＊6があるということを意味している．

例 6.3.G = GL2とする．このとき rtype0(G,S0(2))竺SpeclC,rtype0(G,0(2)）竺 SpecJR.が成り立つ．ま

ずS0(2)の方から説明しようまずlP'もの S0(2,IC)軌道は 2つあったから rtype0(Grc,S0(2, IC) )~ SpeclC2 

である． 2つの軌道は｛J可｝，｛ーJ可｝で与えられることから 2つは共役でお互い移りあう．特に各々は実数
体上定義されないので Spec配ではなく SpecICに降下するとわかる．一方，閉 0(2,IC)軌道は 1つしかな

いので前述の GL3の場合と同様の議論から rtype0(Grc,0(2, IC)）出 SpecJR.となる． rtype0(G,S0(2)）は実

点を持たないが rtype0(G,0(2)）は実点を持つというのはもしかしたら少し奇妙に思えるかもしれない•'.Bも

の方は同じなのに一方の商は降下出来て SpecJR.が現れ全体を実点のファイバーと解釈できるのに，他方は降

下できずに SpecICが出てきて実点のファイバーとして解釈できない．しかしそれは，件のエタール商あるい

はその記述が K= S0(2), 0(2)それぞれの場合に 1つ 1つの閉 kc軌道の定義体が降下するかどうかの情

報を与えているのだ，と思えば自然なことだと納得してもらえるだろう．

より一般的な結果として次が知られている：

例 6.4.S = Spec Z [1/2]とする．このとき正整数 nに対して rtype(GLn,O(n)）竺 SPS~pecZ[l/2] が成り立
つ．ここで SPS0は GLnのZ[1/2, ✓可］上のスタンダードな基本 Cartan 部分群及びその Oz[1/2,✓可］ 安定

正ルート系を含む 02[1/2,こI] 安定放物型部分集合全体の集合であり， SPS~pecZ[l/2]はSpecZ[1/2]のコピー
をSPS0の分だけ非交和を取ったものである．

注意 6.5.この結果に至るまで紆余曲折があり，今となっては途中経過と言える段階でありがたいことにた

くさん講演の機会をいただいたそのうちプロシーディングス（講究録）になっているものについて少し触

れておく．［12,13, 14]で触れられているように，大元になったのは G= SL2, K = S0(2)の場合に関する

Januszewski氏の考察である．それを受けて G= SL3, K = S0(3)の場合を調べ始めた ([12,13]）．研究を始

*6実数体上閉軌道であるとは言っていない．実際，基点（対応する実代数多様体の実点）がないので実数体上では軌道にはなっていな



12

めた当初は軌道の定義環をいかに降下するかという方針で研究を進めていた．特に最初期の [12]では固定部分

群の平滑性は具体的な計算に依拠していた少し後に力学系の方法を知り，固定部分群が放物型部分群になっ

ていることを計算に頼らなくてもわかるようになった ([13]）．残りの降下の計算部分をよく観察して一般化す

ることでかなり系統的に軌道の定義環を降下することが出来るようになった ([14]）．その後しばらくしてから，

降下すべき軌道を分類できないだろうかと考えたことから (0)安定放物型部分群のモジュライ空間とその商を

考えるようになった ([15]）．これにより定理は抽象的になってしまったものの，商の計算にこれまでの降下の

計算が含まれているという意味でそれまでの結果の一般化を与えたことにもなっていた (cf.[15,系 2.2]）．技

術的には，軌道射を降下する際に必要になっていたよいエタール局所化の存在も議論に直接現れなくなった．

実は [15]を書いたとき，ファイバーが非連結の場合についていくつかの具体的な場合に場当たり的に上述に相

当するような結果も [22]に書かれていた＊7. これは保型表現論への応用上非連結 Lie群をどうしても考えた

いという要請によるものだった． 2023年になって応用上やはり非連結の場合にも一般論があった方がよさそ

うだということになったそこで前述の場当たり的結果の証明に用いた議論（構造）をもとに一般化を試みた

結果上述の定理に至った

定義 6.6([22, Definition 5.2.6]). k, Gなどを前定理の通りとする．

(1)閉埋め込み呼； <-+'.Pcはrtype(G,K)→typeGを誘導する．これを gtと書く．

(2) x E rtype(G,K)(k)とする．幌，x：＝ rt―l(X)とおく．定義から9'.P各→咋を制限して閉埋め込み

唸x4'.P G,gt(x)を得る．これを％と書く．

rtype(G,K)は（定義環のデータを込めて） K軌道の分類を与えていたわけだが，各 k 軌道は Gの（対応

する定義環上の）部分旗概型の中にいるはずである．その Gの部分旗概型の型を出力するということが gtの

意味である．この組み合わせ論的なデータの対応を Gの部分旗概型への埋め込みに持ち上げて実際に閉埋め

込みを与えているのが (2)である．これにて閉 Kc軌道の埋め込みの環上のモデルを与えるための一般的な手

続きが得られた

7 結論

以上の部分旗概型の幾何に関する結果を定理 2.4に適用することで得られる帰結について述べる．

定理 7.1([22, Corollary 6.2.17]). kを1/2を含む戦の部分環， GをK上の簡約群概型， 0をGの対合， Kを

Gの 0固定部分群概型の開かつ閉な部分群であって K/K0が有限エタールであるもの， xE rtype(G,K)(k), 

.Aを叩，gt(x)上の G同変 tdo,M を可積分 i召A接続とする．

伽が伍の Cartan対合になっていると仮定する． Q'をGcの先安定放物型部分群で K民の極大トー

ラスの複素化を含むものであって， rt(Q')= xlspeclCを満たすとする． L'=Q'nQ'とおく．また， M'をM

の Q'E恥（C)における幾何学的ファイバーとする． uを Q'nKgのべき単根基の次元とする．このとき

H• （四，gt(x), (ix)+'.M) は £U―•(M'）の K 形式を与える．

環上で議論する場合，この主張は微妙に弱い．例えば k= Z [1/2]の場合と k= Qの場合で得られる表現が

同ーになる可能性をこれでは排除できないこの間題は次の結果を以て（少なくとも 0次部分については）解

決された：

*7降下が出来てなかったので正確には少し弱かった．
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定理 7.2([16, Corollary 1.3, 1節末文， Lemma5.4], [22, Theorem 6.1.1]). kが Dedekind整域であるとき，

r('.Pc,gt(x)，(％)凶）は K加群として射影的である．

この結果は捻じれ D加群の閉埋め込みによる順像の大域切断加群に関する一般的な結果の帰結である．証

明は初歩的な代数による（解説記事： ［19]）．応用上は射影的であるという事実よりも証明に現れる大域切断加

群のあるフィルターの有限性が重要であるがここでは深入りしないことにする．

定理 7.1をより具体的に運用するために A とM の例について考えよう．前に述べたように Aが捻じれの

ない微分作用素の層を同変線束£によって捩じった tdo,M = i;£ の場合を考える．以下 k= Z [1/2]としよ

う．例えば G= GLn, K = O(n)の場合は前述のように rtype(G,K)は簡単に書くことができる． GLnは分

裂だったから，各 xに対応する Gの部分旗概型上には降下を経ずに同変線束を作ることができる＊8．

連結実古典 Lie群のスタンダードモデルの場合にも x及び£は具体的に構成・分類が出来る．その結果，組

み合わせ論的な条件の下 Aq（入）加群の Z[1/2]形式が得られる．これを説明するためにスタンダードモデル

の構造について少し追加で述べたい．以下 Gを古典 Lie群のスタンダードな Z[1/2]形式とし， 0,T,Hを前

に述べた通りとする． K= (Ge)o とする．このとき (Kz[l/2,v'ゴJ,Tz[1/2,✓ゴ］）は分裂で，前述の正ルート系を
制限して正ルート系を得る．対応する単純ルート系を以下 IIKと書くことにする．構成から IIKは [21]で具

体的に与えたコンパクトな連結古典 Lie群（のモデル）の単純ルート系の非交和である．従って，コンパクトな

連結古典 Lie群のスタンダードモデル K'に対して定義した WK'を並べることで (K T , (Kz[1/2，v'=I], Tz[ 1/2，v'=I]) 

のWey!群の最長元の代表元 WKを得る．なお，一般に（面K'WK,)2= eであったことと WKの構成から

（匝咋）2= eが従う．

系 7.3([22, Corollary 6.2.18]）．①を (Gz[1/2,✓可］， Hz[1/2 ，二］）の 8z[1/2,こ了］安定な放物型部分集合とす
る．①に対応する GZ[l/2，汀］ の放物型部分群を Q'と書く．また，入を HZ[l/2，汀］ の指標とする．これら

が以下の条件を満たすと仮定する：

{i)任意の /3E IIKに対して aE<f>であって /3= air を満たすものが存在する．
z[1/2，は］

{ii) w讀＝ー屯

{iii)入＝w足入．

(iv) a E <I> n（呻）に対して (av,>.)=0 が成り立つ．ここで心は a の余ルート，（一，ー）は Hz[1/2 ,✓ゴ］の

余指標と指標のカノニカルなペアリングである．

{v)入(wK血<)=1. 

このとき次が成り立つ．

{1) rt(Q') = rt(Q')である．これにより xE rtype(G, K) (Z [1/2]）を得る．

{2)入はむの指標に一意的に延長できる．

{3) 同変線束 Gz[1/2,✓ゴ］ XQ' 入は％，gt(x) 上の G 同変線束£に降下する．
(4) r('.PG,gt(x), (ix)+i区）は A叱い）の Z[1/2]形式を与える．

系の証明について簡単に述べておく．（1)は (ii)とrtの定義から直ちに従う．（2)は (iv)から従う．なお，

一意性には Z[1/2, ✓ゴ］が被約であることを使う（詳しくは [21, Proposition 2.3.7]を見よ）．（3)を証明す

*8そのためには分裂トーラスに関する放物型部分集合と対応をつけておく必要がある．実際には基本 Cartan部分群の方で同変線束
はパラメーター付けしておいてそれらの同変線束が降下することが分裂性から抽象的に従うと考えたほうが見やすいだろう．



14

るためには定理 5.5の条件を確認すればよく，それを満たすというのがちょうど (iii),(v)であるなお，条件

の見た目が定理 5.5と微妙にずれているのは注意 5.7に加えて今回 Q'を考えているからである．以上，表現

のモデルを構成するための幾何的なデータが得られたのでそれらを定理 7.1に適用することで (4)が従う．

のについては [3]に立ち返った組み合わせ論的な記述を使ってもよかったが，かえって条件の記述が複雑に

なるので上述の形で定式化することにした他の部分については条件を満たすデータを手元で用意しようと

思ったときに簡単でわかりやすい記述を怠識した
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