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1 超幾何関数と Opdam-Cherednik変換

a, a*をユークリッド空間とし，冗を a*内の結晶的ルート系とする． RのWeyl

群を W とする． HeckmanとOpdamが [4]で導入した冗に付随した超幾何関数を

F（入，k;x)と記す．これは，スペクトルパラメータ入 Eae(a＊の複素化），“重複度

関数'’KE (C冗曹 (W不変な写像冗→ C)，および空間変数 XEaの関数である．

k=（炉）叫応＝ （C冗門とする．以下に詳しく述べるように， F(入，k;x)はRiemann

対称空間上の球関数の一般化になっている．

制限ルート系が 2冗と同型な非コンパクト型の連結実半単純 Lie群 G=KAN 

（右辺は岩澤分解）があるとき， Riemann対称空間 G/K上のスペクトル入 Ea; 

(a= Lie Aとする）に対する球関数の AK/K':::::'A':::::'aへの制限は，入とルート重複度

m20: (a ER)のみで決まる a上の微分方程式系により特徴付けられる．より詳しくは

l. a上解析的

2. W 不変

3. 0 Eaでの値が 1

を満たす唯一の解になっている．この微分方程式系は一般の重複度関数 kE /Ccに対

するもの M入，K に自然に拡張され（ただし，もとの微分方程式系は ka= ffi2a/2に対

するもの），“超幾何微分方程式系’'と呼ばれる．すべての入 Eacに対して超幾何微

分方程式系 M入，K の 1~3を満たす解が存在するような kE /Cc全体を lCc,regとする．

(/Cc＼応，regは解析的部分集合になる．） F（入，k;x)はその場合の唯一の解で，入 Eac, 
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k E ICc,regについて正則， xEaについて実解析的になる．また，入， xのそれぞれに

ついて W 不変になる．

び(G/K)の既約分解は球変換 C合(K¥G/K)→ O(ac)wから得られるが（C丁はコ

ンパクト台の coo球関数），球変換は制限写像による同型 C00(K¥G/K)c:::'. C,訳(a曹に

より C丁(a)W→ O(ac曹という形に書くことができる．これを一般の Kに自然に拡

張したものが，以下に見る“超幾何 Fourier変換’'である．

正ルート系n+cnを固定する． w不変な重み関数

応）＝ rrか(x)- e―枠(x)12k。
aE冗＋

が a上の Lebesgue測度 dxに対して局所可積分であるような kEK全体を応と記

す．応 C 応，regn K,が知られている． kE応のとき， fE C岱(a曹の超幾何 Fourier

変換を

(1.1) 
1 

叩（入）＝町1f(x)F（入，k;-x)応）dx

と定める．明らかに五fE O(ac)wである．超幾何 Fourier変換五： C0(a曹→

O(ac曹は， Opdamにより [10]で導入された．実は， Opdamが [10]で主に考察した

のは， W 不変性を取り除いたより一般的な “Cherednik変換’'であり，五はその

C合(a曹への制限として得られる． Cherednikは [3]で， Cherednik変換を等価で簡単

な以下のような形に再定式化した．

1 
(1.2) 加 f(入)＝ |W| ［f(x)G（入，k;-x)媒(x)dx.

ここで， G（入，k;x)は [10]で導入された“非対称超幾何関数’'であり（実半単純 Lie群

Gとは関係ない）， f(x)E C0(a)はW 不変でなくてよい． G(,¥,k; X)は，定義につい

ては命題 3.3で述べるが， F（入，k;x)と同様に ncX lCc,reg X a上の関数で，入， Kにつ

いて正則， xについて実解析的になるので，凡JEO(ae)となる．また，

(1.3) 
1 

F（入，K；x)＝|WI区G（入，k;wx)
wEW 

であるので，五： C0(a曹→ O(ac曹は加： C『（a)→ O(ac)の制限になっている．

Cherednikは加を ‘‘Opdam変換”と呼んだが，我々は “Opdam-Cherednik変換’'と呼



ぶことにする． G（入，k;x)はn+の取り方に依存するので， 1-{,kもそうである． k=O

のときは G（入，O;x) = e入（の）， bo(x)= 1となるので， G(入，k;x)は指数関数の一般化， 1-{,k

は古典的な Fourier変換の一般化になっている．

2 考えるべき問題と既知の結果

に＝｛kE JC, I ka > 0 (a E R)｝とすると， K+C 応である． Opdamは [10]で

k €にのときに以下を与えた．

(Pl) Paley-Wienerの定理：加が C0(a)から古典的な Paley-Wiener空間

｝ 励 (aい＝ ｛¢ € 0(aい IヨB>OVn € N sup(1 +||入||）ne―BIIRe入111¢(入)|＜ +CX) }・ 
入Ea:

への全単射であることの証明．（pw(aC)はKに依らず一定なことに注意．）

(P2) Plancherelの定理： C0(a)Cび(a,1w1-1媒(x)dx)の前ヒルベルト空間の構造（内

積）と珀によって対応する PW(ac)の前ヒルベルト空間の構造．（よって 1--lk

は自然なび空間の間の対応に拡張される．）

(P3)逆変換公式：逆変換1--l;1:PW(aC)→C0(a)の明示公式（いくつかのバージョ

ンがあるが，特に¢（入）G（入，k;x)をac上のある測度で積分するもの．）

(P2) の内積〈仇心〉は¢，心€アW(ae) の《コh＊上の値のみで定義され，（P3) の逆変

換公式は，¢（入）G（入，k;x)を《コh＊上のある測度で積分するものになっていることを

補足しておく．

これらの結果は， Kが K+の閉包 Cl(K+)= {k E JC, I ka ~ 0 (a ER)｝に属する場合

に容易に拡張される．考えるべき問題は， K€応＼ Cl(K+) のときに同様の結果を拡

張することであるが，部分的に以下が知られている．いずれも 1--lkに対するものでは

なく，五に対するものであり， C丁(a)や PW(ac)はC0(a)wゃPW(ac曹とする必

要がある．

（拡張 1)冗は既約かつ被約（つまり BC型でない）とする．また， kE (-K+) n応

とする (kが正の値も負の値も取る場合は含まれないことに注意）．このとき， rKに

対する (Pl),...,___,(P3)が [11]で与えられたが， Kによっては (P2)や (P3)に《コ:a*以外

の低次元スペクトルが本質的に関わってくる．

（拡張 2)次に，冗は既約で BCr型とする． K€K は長いルート上での値 kl，中間
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の長さのルート上での値 km, 短いルート上での値 KSで決まるが，これらについて

(2.1) 
1 

ks+ k£ >—— かつ km~ 0. 
2 

を仮定する．（（2.1)は「km2 0かつ kEK』と同値である．）このとき，石：に対す

る (Pl)~(P3) が [7] で与えられた．

(P2), (P3)をより具体的に述べるためにいくつか記号を用意する． a*の直交基底

詞，．．．凸｝を n+に対応する単純ルート系が B=｛比ー (3r-1,・ ・ ・,(32-(3ぃ糾｝となる

ように取る．各 i= 0,...,rに対して， Bic BをDynkin図式

0r -Br-1 g,. -Bt-1 B2 -Bl g1 
0-------0 ・ ・ーャ・

の黒ノードからなる部分集合とし，

a(ei)*＝賊ei=恥針＋・・・十賊(3i'

弘＝｛入 Ea*|入(av)=0 (a E的｝ ＝股(30+1＋・・・＋戦(3r

と置く． a*上の座標関数ふ＝閃を用いてそれぞれの空間の要素を座標（ふ，．．．，入），

（入i+l,．．．，入r)で表したりする． a(ei)＊の有限部分集合 D瓜ei)を， i>Oのときは

(2.2) D叫~i) =｛（心...，入i)I入1+ |Kl -｝| -Ks -Kl -} E 2N，入i< 0, 

入］＋1-ふー 2kmE 2N (1さj< i -1)｝ 

で (N={0,1,2,...}), i=Oのときは D瓜釣） ＝ D瓜0)= {O} = a(0)＊で定める．

[7]で明示的に定義された D瓜ei)＋《コhら，上の正値測度 Vk,<9iを用いると，五に

対する (P2), (P3)はそれぞれ

(2.3) 〈¢，い〉＝こJ の（入）心（入）d殊，a（入），
~ JDk(<9i)＋《痘

(2.4) rk-1¢(x) ＝LJ ¢（入）F(入， k;x)d九，a（入）
~ JDk(<9i)＋《コ痘

となる．

本稿では [9]で得られた新しい結果として，甘いこ対する (Pl)が（拡張 1)や（拡張

2)の設定で成り立つこと（定理 4.1), 1-{kに対する (P2), (P3)が（拡張 2)の設定

（ただし km=JOとする）で成り立つこと（定理 6.2, 6.3) を述べる．



3 次数 Hecke環とその加群たち

3.1 次数 Hecke環 Hk

R などは任意として， kE Kcとする． n+ぉよび Kに付随する次数 Hecke環 Hk

とは， C上の結合的代数で以下を満たす唯一のものである：

(Hl) Hkは部分代数として，対称代数 S（匹）および群代数 C Wを含む．

(H2)掛け算写像 S（屯） RCW→Hkは線形同型．

(H3)いEaと単純ルート aEBに対して

圧・ ~=r虞）． Ta -(ka + 2k叫a（~)

が成り立つ．ただし，屈 E Wはa=Oに関する鏡映で， 2ainのときは k2a= 0 

とする．

実は Opdam-Cherednik変換 1{kは以下で述べる 2つの Hk加群 C合(a), O(ac)の間

の準同型になっている（定理 3.11)ので，いろいろな Hk加群が理論に関わってくる．

定義 3.1.Hkの反線形反同型 h→h*を

w*=w―1 (w E W), C = -wo ・ wo(l) ・ Wo （く€匝）

で定める． w。は W の最長元， 7 は a に関する複素共役である．複素内積〈•,·〉を持つ

Hバ］0群がユニタリであるとは，内積について〈h·,·〉=〈•,h*· 〉 (h E Hk)が成り立つこ

とをいう．

3.2 几加群C00(a)

咋 aに対して定まる微分差分作用素

k四(~)
T(k，く）＝殴） ＋L ~(l-ra)-p(k) (~). -e-a 

aE冗＋

は “Cherednik作用素”と呼ばれ， C00(a)に作用する ([2]で導入された）．ここで，

p(k) =狂：aE冗＋ kaa である． T(k,~) (~Ea) はすべて可換で， S(ac) の C00(a) への作

用が導かれる．さらに，これと W のC00(a)への通常の作用は (H3)の交換関係を満
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たし， Hkの C00(a)への作用 T(k,・)に統合される．また， C訳(a),cw(a)は Hk加群

C00(a)の部分加群になっている．

補題 3.2([10, Lemma 7.8]). k E応， hE Hk, f(x) E C0(a), g位） EC00(a)に対して，

i(T(k, h)f)(x) g(_i;)媒(x)dx= 1 f(x) (T(k, h*)g)(x叫 (x)dx［ 
である．特に kE応のとき C合(a)c L2(a, 1w1-15瓜x)dx)はユニタリである．

次に，入€匝とする． Hk の中心は S（四曹（通常の W 作用で不変な部分代数）な

ので，

Cは(a，入）：＝｛f(x)E cw(a) I T(k,p)f(x) = p（入）f(x) (p E S(aic)w)} 

はcw(a)の部分加群である．この Hk加群は， Riemann対称空間上の不変微分作用素

環の同時固有関数のなす空間が，実半単純 Lie群の表現論において果たす役割と酷似

した重要な役割を持つ．以下に Cば(a，入）の性質を述べるが，同時に非対称超幾何関数

G（入，k;x)の定義も与える．

命題 3.3.k E応，regとする．

(1) Ck(a，入）は W 加群として CWと同型．

(2) Ck(a, >.)w→ C;f(x)→ f(O)は線形同型この写像による 1の逆像は F（入，k;x).

(3) H江（入，k;x) = T(k, S(aic))F（入，k;x)は Ck(a，入）の唯一の既約部分加群．

(4) Ck(a，入）は 1次元部分空間 Cは(a,>.)-w := {f E Ck(a, >.) I wf = (sgn w)f (w E W)} 

で Hk上生成される．よって Cは(a,>.)= T(k, S（匝））Ck(a,>.)-w. 

(5)差積のような S(ac)の要素

咋：＝ IT (av- （似＋ぅk½a))
aER+＼杯

に対して T(k，五）Ck(a，入）ーw= Ck(a，入）W=CF（入，k;x).

(6)任意の wE W に対して Ck(a)w入：＝ ｛f E cw(a) I T(k, ~)f = w入(~)f (~ E a)｝は

Ck(a，入）の 1次元部分空間． Ck(a)入→ C;f(x)→ f(O)は線形同型．この写像に

よる 1の逆像が G（入，k;x).

R。= n¥2n, nt =R。nn+'nc,reg =｛入 EaCI入(aり=JO(a ER)｝とする．

系 3.4.k E応，reg, 入Eac,regとする．

(1) Ck(a，入）＝区wEWCG(w入，k;x).



(2) C'f:(a, >i)-wの 0でない要素を f(x)＝LwEwawG(w入， k;x)とすると，各 WEW 

に対して aw=/0. 

(3) F（入，k;x)＝LwEwbwG(w入， k;x)とすると， b初ヂ 0⇔ w入(aりヂ似＋ 2k2a(Va E 

囮）．

(4) H江（入， k;x)＝L{<CG(w入， k;X) I W E W, bwヂO}.

次も後で使う．

補題 3.5.a EBに対して 冗＝ r四＋似＋ 2k2。と骰くと， ~·Ta= 冗•丘(~) (~ E a)が

成り立つ．よって G（入， k)の特徴付けから以下が成り立つ．

(3.1) T(k, Ta)G（入， k)=入(av)T(k,ra)G（入，k)+ (ka + 2k2a)G（入，k)

＝ （入(aり＋似＋ 2k叫G(rふ， k).

3.3 球主系列 Ik（入）

入Eac とする． 1 次元の S(a) 加群 Cm を:瓜＝入(~)v,x (~ E a)で定め，その誘導 Hk

加群として球主系列加群 IK（入） ＝ Ind~心） Cm= HkRs(a)Cm =CW羹 Cv入を定める．

補題 3.6([10 , Theorem 4.2] ）．写像〈•,•〉w: I（入） xJ(—入） → C を〈~waww狐，江 bttVふ〉w=

IW| ― 1 江 aw加で定めると，〈h•,• 〉w= 〈 •,h*· 〉w (h E Hk) が成り立つ．特に入 E ✓コず

であれば， I（入）はこの半双線形形式によりユニタリである．

命題 3.7 ([2, 8]). k E応，regとする．実半単純 Lie群の表現論における Poisson変換の

類似した Hk準同型乃（入） ： IK（入） → Ck(a，入）が

い）＝ CWぅ苫仰WV入→似1苫awG（入， k;w―1x)E Ct(a，入）．

で定まる． P瓜入）が同型であるためには

(3.2) 入(aり#-ka-2k2a (Va E Rす）

が必要十分．命題 3.3(6)より HomHk(h（入），Cは(a,.¥)）は 1次元である． P以入）はこの

要素で P瓜入）（こwwv.x) = F(k，入；x）であるものと特徴付けられる．

定義 3.8([12]参照）． wEWの簡約表現 w= Ta1...Tatに対して定まる補題 3.5のち

の積和—1 := Tal・・・麟 EHkは，簡約表現の選び方に依らない． よって実半単純 Lie

群の表現論における（未規格化） Knapp-Stein型繋絡作用素に類似した Hk準同型
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ふ(w,,¥): I（入） → I(w入）が区叫瓜→江叫Tw-lVw入で定まる．さらに

(3.3) 入(aりヂ似＋ 2k2a (Va E nt n -w―lRt) 

のとき，規格化版の Hk準同型を

Ak(w，入） ＝ IT (ka + 2k2a —入(av) ）―1. ん(w，入）．
aE勾 n-w―1吋

で定める．ん(w,A)（区tt阪） ＝区ttvw入に注意．

補題 3.9.W, W1,W2 E W に対して， W=叫 W2かつ l(w)= l(wリ＋ l（四）であるとする．

このとき，（w,A)が (3.3)を満たすことは，（W1,W2入），（W2,A)がともに (3.3)を満たす

ことと同値である．このとき， Ak(w,A)= Ak(w1, W2A)Ak(w2, A)が成り立つ．

補題 3.10.k E応，regとする．ふ(w,A)が定義されるとき， P瓜入） ＝乃(w入） oAk(w，入）

が成り立つ．

同一視 Map(ac,CW)= IT入Ea]E（入）； ①⇔ （①（入）狐）入EaCにより， Map(ac,CW)をHk

加群と見なすと， PW(ac)RCc O(ac) R CW c Map(ac, CW)は部分加群の列になる．

O(ac) R CWの元の（入）で条件

①（入）（ka+ 2k2a —入(av)ra) = <P(ra入）（ka+ 2k2a —入(aり） （Va EB) 

を満たすもの全体を五とする．上の条件は

ふ (ra，入）の（入） ＝<JJ(rふ） （入：ジェネリック， VaEB) 

と同値なので，五および1い＝五nPW(ac)RCもHk加群Map(ac,CW)の部分加群

である．命題 3.12で，五が Opdam-Cherednik変換 1-{kの終域の別の実現であること

が示される． Opdamが [10]で定義したオリジナルの終域と実質的に同じである． 1k

の定義は若干複雑だが，その元①（入）への Hkの作用は，値である各主系列の要素ヘ

の作用という簡単なものである．つまり，終域を五とすることにより，「1-{kとH,;1

はC岱(a)を主系列（の部分加群）の直積分で表示するもの」という意味が生じる．ま

た，逆変換もエkを始域とした方が構成しやすく， Plancherelの定理における前ヒル

ベルト空間の構造も五を通じて構成される．



3.4 Hk加群 O(ac)

1次元の自明な W 加群 Cv十からの誘導 Hk加群 Ind9んC匹＝ HkRcw Cv+ = 

S(ac)RcCv十は S(nic)と同一視できる．この同一視による Hkの S(aic)への作用を

匹と記すと，¢（入） E S(ac）に対して

（勾k(P)の）（入） ＝P（入）¢（入） (p（入） ES(aic)) 

入(av)+k。+2k加

（wk(ra)cJ>)（入）＝ゆ（入）ー（の（入）一 cp(rふ）） （a EB) 
入(aり

となる． 0（a:）っ S（近）であるが，上の等式を用いて Hk作用 'wkを 0(a:)まで延

長できる． 0（aC)W=0(aC)匹 (W)に注意．また，古典的な Fourier変換を用いると，

PW(aC)が Hバ］口群 0(ac)の部分加群であることを示すことができる．

(1.2)，補題 3.2, 補題 3.5などから次を得る．

定理 3.11([10]）．珀： C訂a)→ 0(a:)は Hk準同型．

命題 3.12.写像

五ぅ飢入） ＝こ％（入） RW → ¢（入） ＝ ％（Wo入） E O(aい
w 

は Hk加群の同型で，逆写像 QK:0(aC)→互は

Q砂（入） ＝こ（匹(wow―1)¢)(wo入） Rw
wEW 

で与えられる． Qkの PW(ac)への制限により， Hk加群の同型 Qk:PW(ac) ~五

が導かれる．

4 Paley-Wienerの定理

この節の目標は次を示すことである．

定理 4.1.k E応とする．石： C訳(a曹→ O(ac)wが PW(ac門の上への単射である

とき，珀： C0(a)→ O(ac)もPW(ac)の上への単射である．

F（入，k;x)の理論において，‘‘シフト作用素’'と呼ばれる xに関する微分（差分）作

用素は，異なる Kに対する F（入， k;x)の間の関係を与えるという重要な役割を果たす．
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シフト作用素の公式の 1つを G（入，k;x)に対するものに拡張しよう． W の元を列挙

して，叫＝ l,w互．．，Wmとする． ac上の W 調和多項式の空間 Hw(ac)([6, Ch. III] 

参照）の同次元からなる基底 {h1,...,hm}を 1つ取り，正方行列 P= (wi柘）1::;i,j::;m

を作る． 7r＝ rr 1 0V とすると detP = c1rm/2となることが知られているが，
aE如＼5冗

必要ならば柘を調整して C= 1とする． Pの余因子行列の l/1rm/2-l倍を Q と

する． Qの各成分は S(ac)の元になる．また， Qの第 1列を qi,・・・,qmとすると

Q = (sgn(wj)w投i)1Si,Jこmである． 1を冗＼杯冗上 1でnn杯冗上 0である重複度関数

とし，△ = rr （ea/2 -e―a/2) E coo(a)とすると次が成り立つ．
aER+＼杯

命題 4.2.k E応，regのとき k+ l E lCc,regである． 0でない定数 Ckがあって，

m 

G（入，k)= CkL九（入）T(k,qi)△F（入，k+ 1) 
i=l 

となる．（この Ckは明示的に書ける．）

この命題と，［11,Theorem 2.5]による F（入，k+l;x)の評価式から次を得る．

系 4.3.k E応，regn /(,, CC  aはコンパクト集合， pE S(nc)とする．このとき，適当

なA>OとnENにより

lp(Bx)G（入，k;x)IさA(l+||入||）nemaxwEW況w入(x)

がすべての入 EaeとxECに対して成り立つ．これから特に， kEにのとき

Im加 cPW(nc) 

が成り立つ．（定理4.1の仮定は不要．）

定理 4.1の証明の概略変数分離公式 S（nc)= Hw(nc) R S（位）w ([6, Ch. III]参照）

は， S（匝）を PW(ac)に拡げても成り立つ：

PW(nc) = Hw（吐）RPW(ac)w = Ind~!rc)W@ICW PW(ac)w. 

よって定理の仮定のもと， S（貶）WRCW準同型石;1: PW(nc)w→C[f(a曹か

らHk準同型ふ： PW(aC） →C[f(a)が得られる．明らかに 1{,koふ＝ idである．

ふ 0加＝ idの証明には， Opdamによる kE JC＋のときの議論 ([10]の Lemma9.3, 

Corollary 9.4, Lemma 9.5)が適用できる． ロ



5 内積の構成

ここから先は， §2の（拡張 2)の設定下で議論する．ただし，結果が大きく変わる

T > lかつ km=0の場合は除外する．

まず，入が D瓜巳） ＝Dk(B)に属するとする．このとき [7,§3]により F（入， k;x)E 

び(a,IW|―1似x)dx)である．これは， F(入， k;x)を aの正チェンバー mの無限遠点

における漸近展開の先頭指数に関する CasselmanとMilicicの条件 ([1,Theorem 

7.5])から分かる． Ck(a，入）の各元 f(x)もmの無限遠点で漸近展開できるが，（1)

f(x) E L2(a, IW|―1c5瓜x)dx)であることは，（2)各 wEWについて (wf)(x)の漸近展開

の先頭指数が CasselmanとMilicicの条件を満たすことと同値である．一方，（2)の条

件は T(k,・)の作用で不変であることが容易に分かるので，

H江（入，k;x)cび(a,IW|―1c5k(x)dx)

が成り立つ．つまり， HkF（入， k;x)は既約ユニタリ Hk加群である．

次に i= 0,...,Tとし， W(Bi)は {rala E ei}で生成される W の部分群とする．ま

た，この部分群の最長元を Wo（Bi)とする．入 EDk(8』,µE ✓コhら1 とすると，—入＋µ

と wo(ei) は (3.3) の条件を満たし，ふ(wo(eふ—入＋µ)が定まる．

wo(B』(—入十µ)=入十µ=-（—入十µ)

なので，補題 3.6を用いて Iバー入＋μ）上に半双線形形式

<•, ·〉=〈 •,Ak(wo(Bi), —入＋µ)·〉w

が定まり，〈h·,•〉=〈·, h*・〉(hE Hk)という Hk不変性を持つ．

(5.1) 〈区WV＿入＋μ,区WV＿入十μ〉=1 
w w 

に注意

aふ，reg=｛（入i+l,・ • •，入r)| 入p, 入P 土入q =J 0}とする．

命題 5.1.入ED以Bi), μ E ✓コ痘，reg とする．

(1)入＋μ E nc,reg• 
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(2)入十μは (3.2)の条件を満たし， P瓜入十μ)： IK（入十μ)→ Ck(a，入十μ)は同型よっ

て IK（入＋µ）は唯一の既約部分加群を持ち， IK(—入＋µ）は唯一の既約商加群を持つ．

(3)釘：＝ ｛a ER。|（入＋ μ)(aり＝ ka+ 2k2a}はμに依らず， aの部分集合になる．

入＋μに対する補題 3.4(3)の条件を満たす wの全体は W的wa(ei)である．ただ

し， wet={w E Wlw釘 c応｝とする．よって補題 3.4(4)より

H江（入＋μ,k;x)= L{CG(w（入＋μ),k;x)lwEW的Wo(a)｝．

(4)→＋μEW叫。（入＋μ)より， ImPk(ー入＋μ)= HkF（入十μ,k;x)は既約． よって，

補題 3.10より

Jk,8i（→ ＋ µ):=I以—入＋µ) / Kerふ(wo（ei),→ ＋μ) 

::c::Imふ(wo(ei) ，—入＋µ) ::c::H江（入＋μ,k;x)

も既約．

(5) I瓜—入＋µ）上の半双線形形式〈•,•〉は対称で半正定値． Jk,8i(—入＋µ)上の内積を

誘導し， Jk,e,（一入＋μ)はユニタリ Hk加群になる．

証明 (5) の半正定値性以外は難しくない．〈•，•〉は Jk,8i(—入＋µ)上の非退化 Hk 不変

半双線形形式を誘導する．そのような双半線形形式は高々 1次元しかないので，（5.1)

より Jk,8i（→＋μ)がユニタリ化可能であることをいえばよい． i=rのときは，本節

の最初で証明済みである． i<rのときはHkのLevi部分環H凪Bi)=S(ac)@CW(Bi) 

の主系列 Iん（一入＋μ)の唯一の既約商加群 J知パー入＋μ)はユニタリ化可能である

(i = rの場合の議論が適用できる）．このとき，

I以—入＋ µ)=Ind~い Iん（一入＋µ)→ Ind靡低） J伍（→＋μ)→ 0 

が完全で， 2番目の加群がユニタリ化可能になる． lパー入＋μ）の極大部分加群は 1つ

しかないので， 2番目の加群は既約で， Jk,8i（一入＋μ)と同型になる． ロ

6 Plancherelの定理と逆変換公式

前節の設定を引き継ぐ．

補題 6.1.Jk,Bi（一入＋μ)=入十 μED瓜ei)+ ✓コ痘，reg とする．



(1) I瓜—入十 µ)/Ker A訊Wo（巳），—入十µ)の基底として

aE吋n-W―'Ro((-.¥+μ)(av) + k" + 2k20)) :wV-A+μ 1 w E we/} {v竺入十μ := ( rr （（一入十μ)（aり＋似＋ 2知） T砂—入十µI w E wet 

が取れる．

(2)各wEW的について，

(6.1) Ak(wa(ei)，→ ＋μ)v竺入十μ

= ( rr （（入十μ)国） ＋似＋2kい）ー1wwo(a)瓜＋μ
aE図n-wo(8i)一lw-lRo

=:v 
wwo(ei) 
入＋μ'

(6.2) P瓜入＋ µ)v~;;(e;) = IW|―1G(ww0（入＋μ),k; x). 

(3)のEPW(ac)に対して

Q贔）（入＋μ)＝ど ¢(WWo(6)（入＋μ）） rr (1 - Ka+2k2a)vwwo（巳）
WW訊）（入＋μ)(aV) 入十μ • 

e入wEWe; aE勾

(4) 且＝｛比— /3r-1, ・ ・ ・,/3t+2 -/3i+1)/3t+1}と置くと， W における ae;の正規加群

Nw(ae;)は{raI a E且｝で生成される Weyl群であり

蛉，十：＝ ｛（入i+l,・ • •，入r)IO.S 入i+l.s....s 入r}

はNw(aei)へ硲の正チェンバーである．さらに，

'wet:= {w E wet lw且 C幻｝

に対して分解wet='wetX Nw(ae,）が成り立つ．

砂 V(ac)= Ind誓陀）W@CWPW(ac)wょり，（2.3)を延長する PW(ac)上の Hk不変内

積は一意的である．

定理 6.2(Plancherelの定理）． PWk(ac)は内積

叫—入十µ)

〈¢，心〉＝とJ 心(¢)（一入十µ)，~)dvk,e;（入十µ)
i=0 D氾）＋J可痘，reg

＝苫ッ—i(r -i)! 1 心(¢)（—入＋µ), Q占）（—入＋µ）〉dvk,e; （入＋µ)
Dk向）＋Aa匂＋
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により C寄(a)Cび(a加 (x)dx)と同型な前ヒルベルト空間になる．

逆変換の方も同様に，（2.4)を延長する Hk準同型 PW(a≪':)→C0(a)は一意的で

ある．

定理 6.3（逆変換公式）．¢ E PW(ac)に対して

加場(x)＝幻 P瓜入＋μ）（Q心）（入＋μ）)d収，a（入＋μ)
i=0 匹 (6>i）＋《只，reg - __  --

Elmふ(wo （伍），—入＋µ)

＝文J 2r→(r-i）！区¢（W（入＋μ))G(w（入＋μ),k, x) t,JD厄）十三+ |W| WEW吟Wo(e{）

w（入＋μ）（aV))｝凸，eい＋μ)
. IT (1ー似＋2k加

疇 t

＝苫J店（印＋□咋二2r-]畠，i)！ こ {¢(W（入＋1,))G(w（入＋μ），K,x)

wE'We; wo(eJ 
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