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不連続群の研究における粗幾何学の応用

By 

長屋拓暁＊，小川健翔＊：奥田隆幸＊＊＊

Abstract 

Gを局所コンパクトハウスドルフ群とする． H とLをGの閉部分群とする． Gの離散部分群
rが等質空間G/Hに真性不連続にするかどうかの判定は， Hが非コンパクトの場合に簡単ではな
い．小林俊行氏の論文では，特に Gが実簡約線型リー群の場合に，カルタン射影 KAK分解に甚づ

く簡潔な判定法を提示している．この判定法は，非リーマン等質空間上の不連続群の研究において

重要な役割を果たしている．この講演では，粗幾何学の観点からこの判定法を一般化したものを紹
介する．

§1. 過去の研究

この節では， Gを局所コンパクトハウスドルフ群とし， H をGの閉部分群とする．

Definition 1.1（不連続群）．離散部分群re Gを考える． rへG/Hの作用が真性
不連続であるとは， Gの任意のコンパクト部分集合Cに対し，

#{g E G I gC n c =J 0} < oo 

となることをいう．このとき，rをG/Hの不連続群と呼ぶ

Definition 1.2 (proper作用）．部分群LcGを考える． LへG/Hの作用が proper
であるとは， Gの任意のコンパクト部分集合Cに対し，集合

{g E GI gene旦｝

がコンパクトになることをいうこのとき， L巾GHと表すことにする．
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不連続群の研究において properな作用を見つけることは次の命題より重要なことで

ある．

Proposition 1.3.部分群LcGを考える． L加 H が成り立つとき，任意の離散部

分群reLについてrはG/Hの不連続群になる．

定義から L叫』Iは以下のような群論的な命題に言い換えられる．

Proposition 1.4. L加 H は以下と同値である．

’'任意のコンパクト部分集合CcGに対し， ILnCHc-11<(X)．” 

また Gが実簡約線形リー群の場合小林氏が以下の距離空間的な命題に言い換えた

Theorem 1.5 (T. Kobayashi [1, 2]). Gを連結な複素化を持つ実簡約線形リー群， g

をGのリー代数， aをgの最大可換分裂部分代数， a+をその閉 weylchamberとする．

また，μ:G→ a十をカルタン射影とする．このとき L虚iHは，全ての r> 0に対し
μ(L) n N(r; μ(H)）が有界であることと同値である．

（ここで， N(r;μ(H)):={v En+ IヨhEH  s.t. d(μ(h), v) :::::; r}と定める．）

今回の MainTheoremはL知 H を粗幾何学の視点を用いて以下のように一般化し

たものである．

Theorem 1.6 (N-Ogawa-Okuda). μ: (G, £LR)→(X,£)が coarse同値であると仮
定する．

このとき， L伽iHであることと (μ(L),μ(H)）が (X,£)上の asmptoticallydisjoint 

であることと同値である．

§ 2. 粗空間

粗空間は，距離空間の一般化である．距離空間では，任意の部分集合Sに対して正の実

数 r を使って r —近傍を考えることができる．粗幾何学では， controlled setと呼ばれる集

合Eを用いて，任意の部分集合SのEー近傍の概念を定義することができる．

Definition 2.1（粗空間）．集合£ cP(MxM)が，以下の五つの条件を滴たすとき，

M 上の粗構造と呼ばれる：

1.△（M) := {(p,p) Ip EM} CM  X ME£ 

2.任意の EE£ とその部分集合E'cEに対して， E'EE

3.任意の EE£ に対して，集合E-1:={(y,x) I (x,y) EE} E £ 

4.任意の E1,E2E £に対して， E1o恥 EE

ここで， E1o恥：＝ ｛（x,z) EM  x MIヨyEM  s.t. (x,y) E E1 and (y,z) EE叶
5.任意の広，E2E £に対して， E1U E2 E £ 
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粗構造Eの各要素EE£ のことを， M のcontrolledsetいい，（M,£)の組を粗空間と呼

ぶまた，任意のcontrolledsetE E £と任意の部分集合ScMに対して

E[S]:= {t EM  I (t,s) EE} 

と定め，これを SのEー近傍という．

以下の例は，距離空間から構成された粗空間である．

Example 2.2（有界粗構造）．（M,d)を距離空間とする．

£:= {EcM xM  IヨR：：：：：：゚ s.t.V(x,y) E E,d(x,y):SR} 

と定義する．このとき (X,£)は粗空間である．

この距離空間から誘導される粗構造は，有界粗構造と呼ばれる．

以下の例は，位相群から構成された粗空間である．

Example 2.3 (LRコンパクト粗構造）． Gを位相群， CcGをコンパクト部分集合と

する．

Ee:= {(x,y) E G x GIヨs,t EC such that x = syt―l} 

£LR:={EcGxGIヨCcG; a compact set s.t. E c Ee} 

と定義する．

このとき (G,£LR)は粗空間である．

Definition 2.4 (bounded set). (Mぷ）を粗構造とする． Bexがboundedsetで

あるとは， BxBE£ が成り立つことである．

実際に距離空間に有界粗構造を入れたとき，距離空間としての有界集合と粗空間とし

ての boundedsetが一致する．

Definition 2.5 (coarse map). (Xぷ）と (Yぷ）を粗構造とし，写像f:X→Yを
考える．

• fがproperであるとは， Yの任意の boundedsetB C Yに対して， f―1(B)C X も

boundedになることをいう．

• fがhomologousであるとは，任意の EEExに対して，（fX f)(E) E [yである場

合を指す．

• fがcoarseであるとは， properかつ homologousでもある場合を指す．

Definition 2.6（粗空間の圏）．粗空間の圏Coarseを対象が粗空間，射がcoarsemap 

によって定まる圏とする．
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上の定義はcoarse写像が合成で閉じていることや，恒等写像がcoarse写像であること

から well-definedである．

Definition 2.7 (close). (X,£)を粗構造， Sを集合とする．二つの写像f,g:s→ X 
がcloseとは，｛（f(s),g(s))Is ES} E £である場合を指す．

Proposition 2.8. closeという関係は， Map(S,X)上の同値関係を定義する．さらに，

以下の性質が成立する：

• P1,P2: S→ Xがcloseのとき，任意の q:S'→ Sに対して， PlO qとP2° qもまた
closeである．

• S = S1 U S2とする． P1,P2:S→X がcloseでかつそれらのふおよびふへの制限
もまた互いに closeの場合， PlとP2はS上で closeである．

上記の命題から以下のような圏を定義できる．

Definition 2.9（粗空間の圏の closeによる商圏）． Coarse/closeを対象が粗空間，射

がcoarsemapをcloseで割った同値類によって定まる圏とする．

Definition 2.10 (coarse同値）．（X,Ex)および (Y,£y)を粗構造とする． X とYが

coarse同値であるとは， coarsemapf: X→ Yおよびg:y→ X が存在し， gofがidx

とcloseかつ， fogがidyとcloseである場合を指す．

coarse同値は Coarse/closeにおける同型射になる．

Example 2.11.以下の例はcoarse同値である．

● L:Z →股(nr-+n)とq>:艮→.Z(ac-+ la」)は（股ふ）と (Zふ）にcoarse同値を与える．

• r.p:（股,2)<I(0)(2)）→墨o((v,A)→ llv||）と心：墨o→良2)<I([J)(2)(ar-+ ((a, 0)互I叫）は
償2)<I([J)(2),£LR)と（良2'.0ふ）の間に coarse同値を与える．

以下の定理は，粗幾何学の観点から定理 1.5を捉えたものである．この証明の重要な部

分は [3]をもとにしている．

Theorem 2.12 (N-Ogawa-Okuda)．カルタン射影μ:(G, t;LR)→(a＋ぷ）は coarse
同値である．

§3. 主定理

Definition 3.1 (asymptotically disjoint). (M, £)を粗空間とし， L,HcMとする．

組 (L,H)は，全ての EE£ に対して， E[L]n E[H]がboundedsetである場合，
asymptotically disjointと呼ぶ
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Gを局所的にコンパクトなハウスドルフ非コンパクト群とする． H とLをGの閉部

分群とする．

Lemma 3.2. L加 H は組 (L,H)が asymptoticallydisjointであることと同値で

ある．

以下の定理の証明は4節で紹介する．

Theorem 3.3. asymptotically disjointはcoarse同値によって保たれる．

主定理1.6は定理3.3の系として導かれる．

§4. 粗空間の closeによる商圏から FCULへの関手

この章では粗空間の closeによる商圏から有限完備上半束の圏FCULへの関手を構

成する．この関手を用いると定理3.3を容易に示すことができる．

Definition 4.1. (P,:S::)を前順序集合とする．（P,:S::)が有限完備上半束であるとは，任

意の有限部分集合ScPに対して， Sの上限がPに属する．

Proposition 4.2. (P,::;)が有限完備上半束であるとき， Pは最小限を持つ．

Definition 4.3（有限完備上半束の圏）．有限完備上半束の圏FCULを対象を有限完

備上半束，射を有限上限と順序を保つ写像によって定める．

Definition 4.4. (M, £)を粗空間とする．

PFB(M):= {uぶ I{Bふ；boundedsetの有限集合族｝

と定める．

Proposition 4.5. (M, £)を粗空間とする． P(M)上に関係兌を

C1---<t: C2：⇔ヨEE£ ヨBEPFB(M) s.t. 01 C E(G砂UB

によって定める．このとき，（P(M)，玄）は前順序になる．また P(M)上に関係～cを

C1 ~t: C2 ：⇔ C1---<cらかつ C2---<t:C1 

によって定める．このとき，～cは同値関係になる．さらに， P(M)/~t:上にも兌は

well-definedに定まる．

Corollary 4.6. (M, £)を粗空間とする． a,f3 E P(M)/ ~t:について次はそれぞれ同
値である．
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•任意の Ca E a,Cf3 E /3について Ca食 cf3となる．
•ある Ca Ea, Cf3 E /3が存在して Ca岱 C，となる．
•任意の Ca Eaにおいて C{:JE fJが存在して Caな CBとなる．

Proposition 4.7. (M, E)を粗空間とする．（P(M)/~t:，介）は有限完備上半束とな

る．さらにPFB(M)= 0となる．

Theorem 4.8. M, N を粗空間とする． f:M→N に対して，1を

f: P(M)→P(N) (S→f(S)) 

と定める．このとき以下の 3つの命題が成り立つ．

1. f: M→ N がbornologousであるとき，1はFCSL上の射である．
2. f: M→ N がcoarseであるとき， J-1([0])= {[0]}が成り立つ．
3. h,h:M→ N がbornologousで closeであるとき， 1l＝んが成り立つ．

実はこの定理から定理3.3は容易に示される．

Proof of Theorem 3.3. coarse写像f:M→N,g:N→M がM とN の間に coarse
同値を与えるとし， L,HcMをとる．組(f(L),f(H))がasymptoticallydisjointを仮定

し，（L,H)がasymptoticallydisjointとなることを示す．このとき任意の EEEMに対

して

f(L n E(H)) C f(L) n (f X f)(E)(f(H)) 

が成り立つ． f(L)n (f x f)(E)(f(H))がboundedのとき， f(L)n (f x f)(E)(f(H))の

同値類は [0]となる．定理4.8の2から LnE(H)の同値類は [0]となり boundedとなる．

反対に組 (L,H)がasymptoticallydisjointとする．任意の FEENに対して

g(f(L) n F(f(H))) Cg O f(L) n (g X g)(F)(g O f(H)) 

--―→ 
--

が成り立つ．定理4.8の3から[/0 f = g O f = idp(M), f O [/ = f O g = idp(N)が成り立つ
ので， gof(L) n (g x g)(F)(g o f(H))の同値類と Ln (g x g)(F)(H)の同値類は等しい．

このことから同様にf(L)n F(f(H)）がboundedであることを示すことができる． ロ

Corollary 4.9. F: Coarse/close→FCULを対象M をP(M)へ，射f:M→N 
を1:P(M)→P(N)へうつすものと定めると関手になる．
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