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Abstract 

In this article, we introduce some properties of Hilbert series associated to affine semi-regular 

sequences and related Grabner bases, which are very useful to analyze the Grabner basis computation. 

This article is a resume summarising the authors'recent papers [26] and [27]. 

1 序

本稿を通して， Kを体，衣をその代数閉包， R=K[xい・・・ 9%]をK上の n変数多項式環とし，計算量は

Kにおける四則演算の回数で評価するまた， R＼ {0}の非空な部分集合Fが斉次元のみから成るとき Fは

斉次であるといい，そうでないとき Fは非斉次またはアフィン (affine)であるという． Rの非空な部分集合

F が生成する R のイデアルを〈F〉R,または単に (F〉と表す． R＼｛O}の非空な有限部分集合 F とR の項順

序ぺが与えられたときに，ぺに関する FのGri:ibner基底の計算景を精密に評価することは，一般には非常

に難しい問題だと考えられている．実際， Fとぺが一般の場合，最悪の場合の計算量評価しか知られておら

ず，それは変数の個数に関して二菫指数時間である (cf.[10], [30], [33]）．ただし， Fが非斉次であって，かつ

〈F屈が零次元（すなわち Dp:= dimKR/〈F〉R く oo)の場合は FGLM基底変換 [18]を適用できて，ある項

順序 --<1に関する〈F屈 の Gri:ibner基底釘がひとたび求まれば，伍を入力として別の任意の項順序 --<2に

関する〈F)RのGri:ibner基底 G2をO(nD斧）の計算鼠で計算可能となる．ここで 2::;w < 3は行列積の指

数である． Fが斉次の場合も，上記の G1がひとたび求まれば， Gri:ibnerwalkアルゴリズム [12]（--<1ぺ2と

もに次数付きの場合は Hilbertdrivenアルゴリズム [37])によって伍を効率的に計算できると期待される．

従って，特定の項順序（上記でいうところの勺．）に対して計算量を精密に評価できるかが問題である．特に，

次数付き項順序（特に次数付き逆辞書式順序）に関する Gri:ibner甚底は他の項順序の場合よりも高速に計算

できることが経験則的に知られているため，次数付き項順序の場合の計算鼠評価が重要となる．
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現在， Grobner珪底を効率的に計算する方法としては， F4[16], Fs [17], XL [11]，およびそれらの改良にあ

たるアルゴリズムを用いるのが標準的である．特に凡や凡等の， Buchbergerアルゴリズム [6]を基にした

アルゴリズムでは，（簡約すべき） S多項式に対応する多項式のペア (Sペアと呼ぶ）を選択・収集する方法が，

アルゴリズム全体の効率性に大きく影響する．我々がいま対象としている次数付き項順序においては，その

ような方法として，（非斉次かつ零次元の場合に限った話ではないが）正規戦略 (normalstrategy)を採用

し， Sペアの収集と S多項式の簡約を繰り返すのが最も効率的だと考えられている．具体的には，その時点で

保持している中間括底（入力 Fおよびそれまでの計算により Fに追加された元全体） H について，未処理の

Sペア (f,g)E H2 (f =/= g)のうち degLCM(LM-< (f), LM-< (g)）の値が最小となるものを複数収集し，それ

らに対応する S多項式 S-<(f,g)をHで簡約する，というステップを繰り返す．ここで degは総次数を表し，

LM-<は（次数付き）項順序ぺに関する先頭単項式を表す．このようなアルゴリズムでは，各ステップにおい

て収集する Sペア (f,g)の次数degLCM(LM-< (f), LM-< (g))（または対応するふ(f,g)の総次数）の値はそ

のステップの stepdegreeと呼ばれ，アルゴリズムの実行全体における stepdegreeの最大値をそのアルゴ

リズムの求解次数 (solvingdegree)という (cf.[14], [27]）．求解次数の定義には Macaulay行列を用いた別

の定義もあり，詳細は 3節で述べる．いずれにしても，求解次数を評価することで，対象とするアルゴリズム

全体の計算量評価が可能となる．入力 Fが斉次の場合は，適切な設定の下，正規戦略による Grobner韮底計

算において stepdegreeを狭義単調に増加させることができて，実質的に d-Grobner基底（定義は [4,Section 

10.2]を参照）を d= 1,2,．．．と順に計算することに等価となるこの場合の求解次数は，次数付き項順序ぺ

に関する Fの簡約 Grobner基底を Gredとしたとき， max.GB.deg-<(F):= max{deg(g): g E Gred}に等し

いさらに--<が次数付き逆辞蓄式順序であれば， Lazard[28]による max.GB.deg-<(F)の上界 (Lazard上

界）を用いることで求解次数を上から評価できる．一方で Fがアフィン（非斉次）の場合，求解次数は一般に

max.GB.deg-< (F)以上になり得るため，その評価は一般には難しいただし，ぺに関する FのGrobner基

底 G自体は斉次化 ph:= {r := ydeg(f) f(xi/y,...,xn/Y) E R[y] : f E F}の斉次化瑣順序 --<hに関する

Grobner墓底から容易に復元できるため， Lazard上界を Fhに適用することで， Gの計算量を上から評価で

きる．ここで --<hはyが変数の中で最下位となるようぺを拡張した R[y]の次数付き項順序である．

一方で，入力のアフィン多項式集合F={fi,..,,fm}が過剰決定 (overdetermined)（式の本数＞変数の

個数），かつ最大斉次部分ptop:= Ui°p,..., f認P}の生成する Rのイデアル〈Ftop〉がArtin的(Artinian)

である場合には， Lazard上界よりもタイトな求解次数の上界が得られることがある．ここで fE R'--{O}に

対して l0P:= (r)ly=O である．また，〈Ftop〉が Artin 的とはある非負整数 d。が存在して任意の d~d。に対

し〈Ftop泣＝加となるときをいい，そのような d。のうち最小のものを正則性次数 (degreeof regularity) 

と呼び D:= dreg(Ftop)と表す．近年 Tenti[36]は，有限体K =恥上，かつ Fが{X{ - X; : 1 S: iさn}を

含むなどの条件を満たす場合に，求解次数が2D-2以下となるアルゴリズムの存在を構成的に示した．ま

た，〈Ftop〉の Artin性よりも強い条件として， F=(fi,..,,fm)が半正則 (semi-regular)である場合には，

Bartlet, Faugもreらによって Grobner拮底計算の解析がなされてきた詳細は 2節で述べるが，半正則な斉

次多項式列とは，正則な斉次多項式列の過剰決定な場合への拡張であり，アフィン多項式列 Fの半正則性は

Ftop := (!{op'...'f屈）のそれで定義される．アフィン半正則かつ共通解を少なくとも 1つもつような F

は多変数多項式暗号の構成において婆々現れるなど，アフィン半正則列は重要なクラスといえる． Bartlet,

Faugcrcらの既存研究では，凡アルゴリズム [17]において， D未満の stepdegreeでは 0-reductionが起こ

りえないことや，総計算量が 0(（吋9)“)で上から評価できること，などの主張がある．しかしながら，彼ら

の主張や証明は，必要な仮定が抜けているなど数学的厳密性に欠けており，正当性が保証されていない．

本稿では，アフィン半正則列に関連する Hilbert級数と Grobner基底の性質に関して，最近著者によって示

された結果 (cf.[26], [27])の一部を報告する．特に， FtOPとFhに付随する Hilbert級数の間の関係式を導出

したが，これを利用することでBartlet,Faugereらの主張の補正や厳密な証明が可能となる．また， Tenti[36] 

の上記結果の，一般のアフィン多項式集合Fへの拡張となる結果を紹介する．
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記号 次数付き加群 M および dEZに対し， M のd次斉次部分を Mdと表す．つまり， M ＝④dEZMdで

ある．さらに，整数兵 zに対して， M（伽＝ Me+dで定まる次数付き加群 M(C)をM のC-thtwistと呼ぶ

また， M が有限生成次数付き R加群のとき， RのNoether性などから各Mdは有限次元 K 線形空間であ

り， M のHilbert関数HFM,Hilbert級数HSM(z)をそれぞれ HFM(d):= dimK Md (d E Z), HSM(z) := 

区dEZHF叫d)砂で定義する． Rの項順序ぺに関する fE R,{O}の先頭単項式を LM-<(j)と表し，非空な部

分集合Fc R,{O}に対し LMべ(F):= {LM-<(j): f E F}とおく（文脈からぺが明白な場合は単にLM(j),

LM(F)と表す）．また， fERの次数deg(f)は総次数を意味し， dEZc".。に対し応：＝ ｛f E F : deg(!) = d} 

と定め， F:<:;d:= LJf=o Fiとお<.fER'--{O}の斉次化を伊：＝ ydeg(f)f(xi/y,...,xn/Y) E R[y]と定める．

2 準備

以下では特に断らない限り fi,...,fmER= K[x1,．．．，％］を 1次以上の斉次多項式とし，それらの総

次数をそれぞれ d1,...,dmとする．つまり，各 1：：：：： i：：：：： m に対して di:= deg(li) :::. 1であるまた 9

1 ：：：：： j1く.．・ <ji：：：：： mを満たす i個の自然数j1,.● .,j;に対して dfr叫：=こし1djkとおく．このとき各

。：：：：： i：：：：： mに対して，階数（？）の次数付き自由凡加群 K;(f1,...,fm)を次で定義する：

k,（f1,．．．，fm)：＝ ｛国＜璽，SmR(-dJ1Ji)eJ1 J2 

R 

ここで e江•J，は標準基底の元である．次数 0 の次数付き準同型

'P; : K;(f1,..., fm)---+K;-1(!1,..., f叫

を，標準甚底の像を

9
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と定めることで定義する．ここで五はjkを省略することを意味し，例えば， e立3= e13である記号を簡略

化するため， K;:= K;(fi,..., f m)とおく．このとき，写像列

K. ：0立 Km立...竺 K2竺 K1旦 K。竺 0 (2.1) 

は次数付き R』[J群の複体である．

定義 1

上の記号の下で，複体K．を斉次多項式列 (!1,...,fm)上の Koszul複体 (Koszulcomplex)という．

一般に次数付き準同型の核と像は次数付き加群であるため，各0:Si:Smに対して Ker（'Pi)とIm('Pi+i)

は次数付き R加群であり， Koszul複体 K.のi次ホモロジ一群凡(K.):= Ker(cp;)/Im(cp吐 1)もそうで

ある（さらには各斉次部分が有限次元 K冷泉形空間となるような有限生成次数付き凡加群である）．特に

恥 (K.)= R/〈fi,...,fm屈， Hm(K.)= 0であることに注意する． 1次ホモロジ一群については (!1,・ ・ ・, f m) 

のシジジーを用いて以下のように書き下すことができるまず， Ker（凸） ＝syz(J1,..., fい（右辺はシジジ一

加群｛こJm=1柘ejE 〶';1 R（ーも）免：こJ口占fj= 0}）である．また， Im（四） CK1 =④';1 R(-di厄は

{ t;,j := f;ej―f炉： 1:Si<j:Sm}によって生成される．従って，

tsyz(J1,..., fm) :=〈t;,j: 1 :S i < j :S m〉R

とおけば，次が成り立つ：

H1(K.) = syz(f1,..., fm)/tsyz(f1,..., fm)- (2.2) 
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定義 2

上の記号の下で， tsyz(J1,...,fm)を自明なシジジーの加群 (moduleof trivial syzygies)といい，各生成

元t,』（あるいは tsyz(J1,...,f m)の各元）を (!1,...，凡）の自明なシジジー (trivialsyzygy)という．

次に， Castelnuovo--Mumford正則量，正則性次数，半正則性の定義を復習する． M を有限生成次数付き R-

加群とするとき， Hilbertのsyzygy定理により， M は長さ t三nの極小自由分解

b, b1 bo 

F. ： 0 →〶R(-aぃ）立... ~④R(-aぃ）二 ffiR(-a。,J) 立 M ---+0 
J=l J=l J=l 

をもつ．ここで各ゃ，は次数 0の次数付き準同型であり，斉次多項式を成分にもつ行列で表現される．

定義 3

上記の記号の下で，

reg(M) := max{ai,j―i: 0さiさ£,1さj:S bi} < oo 

と定義し，これを M のCastelnuovo-Mumford正則量 (Castelnuovo-Mumfordregularity)という

定義 4

M がArtin的 (Artinian)であるとは，ある整数 d。が存在して， d2': d。を満たす任意の整数 dに対して

Md=Oとなるときをいう．

M がArtin的であればreg(M)= max{ d: Md i= 0}となる (cf.[15, Corollary 4.4]）．いま，斉次多項式集

合の正則性次数を定義する．

定義 5([2, Definition 4], [3, Definition 4]) 

斉次多項式集合 F={f1,...,fm}の正則性次数 (degreeof regularity)を， R/〈F屈が Artin的の場合は

dreg(F) := min{d E Z::::o: Rd=〈F〉d}= deg(HSR/〈F〉R)+ 1 

と定義し， R/〈F屈がArtin的でない場合は dreg(F):= 00で定義する．

注意 1

定義 5において， R/〈F屈が Artin的ならば， dreg(F)= reg(R/〈F屈） ＋1 = reg(〈F屈）が成り立つ．一方，

R/〈F〉RがArtin的でないならば， reg(〈F〉叫く 00= dreg(F)である．

斉次多項式列が半正則であることの定義を復習するよく知られているように，斉次多項式列の半正則性

には以下に述べる 2種類の定義があり，一方は他方より強い条件で定義される．本稿では，弱い条件である，

Bartlet らによる半正則性の定義を採用する以下，斉次多項式列の d—正則性，半正則性を定義する．

定義 6([2, Definition 3], [13, Definition 1 and Theorem 1]) 

記号は上の通りとし， dを自然数で d2': max{ di : 1 :S i :Sm}を満たすものとする．このとき，斉次多項式列

F = (fi,...,fm) E Rm が d—正則 (d-regular) であるとは，次の同値条件を満たすときをいう：

1.任意の iE {l,...,m}，および diさt< dを満たす任意の自然数 tに対して， t-di次斉次多項式

g E Rt-d,がgf,E〈ii,...,Ji一直を瀾たすならばgE〈fi,...,fi-1屈である．

2.等式 HSR/(J,,...,f叫 R(z)三広杞臼?(mod砂）が成り立つ．

3. F上の Koszul複体を K.とするとき，その 1次ホモロジ一群 (2.2)に関して H1(K.)'.Sd-1= Qが成り

立つ．ここで H1(K.hd-lは次数付き凡加群H1(K.）の次数d-1以下の斉次部分全ての直和である．
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定義 7([2, Definition 5], [3, Definition 5 and Proposition 6], [13, Proposition 1 (d)]) 

(1次以上の）斉次多項式のなす列 F= (!1, ・ ・ ・, fm) E Rmが半正則 (semi-regular)であるとは，次の同値

条件を満たすときをいう

1. F ={Ji,..., fm}の正則性次数 D:= dreg(F)に対して， FはDー正則である（すなわち d=Dに対し

定義 6に述べた同値条件が満たされる）．

2.等式 HSR;〈Ji,...，ぃ（z)= [TI玉号~]が成り立つ．ここで[•]は非正係数をもつ最小次数項での打
ち切り（そのような項の次数以上の項は 0とみなす）を表す．

定義6,定義 7の同値性の証明については，［13]のTheorem1, Proposition 1をそれぞれ参照せよ．定義6

の条件 2 から，斉次多項式列の d—正則性，半正則性は実際には多項式の順序によらない．また，斉次多項式

列 F=(J1,•••,fm) について， F が d—正則であればその任意の部分列 F; := (!1, ・ ・ ・, f;)もd-正則となるが

(cf. [13, Proposition 2 (a)]), Fが半正則であっても F，が半正則になるとは限らないことに注意する．

注意 2

m'.':::nならば，斉次多項式列 F= (fi,...,fm) E Rmが半正則であることは， Fが正則 (regular)である

nm~1(1-占）
ことに同値である．ここで Fが正則であるとは， HSR/〈f1,…，fm〉R(z)= ' を満たすときをいい（同(1-z)n 

値な，そして定義 6の条件 1に類似の定義として [22,Definition 7.6.1]を参照），このとき Fの任意の部分列

(fi,...,f,)も正則である． Fが正則であればF上の Koszul複体 (2.1)のホモロジーは H;(K.)= 0 (i 2 1) 

を満たす．また， R= K[x1,...，％]の斉次元からなる正則列の長さは n以下であることが証明できる (cf.

[22, Section 7.6]）．以上を踏まえると，半正則列は正則列の過剰決定 (m> n)な場合への拡張とみなせる．

注意 3

Froberg [19]により，無限体上において斉次多項式列 Fはgenericに半正則であることが予想されている．正

確にいえば， Kを無限体とし，各dに対し Nd:=(n十tl)とおいて d次斉次部分Rdをアフィン空間A,_Nd(K) 

と自然に同一視するとき，任意の自然数 n,m, d1,..., dmに対し，

V := { F = U1,...，fm) EA立 (K)X • • • X A,_Ndm (K) : Fは半正則｝

はZariski位相に関して非空な閲集合である，と予想されるよく知られているように，この予想は少なくと

もm'.':::nであれば正しい．

注意 4

Pardue [32]は斉次多項式列の半正則性を， Bartletらの定義より強い条件で定義している．具体的には，斉次

多項式列 F= (!1, • • •, fm) E RmがPardueの意味で半正則（または強半正則）であるとは， 1'.':::i'.'::: m を満

たす任意の自然数iに対して等式HSR;〈fl,．．．，ぃ(z)=［匹刊巳芦'.2]が成り立つときをいう．定義から明ら

かに強半正則列は半正貝lj列であり， m'.':::nであれば正則，半正則，強半正則は全て同値となる． m>nの場

合に半正則列が強半正則列となるか否かは不明だが， Pardueは無限体上における「斉次多項式列がgeneric

に半正則であること」と「斉次多項式列がgenericに強半正則であること」の同値性，およびMoreno-Sodas

予想 [31]の主張はこれらよりも強い条件であることを示している (cf.[32, Theorem 2]). 

アフィン多項式列（斉次とは限らない多項式列）については，その最大斉次部分により半正則性を定義する．

定義 8

アフィン多項式列 F := (fi,...,fm) E Rmが半正則 (semi-regular)であるとは，その最大斉次部分

ptop := (f{op,..., f炉）が半正則であるときをいうここで fER" {O}に対し Jtop:= (Jh)ly=。である．
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注意 5

十分大きい体上で， m>nの条件下で n変数 m本の非斉次多項式 Ji,...,fmをランダム生成する場合，

Froberg予想 [19]を仮定しても， 「F＝ （f1,．．．，Jm)が半正則であり，同時に F= ｛f1,...，fm}が万上で

共通零点をもつこと」は起こりにくいと考えられる．実際，係数を独立一様ランダムに選ぶことで上記の

f1,...，んが生成されたとき， Froberg予想が正しければ，高確率で Ftopは半正則となることが期待できる．

一方，斉次化炉＝ （ff,...'!;;.)についても同様のことがいえて HS (） 
叫 (1-Zd3)

R[y]／〈Fり z)=［丁元―]となるの

で， m>nであればHSR[y]／〈Fり(z)は多項式となり，従って戸＝ ｛ff,...,f;;,}は(0,...,0)以外に衣n+1

内で共通零点をもたないよって特に， FもKn内に共通零点をもたない．ここで，一般に Rの斉次イデア

ル Iに対して， Iの衣上の射影的零点（すなわち (x1,...,xn)= (0,...,0)以外の衣上の共通解を定数倍で

同一視したもの）が存在しないことは， HSR;J(Z)が多項式となることに同値である（この同値性が明文化さ

れている文献はあまり見当たらないが既知の事実であり，例えば [10,Proposition 3.3.7]を参照）．

F=(f1,--•,fm) がアフィン半正則であり，同時に F が衣上で共通零点をもつようになるのは，例えば，

最大斉次部分fi°P,・ ・ ・, f炉Pがランダムに生成され，一方で低次の項には‘従属性’がもたされるような場合

である例えば，係数を独立一様ランダムに選ぶことで n変数 m本の斉次多項式 91,・ ・ ・,9mを生成し，点

(a1,...,an) EKnを任意に選んだ後，各iE {l,...,m}に対して fi:= 9i(x1,..., Xn) -g;(a1,..., an)と定

めれば， Fはr上で共通零点 (a1,...,an)をもち，かつ高確率で Ftopは半正則になると期待できる．

Bartlet, Faugereらは，アフィン半正則列 F:=(fぃ• • •,fm) E Rm について，入力 F={fぃ ··•,fm} に対

する Grabner基底計算の解析を行い，ある種の heuristicの下で次の定理9が成り立つと主張している．

定理 9([1], [3, Proposition 6 (iv)]) 

F := (!1,..., fm) E Rmをアフィン半正則列とする．このとき，入力 F= ｛f1,．．．，fm}に対して凡アル

ゴリズム [17]を実行した場合， d< dreg(Ftop)なる各 stepdegree dで 0-reductionは起こらないまた，

D := dreg(Ftop)とおくとき，凡アルゴリズムの総計算量は 0(（り？）w)で上から評価される．

3 求解次数 (solvingdegree) 

本節では，求解次数の定義を復習した後，その性質および評価に関する既存結果の一部を紹介する．求解次

数は Grabner基底の計算量を評価する上で璽要な役割を果たす特徴量であって， Ding-Schmidtの論文 [14]

で初めてその名称が登場し，近年特に Gorlaら(cf.[5], [8], [9], [20], [21])によって研究されてきたただし，

求解次数には複数の定義があって，著者の知る限り，以下に述べる 3種類の定義が存在する．

第一の定義として， 1節で述べたように，正規戦略により Grabner基底を計算するアルゴリズム（正規戦

略アルゴリズム）を実行した際の stepdegreeの最大値を求解次数 (solvingdegree)と呼ぶこの定義は

Ding-Schmidtによって初めて与えられた (cf.[14, p. 36]）．彼らの論文 [14]では，アルゴリズムの実行中に

最も計算時間のかかる stepdegreeを求解次数と呼んでいる箇所もあり，暗号の分野では屡々こちらの定義

が採用されているが，そのように定義すると求解次数はアルゴリズムの実装方法にも依存し得るため，本稿

では考えないものとする．また， stepdegreeを各ステップにおいて（その次数が最小になるよう）収集する

Sペア (f,g)の次数degLCM(LM-< (f), LM-< (g)）ではなく，対応する S多瑣式の次数degS-<(f,g)と定義す

る場合は，求解次数はアルゴリズムの実行全体において実際に生成された S多項式の次数の最大値に他なら

ない（この定義は [36]や，［35]などで採用されている）．求解次数は，実行する正規戦略アルゴリズムを Aと

したとき，その入力多項式集合 Fと項順序ぺにも依存するので，本稿では sd改F)と表すことにする．

第二の定義として， Macaulay行列 (Macaulaymatrix)を用いるものがあり，この定義による求解次

数は採用するアルゴリズムには依存せず入力多項式集合 Fと次数付き項順序ぺにのみ依存する．ここで
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Macaulay行列とは，係数体 K上の行列であって，非空かつ有限な多項式集合 ScRと次数付き項順序ー

に対して以下のように定義される： d= max{deg(f) : f ES}とおき， Rにおける d次以下の単項式全体

のなす集合を T<dとおいて，その元をぺに関して降順に並べてたd= { t1, ・ ・ ・, tt-1，杓＝ 1}とする．また，

Sの元を任意に並べて S= {h1,..., hけとし，各元を ai,jE Kを用いて hi=区:=1佑，んと表す．このと

き， kxC行列 (ai,jいを次数付き項順序ぺに関する SのMacaulay行列といい，項順序ぺを固定したと

きMac(S)と表す． Lazard[28]は，十分大きい dに対して Ss;d(F):= {tf : f E Fs;d, t E Ts;d-deg(f)}を

生成し， Mac(Ss;d(F)）の行簡約階段形に対応する多項式集合としてぺに関する〈F油の Grobner甚底を求

める方法を示した（その方法を墓にしたアルゴリズムとして XL[11]が後に提案され，現在ではその様々な

改良が存在する）． Caminata-Gorlaは[8]において， Mac(Ss;d(F)）の行簡約階段形に対応する多項式集合を

Bs;d(F)と表すとき， Bs;d(F)がぺに関する〈F屈の Grobner基底となるような最小の非負整数 dを， Fの

求解次数と定義した本稿では Caminata-Gorla[8]によって定義されたこの求解次数を sd悶ac(F)と表す．

第三の定義は，第二の定義の亜種であり，より小さい値になり得るという意味で改良ともいえる．詳細

を述べると，第二の定義では 1つの dに対する Macaulay行列 Mac(Ss;d(F)）の簡約を考えたが，ここで

はd= 1,2,．．．と小さい順に Mac(Ss;d(F)）を簡約し，各 dにおける簡約結果として得られる多項式を F

に加えていくことで次数付き項順序ぺに関する Grobner基底を求める戦略を考えるただし，各 dに

おける簡約では， M := Mac(Ss;d(F)), B := Bs;d(F)とおいて， deg(!)< dを満たす多項式 fEBで

あって， LM-<（f）が M の行に対応する多項式の先頭単項式として現れないようなものが得られた場合，

B':= B U { tf : t E Ts;d-deg(f), tf (/.〈B〉K}に対応する Macaulay行列 Mac(B')を改めて M とおき， M

を行簡約して得られる多項式集合を改めて Bとおく．この操作を，上記のような fが得られなくなるまで

繰り返して〈F屈の生成集合を拡張した後，拡張された生成集合が Grobner基底でなければdをd+lに置

き換えて同様の操作を行う（詳細は紙数の都合上 [9,Section 1]または [27,Section 3]を参照）．以上の戦略

はMutant-XLアルゴリズム [7]において既に用いられていたため，［20]や [34]では mutant戦略 (mutant

strategy)と名付けられている．上記の mutant戦略によってぺに関する〈F屈の Grobner甚底が得られる

最小の dを求解次数と定義し， sd悶ut(F)と表す．定義から直ちに次の不等式

max.GB.deg--<(F) ~ sd悶u¥F)~ sdデ (F) (3.1) 

が得られる．実際には， sd悶ut(F)はmax.GB.deg-<(F)とFのlastfall degree dp（定義は [23],[24]，また

は[9]を参照）のうち大きい方に一致する (cf.[9, Theorem 3.1]）．他にも，［9]において sd悶ut(F)に関する諸

性質が調べられているので参照されたいただし [9]では sd悶ut(F)を表す記号として sd-<(F)が用いられ

ているので注意する（第一・ニの定義を含め，我々の記号sd⇒(F),sd竺ac(F),sd悶ut(F)は[9]の記号sd-<(F) 

を韮にして区別のために新たに導入したものである）．

もし Fが斉次なら，正規戦略で Grabner基底を計算することは，斉次イデアル〈F屈の d-Grobner基底

（定義は紙数の都合で省略するので [4,Section 10.2]を参照）を d= 1,2,．．．と順に計算することに他なら

ず，そのような計算を行う任意の正規戦略アルゴリズム Aに対して sd竺ac(F)= sd改F)が成り立ち，さら

に(3.1)において等号が成り立つ．従って，求解次数の上界として， max.GB.deg-<(F)の上界を適用できる．

実際 Fの万上の射影的零点が高々有限個なら， Fに適切な線形変数変換を施した後，次の定理 10に述べ

るLazard上界 (3.2)(Macaulay上界とも呼ばれる）を適用できる．

定理 10([28, Theorem 2], [29, Theor匂m 3.3]) 

上記の記号の下で,FのK上の射影的零点は高々有限個（従ってm?:n-1)であるものとし， Ji=・・・=fm =0 

は尺上で％＝ 0の非自明解をもたないとする．さらに， d1?:・・・?:dmと仮定すると，％が変数の中で最

下位となるような任意の次数付き逆辞書式順序ぺに対して,£ := min{m,n}とおくとき，次が成り立つ：

max.GB.deg-< (F)'.'::: d1 + ・ ・ ・ + de -£ + 1. (3.2) 
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一方で Fが非斉次の場合，（3.1)において等号が成立するとは限らないまた， sd悶ac(F)とsd改F)の大小

関係も不明であり，これらを評価するのは一般には難しい．しかし， Fを斉次化して考えることで，ぺに関す

るFのGrabner基底の計算量を評価できる場合がある（特に sd翌ac(F)を上から評価できる）．ぺを Rにお

ける次数付き項順序とする． yを斉次化に用いる新たな変数として， Xい・・心n,Yの中で yが最下位となる

ようにぺを拡張して得られる R[y]上の次数付き項順序を --<hと表し，これを項順序くの yによる斉次化項

順序（あるいは単に斉次化）という．ぺが次数付き逆辞書式順序であれば --<hもそうであることに注意する．

補題 11([25, Proposition 4.3.18]) 

記号は上の通りとするとき，もし 6が --<hに関する〈FりR[y]の Grabner基底であれば， 6の非斉次化

G := Gly=l = {g(x1,...，叫， 1):g E G}は次数付き項順序ぺに関する〈F厄の Grabner基底である．

従って，戸が定理 10と同様の仮定を満たし，かつぺが次数付き逆辞』式順序であれば，ぺに関する〈F〉R

のGrabner基底を計算するコストは， --<hに関する〈FりR[y]のGrabner基底を計算するコストで上から評

価できる．実際， d12・・・ミ dmと仮定した上で， Fが零次元（すなわち dimKR/〈F〉Rくoo)で，かつ Ftop

が万上で (0,...,0)以外に共通零点をもたなければ，定理 10を適用できて， C:= min{m,n+ 1}に対して

max.GB.deg--<h (FりSd1 + ・ ・ ・ + dg一 £+1 (3.3) 

となる．ここで， ptopがr上で (0,...,0)以外に共通零点をもたないことは， R/〈Ftop〉がArtin的であるこ

とに同値である (cf.[10, Proposition 3.3.7]）．また，一般の次数付き項順序ぺに対して

max.GB.deg-< (F)：：：：： sdデ (F)：：：：： sd閃庁(Fり＝ max.GB.deg-<h(Fり

が成り立ち，特にぺが次数付き逆辞瞥式順序であれば中央の求解次数間の不等号は等号となる（証明は [8]

を見よ）．従って sd悶ac(F)についても，（3.3)の右辺で上から評価できる．

〈F〉の簡約 Gri:ibner基底の最大次数について，もし R/〈Ftop〉が Artin的であれば， Rにおける任意の次

数付き項順序ぺに対して

max.GB.deg-< (F)：：：：： dreg(Ftop) (3.4) 

が成り立つ (cf.後述の定理 15(4)）．この不等式の証明は [8,Remark 15]にも嘗かれているが，定理 15(4) 

は別の方法で証明されているので，原著 [26]を適宜参照されたい．また，正則性次数 dreg(Ftop)と求解次数

sd竺ac(F)はいずれも max.GB.deg-<(F)以上である一方，前者 2つの値は（仮に Fが半正則であっても）一

致するとは限らないことに注意する．実際，［5],[8], [9]に具体例が示されている．

一方 Tenti[36]は， Kが位数の小さい有限体で，かつ Fがfieldequationと呼ばれる多項式を含む場合に，

求解次数sd改F)が正則性次数に関して線形となるような Buchberger-likeアルゴリズム Aの存在を示した：

定理 12([35, Theorem 2.1], [36, Theorem 3.65 & Corollary 3.67]) 

上記の記号の下で， K＝凡と仮定し，｛叶ー叫： 1 ：：：：： i ：：：：：叫 CFを満たすものとする． D:= dreg(Ftop)とお

くとき，もし D<(X)かつ D2': max{ q, max{ deg(!) : f E F}｝であれば，ある正規戦略アルゴリズム Aが構

成的に存在して，本節（または 1節） 2段落目の stepdegreeを各ステップで収集する Sペアの次数 (resp.対

応する S多項式の次数）と定めるとき sd改F)：：：：： 2D-1 (resp. sd改F)：：：：： 2D-2)を満たす．さらに Aの計

算量は， Kにおける四則演算の回数として

O(Lq(n, D)2ら(n,D -1)2ら(n,2D -2)) (3.5) 

となる．ここでら(n,d)は馬[x1,...，%］/〈xt...,x't,〉における次数 d以下の単項式の総数を表す．

また， sdデ(F)に関して，最近 SalizzoniはD2 max{deg(f): f E F}であればsd翌ut(F):<;D+lが成

り立つことを示した (cf.[34, Theorem 1.1]). 
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4 主結果

ここでは [26],[27]において得られた結果の一部を報告する． fi,...,fmER'-.Kをそれぞれ総次数

d1, ．．．，心の（斉次とは限らない）多項式とし， F={f1,•••,fm} とおき，その最大斉次部分 Ftop および斉

次化茫をそれぞれFtop= {J1°P,..., f：：：門， Fh={ff,・・・, fl:,} とする．多項式列 F=(f1,•••,fm) に対
して， Ftopおよびだを Fの場合と同様に定める．また，ぺを Rの次数付き項順序とする．

定理 13([26, Theorems 1 & 7, Corolary 1], [27, Theorem 1]) 

記号は上の通りとし， D:= dreg(Ftop)とおく．このとき，もし Fが半正則であれば次が成り立つ：

(l) d < Dを満たす任意の非負整数dに対して， HFR[y]／〈Fり(d)= HF R/ (Ftop〉(d)+HFR[y]／〈Fり(d-1)が

成り立ち，従って HFR[y]／〈Fり(d)=区畠HFR/(Ftop〉(i)となる．

(2) Hilbert関数 HFR[y]/〈Fりは単峰的 (unimodal)であり， d=D-lで最大値をとる．より詳しく言え

ば，（R[y]／〈Fり）d-1から (R[y]/〈Fり）dへの y倍写像は， d<Dを満たす任意の非負整数dに対し単射

であり， d2Dを満たす任意の非負整数 dに対し全射となる．

(3)ある非負整数d。が存在して， d2d。を満たす任意の整数dに対してHFR[y]／〈Fり(do)=HFR[y]／〈Fり(d)

が成り立つ．すなわち， Fhの代数閉包で上の射影的零点の個数は高々有限個である．この d。は〈Fり

の-<hに関する簡約 Grobner基底の最大次数の上界を与えることに注意する (cf.[27, Lemma 2.2.2]). 

(4)等式 HSR[y]／〈Fり(z)三閂巳亨立 (modzD)が成り立ち，従って戸は Dー正則である．

定理 13(2), (3)は同定理 (1)の証明の過程で得られ，また，定理 13(4)は同定理（1)を用いて証明される

ことに注意する（詳細は [26,Theorem 7, Corollary 1]の証明を参照）．定理 13(4)より， Fhの次数 D未満

のGrobner基底元の計算に凡アルゴリズム [17](orその variant)を用いれば， 0-reductionとなる S多項

式ペアを全て容易に回避できることがわかる．従って Bartlet,Faugereらの定理 9前半の主張が成り立つ．

斉次化戸のふに関する簡約 Grobner基底の最大次数については，次の定理 14が得られた

定理 14([27, Theorem 2]) 

記号は上の通りとし， D:= dreg(Ftop)とおく．このとき，次が成り立つ：

(1) m > nかつ d1S d2 S ・ ・ ・ S dmを満たすものとし，もし Ftopが強半正則（定義は注意4を参照）なら，

max.GB.deg--<h (Fりさ d1+必＋・ ・・+dn+dm-n

である．さらに， dmSDであれば， dmをdn+lに置き換えても (4.1)は成り立つ．

(2) Soをsaturation(〈Fり：〈y°°〉)：＝ UsE鯰0(〈Fり：〈yり）の saturationexponent,すなわち

so := min { s E Z20 I（〈Fh〉:〈Ys〉)＝ （〈Fh〉:〈y°°〉)}

とするとき，次の不等式が成り立つ：

max.GB.deg--<h (Fり::;D+so. 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

ここで(〈Fり：〈yり） ：＝ ｛f E R[y] : fy• E〈Fり｝である．定理 14(1)の(4.1)右辺は， d1=... = dmのと

きLazard上界 (3.3)に一致する．ただし， Lazard上界 (3.3)では di,...,dmが降順になるように Ji,...,fm

を並べていたが，定理 14(1)では Fの強半正則性を課すことで d1,...,dmを昇順にとることができている

ので， d1= ・ ・ ・＝心でない場合には (4.1)右辺は (3.3)のそれよりも小さい値をとり得る．また，定理 14(2) 
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の(4.3)により，（4.2)で定義される Soを評価することで max.GB.degべh(Fりを上から評価できる．（4.3)の

上界 D+soや，同じく max.GB.deg-<h(Fりの上界である定理 13(3)のd。の評価は今後の課題である．

最後の結果として，イデアル〈F〉R,〈ptop)R,〈FりR[y]のぺ，-<,-<hに関する簡約 Grabner基底をそれぞ

れG,Gtop, Ghomとおくとき，これらの計算および先頭単項式集合に関して，次の定理 15が成り立つ：

定理 15([26, Theorem 1 & Section 5], [27, Theorem 3]) 

記号は上の通りとするとき，次が成り立つ：

(1) d < D を満たす任意の非負整数dに対して LM-<h(Ghom)d= LM-<(Gtop)dが成り立つ．

(2)〈LM-<h((Ghom)こD)〉R[y]nRv =御が成り立つ．さらに， l0P:= g(x1,..., Xn, 0) /= 0となるような

任意の gE (Ghom)Dに対し， gtOPは単項，すなわち lop= LT-< (g)である (LT-<は先頭項を表す）．

(3)正規戦略アルゴリズムを用いて Ghom,Gを計算する際，計算の初期段階（すなわち次数D のGhomの

元が初めて得られるより前）で生成される多項式に関して‘強い＇関係が成り立つ（詳細は [27]を参照）．

(4) D 2". max{deg(J): f E F}なら， max.GB.deg-<(F):S: Dであり，ある正規戦略アルゴリズム Aが構

成的に存在し， 3節（または 1節） 2段落目の stepdegreeを各ステップで収集する Sペアの次数 (resp.

対応する S多項式の次数）と定めるとき sd⇒(F):s;2D -1 (resp. sd改F):S: 2D-2)を満たす．

定理 15(3)は同定理（1)を用いて示され，これにより計算の初期段階（言い換えればstepdegreeが初めて

D以上になる前）では GhomとGの計算は対応するまた， Gの計算の初期段階では， ‘degreefall'と呼ばれ

る現象が起こらない，すなわち中間基底による S多項式の簡約結果としてその S多項式より低次の非零元が

得られないこともわかる（実際にはより強く，そのステップの stepdegree未溝の次数をもつ非零元が S多項

式の簡約結果として得られることはない）．定理 15(4)は同定理 (1),(2)を用いて示され，アルゴリズム A

は，定理 12のそれ（詳細は [36]参照）と同様に構成される．一方， sd改F)の評価式を得る上では，定理 12の

仮定 K= 1Fq, {x; -Xi: 1 :S: i :S: n} CF, D 2". qを必要としないため，定理 15(4)は定理 12前半の拡張で

ある．ただし定理 12後半の (3.5)のような計算量の評価式は現時点で得られておらず，その導出は今後の課

題である（他にも， Fが非斉次の場合における sd竺ac(F)とsd改F)の大小関係を調べることも課題である）．
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