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Abstract 
It is known that the (2, 2)-isogeny graph of superspecial abelian surfaces in characteristics p :;:> 5 

can be computed by using the Richelot correspondence. In this report, we propose another algorithm 

for computing this graph by using the theta functions. Our algorithm seems to be slightly faster than 

conventional algorithms, and is useful in computing the (2, 2, 2)-isogeny graph of superspecial abelian 

threefolds (see [21] for details). 

1 はじめに

超特別アーベル曲面間の（C,C)-同種写像グラフは，数論や代数幾何学における菫要な研究対象であり，また

暗号学的ハッシュ関数の構成に利用される (e.g.[4], [3]）等の応用もある特に £=2ならばRichelot対応を

用いてこのグラフは計算でき，その構造は高島 [22]やFlorit-Smith[10]により理論的な解析が行われている．

本稿では，テータ関数を用いて超特別アーベル曲面間の（2,2)ー同種写像グラフを計算するアルゴリズムを

紹介する．これは [21,Remark 3.16] において，超特別 3 次元アーベル多様体間の (2,2,2)—同種写像グラフを

計算するためのサブルーチンとして利用されるが，紙面の都合により詳細を省略したものである．第 3章で

その方法を明示的に与えることとし，また全ての計算が素体の二次拡大体上で実行できることの証明も行う．

また第 4章でこのアルゴリズムを Magmaで実装して，既存の方法と比較する実験を行う．この実験結果は

テータ関数を用いた方法がより効率的であることを示唆している．

*1 E-mail: ryo-ohashicg.ecc.u-tokyo.ac.jp 
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2 アーベル曲面とテータ関数

この節では主に，複素数体上で定義されたアーベル曲面とその間の (2,2)ー同種写像がテータ関数を用いて

どのように計算できるのかを復習する．

2.1 楕円曲線に付随するテータ関数

体 K上で定義された種数 1の非特異射影曲線Eと，その上の 1点 OEEの組を K上の楕円曲線という．

体 Kの標数が 2でなければ，そのような曲線はルジャンドル形式

E:炉＝ x(x-I)(x -t), t EK, t=I=〇,1 (2.1) 

と，無限遠点 0←Eの組として表される．よく知られているように，楕円曲線E上の点全体の集合E（万）は

点 0を単位元として可換群をなす．以降では，特に K=Cの場合を考える．

定義 1（次元 1のテータ関数）

指標 a,b E {O, 1/2} に対応するテータ関数を，点 Z€C および T€]HI に対して

0['t,](z,T)：＝互exp(1ri(n+ a)2T + 2冠 (n+a)(z+b))

と定義する．

ここで (2.1)で与えられた C上の楕円曲線に対して，ある TElHIが定める複素トーラスヘの同型写像

E 竺 ‘C/（Z+TZ)

(0, 0), (1, 0), (t, 0)一1/2,r/2, (l+r)/2 

が存在する．このとき斉次座標

[0弓： 0f : 0芸： 0~] := [0[8](0,r)2: 0[1り2l (0, T)2 : 0 [ 1~2 l (0, T)2 : 0 [ ~j~ l (0, T)2] E ]I沿

を，楕円曲線 Eに付随するテータ零点とよぶことにする．

命題 2

上の状況において，楕円曲線 E のテータ零点は [1: 』：：《「~:O] ElP'3で与えられる．

証明 トマエの公式 (cf.[19, Theorem 8.1]）を g=lの場合に適用して得られる． ー

2.2 アーベル曲面と同種写像

簡単に言えば，アーベル曲面とは楕円曲線の 2次元版にあたる．

定義 3（アーベル曲面）

体 K上の滑らかな射影代数多様体であって，次元2でかつ群構造をもつものを K上のアーベル曲面という．

アーベル曲面Aの単位元を 0Aと書くとき，自然数£に対して

A[£] :={PEA I £P=OA} 

を A の£—ねじれ部分群という．

任意のアーベル曲面 Aは，次のいずれかに同型である：

•ある種数 2 曲線 C のヤコビ多様体（i.e. 次数 0 の因子類がなす可換群）．

•ある楕円曲線 E1 ，尾の直積．

特に前者である場合，アーベル曲面Aは単純であるという．
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定義 4（同種写像）

アーベル曲面間の全射準同型¢:A→Bであって，その核がA[C]の極大£ー等方部分群であるようなものは

アーベル曲面間の (f,£)ー同種写像とよばれるここで，核が等しい (f,£)ー同種写像¢,¢':A→Bは像Bでの

自己同型の差を除いて一致するため，これらを同一視する．

以降では Aを複素数体 C上で定義されたアーベル曲面とする．すると，ジーゲル上半平面

柘：＝ ｛fl E Mat2(1C) I tfl = fl, Imfl > O} 

に属するある行列 9により AはCり(Z2+ flZりと同型になり，このような flE 1i.2はアーベル曲面 Aの

周期行列とよばれる．一般に異なる行列 9#O'€ 社2 であっても，それらを周期行列にもつアーベル曲面が

同型になる場合があることに注意せよ．

定義 5（シンプレクティック行列）

集合

S疇）：＝｛AfE GL4(Z) I M(-~2 汀M = (-~2 ~訊）｝ 
は群をなし，この元を 4次シンプレクティック行列という

補題 6([17, Lemma 8.2.1]) 

正方行列 a,/3，1,8E Mat2(Z)に対して M = (~ n E GL4(Z)を仮定すると，次の 3条件は同値である：

(i)行列 M は4次シンプレクティック行列である．

(ii)行列 at/3，引6はともに対称であり，かつ at8-/3t,= 12を満たす．

(iii)行列ta,,t/36はともに対称であり，かつta8-t/31 = 12を滴たす．

任意のシンプレクティック行列 M=（叩i)ESp4(Z)に対して，ジーゲル上半平面加への作用

Sp⑰) x知--+柘

(M,n) f-----t (an+/3）（国＋ 6）―1=:M.n

が矛盾なく定まり，写像
C2 ---+ C2 ; Z ←➔ t（国＋ 6）―1z =: M.z 

は同型Cり(Z2+ nzり空 C町(Z2+M.DZりを誘導する．逆に，同型なアーベル曲面を定義する周期行列は，

あるシンプレクティック行列の作用により移り合うことが知られている．

定理 7([17, Theorem 8.3.1]) 

ジーゲル上半平面の行列 9,9’€1{2 に対して，次の 2 条件は同値である：

(i)アーベル曲面間の同型で／（z2+nzり竺 Cり(Z2+ D'Zりが成立する．

(ii)あるシンプレクティック行列 MESp4(Z)が存在して D'=M.Dを満たす．

2.3 アーベル曲面に付随するテータ関数

ジーゲル上半平面の行列 [lE 1-l2に対して，次元 1の場合と同様に次のような関数を考える．

定義 8（次元 2のテータ関数）

指標 a,bE柊位に対応するテータ関数を，点 zEびおよび QE加に対して

0[b](z,n)：＝互2exp（が（n+ a) [l (n + a) + 21ri ¥ n + a) (z + b)) 

と定義する．

もし OE ％が対角行列

Q = (6 ~), 71ダ2E lHI 

で与えられる場合は，これに付随するテータ関数を次の公式を用いて計算できる：

(2.2) 
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補題 9([7, Lemma F.3.1]) 

上の状況において，任意の z= (z1，砂） Eびに対して

0[t ~~](z,D) = 0[~~](z1,T1)0[~~](z2,T2) 

が成立する．

次に，同型なアーベル曲面を与える周期行列 n,Q'E1-l2に付随するテータ関数の間に成立する関係式を

紹介する．そのような行列 n,n'に対しては，定理7から D'=M.Dを満たす行列 M=(叩nE Sp4(Z)が

存在する．このシンプレクティック行列 M の作用によって，行列 n,n'に付随するテータ関数は次のように

変化する：各指標 a,bE枠Z勺z2に対して

k(M,a,b) := (ato-b匂）． t（bta-a沼＋ （咋）o)-a tb (2.3) 

および行ベクトル
1 

M.a := ato -bt, + ~(,t6)0, M.b := bta -at/3十一 (2.4) 
2 
（引6)0,

1 

2 
(atf3)o, 

を定義しておく．ここで，行列 at/3,'toの対角成分を並べた行ベクトルをそれぞれ (atf3)o,（引8)。と表した．

すると，定理 10のようにして Q'に付随するテータ関数を計算できる．

定理 10(Theta transformation formula) 

ある定数 c=I=〇が存在して，任意の指標 a,bEらZ勺z2に対して

0［幻］（M.z,M.fl) = c ・ e"ik(M,a,b)0[b] (z, fl) 

が成立する．

証明例えば [17,Theorem 8.6.1]を参照せよ． ー

2.4 アーベル曲面の復元アルゴリズム

この小節では DE1i2を固定して，それを周期行列にもつアーベル曲面 Aについて考える．表記を簡単に

するため，各a1,a2,b1,b2E {0,1/2}に対して

{)i(z) := 0［悶悶](z, D), i := 2b1 + 伽 ＋ 8釘＋ l6a2

と定める．しばしば{)i(O)は単に {Jiと書かれ，斉次座標間］iE lP'15をアーベル曲面 Aのテータ零点とよぶ．

いま，集合 {O,...,15}を

feven := {O, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 15}, fodd := {5, 7, 10, 11, 13, 14} 

と分割する．

補題 11

もし iE Ioddならば1J;(z)は奇関数であり，そうでなければ1J;(z)は偶関数である．

証明任意の指標 a,b E枠町z2に対して

0[',;](-z,D) = (-1)4a'b0['t;](z,D) 

が成立するので，簡単な計算により主張がしたがう． ー

この補題 11によって直ちに iE loddならば {)i= 0が成立するが，逆は一般に成立しないより正確には，

命題 12で示すように Aが単純である場合に限ってこの性質が成立する．

命題 12

(a)もし Aが単純ならば，任意の iElevenに対して {)i=J 0が成立する．

(b)もし Aが単純でなければ {)i= 0を満たす iElevenがただ 1つ存在する．

言iE明例えば [8,Remark 5]よりしたがう． ー
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以降では，アーベル曲面 Aのテータ零点 [rJ;]; E lP'15が与えられた場合に Aを復元する方法を紹介する．

まず Aが単純である場合（i.e.命題 12(a)に対応）の公式を与える．

命題 13([11, Section 7.5]) 

任意の iE fevenに対して 02=I=〇を仮定する．このとき

C:炉＝ x(x-l)(x -入)（X-μ)(x -V)，入：＝
0詞 疇 2 炉炉

µ:=~, v:= 
ou12 

叶哨' 0f咋' 0詞5

と定めればA竺Jac(C)が成立する．

次に，各iElevenに対して i= 2b1 + 4妬十 8釘＋ l6a2を満たす a1,a2,b1,b2E {0,1/2}をとり

•もし i c/= 15ならば

•そうでなければ

と定義する．

補題 14

任意の i←fevenに対して

(3，＝ （誓1 2i2)'ri :=（牙土）

恥 ＝ （＿11 i 1), "/l5 == G U 

T; := (~: f~) 
と定めれば，これらは 4次シンプレクティック行列であるもし 0。=0ならばiJ;(O,T;.fl) = 0である．

証明各iE fevenに対して (3;,,;は対称行列で (3n;=,;(3, ＝的を満たすから，補題6により T;E Sp4(Z). 

また a=b=Oに対して，式 (2.4)から

T;.a = (a1,a叫， T;.b=(b1,b砂

が確かめられるので，定理 10より主張を得る． I 

いま Aを単純でないアーベル曲面とすれば，命題 12(b)よりある jE fevenが存在して i}j= 0が成立する．

このとき行列 M := T1sTj―1 E Sp4(Z)を作用させたテータ零点は，補題 14より iJ1s(0, M.fl) = 0を渦たす．

すると [8,§4.1]の議論から M.flは対角行列となり，したがって M.fl= diag（町立）を満たす町，乃 ElHIに

対して，それらに付随するテータ零点

[0[8](0,7―k)2: 0[1~2](0,7—1<)2: 0[1~2](0,7—k}2:0[~j;](0,7—k)2] E lP'3 (2.5) 

を補題 9を用いて計算できる最後に，命題 2より楕円曲線Ek竺C/(Z+~迄）の定義方程式を復元すれば，

求めるアーベル曲面 A竺恥 X 恥が得られた以上をまとめた結果が，次のアルゴリズム 15である：

アルゴリズム 15

人力：アーベル曲面 Aのテータ零点 [{Jf]i E lP'豆

出力：アーベル曲面 Aの同型類

1.もし任意の iE fevenに対して{}[# 0ならば，命題 13を用いて Cを復元して A'=Jac(C)とする．

2.そうでない場合好＝ 0を満たすj€ Ievenがただ 1つ存在する．

2-1.補題 14で定義された行列 Tjに対して M := T1sTj -l E Sp4(Z)とする．

2-2.各 iE {O,..., 15}に対して {}i(O,M.fl戸の値を，定理 10を用いて求める．

2-3.補題 9により M.fl= diag（乃四）を満たす TkE ]HIに付随するテータ零点 (2.5)を計算する．

2-4.命題 2を用いて楕円曲線凪の定義方程式を復元して A'=E1 X恥とする．

3.アーベル曲面 A'を出力する．
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2.5 アーベル曲面間の (2,2)ー同種写像計算アルゴリズム

任意の行列 9E約に対して

切（ザ＋厚り→び／ば＋“加）

z ←→ £z 

は(£,£)ー同種写像であり，その核は枠方z2に一致する．したがって Q,29を周期行列にもつアーベル曲面は

互いに (2,2)詞種であり，それらに対応するテータ関数は次のような関係式を満たす：

定理 16(Duplication formula) 

任意の指標 a,bE枠？／z2に対して

o[i](z,2叩＝ i 区 (-1)がaBo［川（z,fl)0［山］（z,fl)

底加／か

が成立する．

証明例えば [13,Chapter IV, Theorem 2]を四＝ m2および Z1=砂＝ zとして適用すればよい． I 

以降では 9を周期行列にもつアーベル曲面を Aとして，そのテータ零点［好]iE ]P'l5が与えられたとする．

定理 16を用いれば，各iE {0,..., 15}に対して ,(}i(0, 2fl戸の値を計算できる．ここで右辺の値を得るために

各峠，外対，対の平方根を外す必要があるが，これは [6,§5.1]の議論により任意に外して良い．したがって，

次のようなアルゴリズム 17が得られる：

アルゴリズム 17

入力：アーベル曲面 Aのテータ零点阿]iE lP'15_ 

出力：アーベル曲面 A に (2,2)詞種なある A' のテータ零点 [{}~2]; E lP'豆

1.命題 12から好＃ 0を満たす jE {0,...,3}が存在する．そこで［好］，を正規化して叶＝ 1にする．

2.各 kE {O, 1, 2, 3}'--{j}に対して外の平方根を任意に外すことで ,(}kの値を求める．

3.各 iE {O,..., 15}に対して叩：＝州0,2fl)2の値を，定理 16を用いて求める．

4.テータ零点［糾］iE lP'15を出力する．

3 超特別 (2,2)ー同種写像グラフ計算

この節を通して標数p~5 の体上でのアーベル曲面について考える．まず超特別 (2, 2)ー同種写像グラフを

定義した後に，それを計算するアルゴリズムを与える．

3.1 超特別同種写像グラフ

楕円曲線Eに対して，そのp-ねじれ部分群が自明になる (i.e.E[p] = { 0}）ものを超特異楕円曲線とよぶ．

超特別アーベル曲面は，超特異楕円曲線の 2次元版と見なせる．

定義 18（超特別アーベル曲面）

アーベル曲面 Aが超特別的とは，ある超特異楕円曲線 Eに対して（主偏極を無視して） A竺炉が成立する

ときをいう．ヤコビ多様体Jac(C)が超特別アーベル曲面となる種数 2曲線 Cも超特別的という．

ここで超特異楕円曲線の同型類は

p-l, 1-（号） 1-（予）
N 

1,p = 12 + 4 + 3 

個存在して，またp>5ならば超特別種数 2曲線の同型類は

N2,p = 
炉＋24p2+141p-166-1-（号） 1-（予） 1-（予）

2880 32 
＋ 

8 
＋ 

18 
十€，

個存在することが知られている (cf.[12, Theorem 3.3]). 

4/5 if p三 4 (mod 5), 

c := {。。therwise
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定義 19（超特別同種写像グラフ）

素数/!,i= pに対して，次のように定義される有向グラフ 92(£,p)を超特別同種写像グラフという：

•グラフ 92(£,p) の頂点は，超特別アーベル曲面の同型類とする．

•グラフ釦(£,p) の辺は，頂点間の(£,/!,)ー同種写像とする．

このグラフは(£+ 1)（佐＋ 1）ー正則（多璽）グラフになる．また，次の菫要な事実が知られている：

定理 20([14, Section 7.2]) 

任意の素数£/=pに対して，超特別同種写像グラフ約(£,p)は連結である．

この小節の最後に，同種写像グラフ釦(£,p)の辺 ¢1: A。→ふおよび伽： A1→ A2に対して

•もし ker伽＝釘 (Ao[£]）ならば，同種写像如を釘の双対拡大とよぶ．

•もし ker 伽 n ¢1(A。[£])= 0ならば，同種写像伽を ¢1の良い拡大とよぶ．

•それ以外であれば，同種写像向を釘の悪い拡大とよぶ．

任意の辺釘： A。→んに対して，その良い拡大は炉個存在することが知られている (cf.[3, Lemma 2]). 

3.2 超特別アーベル曲面のテータ零点

第 2節では簡単のため複素数体上のテータ関数のみを定義したが，実際には Mumfordの理論 [18]により

標数が 2でない任意の体上で各種公式が成立する（アルゴリズム 15とアルゴリズム 17も正常に機能する）．

さて，この小節では，超特別アーベル曲面間の (2,2)ー同種写像計算は lFP2上で行えることを証明する．

命題 21

超特異楕円曲線のテータ零点 [O?］€野に対して，比 0j/0k (0k =J 0)は有限体lFP2の元である．

証明任意に超特異楕円曲線E：炉＝ x(x-l)(x -t)をとれば，命題2よりそのテータ零点は

[Ot : 0？屑： 0釘＝ ［1 ：直：ご： 0]E lP'3 

で与えられるここで [1,Proposition 3.1]より t,1-t E lFP2は有限体lFP2上の 4乗元であり，したがって

ol °2 03 

゜
-＝折，ー＝戸，ー＝ 0
。 o。 o。

やこれらの商は lF炉に属する．

定理 22

超特別アーベル曲面のテータ零点 [1Jf]E lP'15に対して，比 1Jj/1Jk(1Jk=I=〇）は有限体lFP2の元である．

証明任意に超特別アーベル曲面 Aをとる．以降では Aが単純かそうでないかで場合分けして考える．

•アーベル曲血 A が単純でない場合，ある超特異楕円曲線 E1，恥が存在して A 竺恥 X 尾が成立する．

このとき E1，局のテータ零点をそれぞれ [af],[/3?] E lP'3とすれば，命題 21によりこれらの成分の比は

有限体lFP2の元である．補題 9より E1X応のテータ零点 [1J;2]E lP'15は

ー

{}~=a。fJo, iJ~ = a1fJo, iJ; = aofJ1, iJ; = a1fJ1, iJ~ = a2fJo, iJ~ = a2fJ1, 

{}~=a。fJ2, iJ~ = a1fJ2, iJ伍＝ a2fJ2, iJ~ = iJ~ = iJ伍＝ 0い＝ 0伍＝ d五＝ 0 

として計算できて，これらの比糾／汎 (iJ~ =J 0)もまた lFP2の元である．いま A竺E1X屁だったから，

定理 7により恥 x島のテータ零点 [iJ;2]E jp>15に対してある MESp4(Z)を作用させたものが Aの

テータ零点［好lE jp>15になる．定理 10から，ある置換 O":{O,..., 15}→ {O,..., 15}が存在して

0 <Y(j) {}' 

知0) {}~ 
=』•（ご）尺 j E {O,..., 15}, k E {O, 1, 2, 3} 

が成立する．すると《コ— E lFP2に注意すれば，これらの比 {}j/iJk ({}k =J 0)も有限体lFP2の元となる．
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•アーベル曲面 A が単純である場合，ある超特別的な種数 2 曲線 C が存在して A 竺 Jac(C) が成立する．

標数p~5 だったから，そのような C は

C:炉＝x(x-l)(x —入）（エー µ)(x -v), 

と表示できて，このヤコビ多様体Jac(C)のテータ零点 [1J;2]E lP'15が

（竺)4= µ(U-1)（入—µ) （竺）4= L 戸）4＝ µ(U-1) （入— 1) （庄)4= µ(U-1)（入—µ)
1J'ci) v(μ -1) （入— v)'\1J'ci 入v'¥1J'o 入v(μ-1)'¥1J'ci) v(µ-1)（入— v)

を満たすようにとれる (cf.[6, §7.5]）．すると [20,Main Theorem A]で示した結果から，これらの元は

有限体 lFP2上の 4乗元である．すなわち的／的，的／的，飢／0'o，1J'12/的は lFP2に属する．また

竺＝上些竺＝口些竺＝〖了凸些＝ u-い '20’12~=~~'3’0b 入~, ~=R~, ~'o~~' 

#{0, 1，入，μ,v} = 5 

ー
3

2
 亨

1

一沙＝
 

I
O
 

5
 

竺
d

と表せるので，これらの比外／汎({}~ =J 0)はすべて lFP2に属している．いま A竺 Jac(C)だったから，

前段と同様の議論によって比も／仇（仇＃ 0)も有限体 lFP2の元となる．p I 

3.3 同種写像グラフ計算アルゴリズム

アルゴリズム 17は，アーベル曲面 Aのテータ零点 [iJf]E JP>15を入力として (2,2)ー同種写像 (j):A→ Bの

像を 1つ計算できるが，別の (2,2)ー同種写像が： A→ B'による像を計算する場合には [iJf]E JP>15に適切な

シンプレクティック行列MESp4(Z)を作用させてから再度アルゴリズム 17を実行する必要がある．そこで

次のような 15個の行列を定義する：
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各jE {l,..., 15}に対して，テータ零点［'137]E ]P'l5に行列 Mjを作用させた後アルゴリズム 17を実行して

得られる (2,2)ー同種写像を r/>j:A→比と書けば，次の命題が得られる：

命題 23

上の状況において，各r/>jは相異なる（2,2)ー同種写像に対応する．

証 明各見が 4次シンプレティック行列であることは補題 6よりしたがう．ここで，ある M ESp4(Z)を

テータ関数 [0]]€lP'15 に作用させた後アルゴリズム 17 を実行して得られる（2,2)ー同種写像が¢と一致する

必要十分条件は，行列 M がSp4(Z)の部分群

I'o(2) := { M =（：名） ESp4(Z) I "/三〇2 (mod 2)} 

に属することである (cf.[5, §2.3.2]）．したがって相異なる (2,2)ー同種写像を得るためには Sp4(Z)/I'o(2)の

相異なる元をテータ零点 ['13;]E ]P'l5に作用させればよい．この剰余群 Sp4(Z) / I'o (2)の位数は 15であって，

それらの代表元が M1,...,M15で与えられることを計算機により確認できる． I 
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超特別同種写像グラフ 92(2,p)は定義 19でも述べたように 15ー正則であり，上で定義した 15個の行列を

用いることで次のアルゴリズム 24のように計算することができる：

アルゴリズム 24

入力：素数p2': 5. 

出力：同種写像グラフ釦(2,p)の頂点集合 Vおよび辺集合5

1.標数pでの超特異楕円曲線の同型類全体の集合を {E1,...,En}として，リスト S←0を用意する．

1-1. リスト V←{ Ei x Ej I 1 :S i :S j :S n}を作成する．

1-2. リスト Vの各要素に対して，そのテータ零点を命題 2と補題 9により計算して Sに追加する．

2. リスト£ ← 0と初期化して，また K← 1とする．

3. リスト Sの第 K番目の要素を［好l€ lP'15として，また j← 1とする．

3-1.定理 10より [rJ;]E匹に行列 Miを作用させて［町］ clP'15とする．

3-2.アルゴリズム 17に［糾］を入力して得られたテータ零点を新たに [rJ;2]E JP>15とする．

3-3.アルゴリズム 15に［町］を入力して得られたアーベル曲面を A'とする．

3-4.もし A'がVのどの要素とも同型でなければA'をVに追加して，また［rJ;2]をSに追加する．

3-5. リスト Vの第 K'番目が A'と同型であるとして，組 (k,k'）を 8に追加する．

3-6.もし j< 15ならばj←j+lとしてステップ 3-1に戻る．

4.もし k< #Sならば k←k+lとしてステップ 3に戻る．

5. リスト Vおよびリスト Eを出力する．

注意 25

グラフ約(2,p)上の頂点（＝超特別アーベル曲面）を，その不変量と同一視することでステップ3-4と3-5に

おける同型判定を効率的に行うことができる例えば，不変量として

•アーベル曲面 A=E1 X 尾が単純でない場合は，楕円曲線 E1，恥それぞれの j—不変量の集合．

•アーベル曲面 A= Jac(C)が単純である場合は，種数 2曲線 Cの井草不変量．

を採用することができる．

3.4 計算機による実験

アルゴリズム 24を計算代数システム Magma[2]により実装の上で，既存の方法 (cf.[9, Appendix B]）と

実行時間を比較する．実験は IntelXeon Gold 6130 CPUで，メモリが 768GB搭載の計算機上で実行した

標数 既存 今回 標数 既存 今回 標数 既存 今回 標数 既存 今回

5 0.36 0.02 43 1.70 1.04 97 13.97 8.88 151 56.62 36.40 

7 0.40 0.32 47 2.19 1.33 101 16.76 10.01 157 61.98 41.32 
11 0.16 0.11 53 2.93 1.78 103 17.60 10.85 163 68.24 42.24 
13 0.12 0.11 59 3.91 2.39 107 20.08 12.16 167 77.12 43.53 

17 0.21 0.16 61 4.18 2.51 109 19.41 12.49 173 89.22 46.54 
19 0.27 0.17 67 5.39 3.26 113 22.53 13.93 179 97.27 51.65 
23 0.42 0.26 71 6.21 3.90 127 32.15 19.35 181 102.30 53.38 

29 0.71 0.42 73 6.89 4.07 131 36.33 21.24 191 122.32 62.49 
31 0.76 0.47 79 7.93 5.12 137 39.71 23.53 193 129.74 64.11 

37 1.18 0.69 83 7.34 5.88 139 41.39 24.88 197 134.90 68.22 

41 1.54 0.93 89 11.85 7.10 149 54.02 33.03 199 159.59 70.06 

表：グラフ釦(2,p)の計算に要した時間

また，今回の方法を用いてグラフ 92(2,997)の計算は 9556.86秒で完了した（頂点数は 355925個）．
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4 超特別種数2曲線リストアップヘの応用

第 3.1節で述べたように，超特別種数 2曲線の同型類は N2,p個存在する．この節では，それらの具体的な

定義方程式を求めるアルゴリズムを提示する．ここで，グラフ 92(2,p)の連結性よりも強い主張を紹介する．

定理 26([9, Theorem 7.2]) 

超特別同種写像グラフ 92(2,p)の部分グラフみ（2,p)を次のように定義する：

•グラフみ(2,p) の頂点は，超特別種数 2 曲線のヤコビ多様体の同型類とする．

•グラフあ(2,p) の辺は，頂点間の（2,2)ー同種写像とする．

このとき，グラフ必(2,p)は連結である．

種数 2超特別曲線をリストアップする上では g2(P)の部分グラフみ(p)を探索すれば十分である．そこで

アルゴリズム 24を少し変形して，次のようなアルゴリズム 27を得る（これは [16,Algorithm 5.1]の改良と

見なすことがができる）．

アルゴリズム 27

人力：素数p~ 5. 

出力：標数pでの超特別種数 2曲線の同型類全体の集合£.

1.標数pでの超特異楕円曲線Eを適当に 1つ生成して，リスト S←0を用意する．

1-1.積 ExEのテータ零点を命題 2と補題 9により計算して Sに追加する．

2. リスト£ ← 0と初期化して，また K←1とする．

3. リスト Sの第 K番目の要素を [iJf]E ]P'l5として，また j← 1とする．

3-1.定理 10より [iJf]E JP'15 に行列 MJ を作用させて [iJ~2] E JP'15とする．

3-2.アルゴリズム 17に［rJ;2]を入力して得られたテータ零点を新たに [rJ;2]E ]P'l5とする．

3-3.アルゴリズム 15に［町］を入力して得られたアーベル曲面を A'とする．

3.4.もし A'が単純でなければ，ステップ 3-6に飛ぶ．そうでなければA'=Jac(C')とする．

3-5.もし C'が£のどの要素とも同型でなければ C'を£に追加して，また［rJ;2]をSに追加する．

3-6.もし j< 14ならばj←j+lとしてステップ 3-1に戻る．

4. リスト£の要素数がN2,p未満ならば£を出力，そうでなければ K←k+lとしてステップ 3に戻る．

注意 28

ここでは証明を省略するが，行列 M1,...,Msは良い拡大に，行列 Mg,...,M14は悪い拡大に，行列 M15は

双対拡大に対応している．したがって，アルゴリズム 27で行列 M1sは無駄なグラフ探索を引き起こすため，

ステップ 3-6では j= 15を排除している．

5 おわりに

本稿では超特別同種写像グラフ 92(2,p)をテータ関数により計算するアルゴリズム（アルゴリズム 24)を

紹介して，これが Richelot対応を用いる既存の方法と比較して効率的なことを計算機実験により確認した．

また第 4節では，種数 2超特別曲線を効率的にリストアップするアルゴリズム（アルゴリズム 27)も与えた．

これらを計算代数システム Magma[2]で実装したコードは

https://github.com/Ryo-Dhashi/richelot_graph 

から利用可能である．今後の展望としては，アルゴリズム 27で良い拡大のみを利用することでより効率的な

超特別種数 2曲線のリストアップが行えないかを検討していきたい
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