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Abstract 

We describe an algorithm for computing modular polynomials for the coefficients of elliptic curves. 
In particular, we consider the modular polynomials for Montgomery curves and Hesse curves. The 

algorithm is based on the method of Broker-Lauter-Sutherland and uses the action of the ideal class 
group of an imaginary quadratic field. We also present the results of the implementation of the 
algorithm. 

1 はじめに

楕円曲線の他数 N のモジュラー多項式は， 2変数整数係数多項式 <I>N(X,Y)であり， 2つの楕円曲線の間

にN次巡回同種写像が存在することとそれらの楕円曲線の j-不変量が q,Nの根となることが同値であると

いう性質を持つ．

モジュラー多項式を具体的に求めることは数論アルゴリズムの重要な研究テーマの 1つであり， j-不変量

の複素関数としての性質を用いた方法 [Elk98]，小さな有限元体上で同種写像を計算し，中国式剰余定理で

真の係数を求める方法 [CL05,BLSll]などが知られているまた，同種写像暗号にも応用されており，鍵共

有方式 [CK19]や同種写像問題の求解アルゴリズム [TKF+21,CRSCS22]において同種写像による像を計

算することに利用される．

本稿では， SCIS2023 [Onu23]で報告した楕円曲線の係数に関するモジュラー多項式のうち， Montgomery

曲線と Hesse曲線に関するものの計算に [BLSll]のアルゴリズムを適用する方法について述べるまた，そ

のアルゴリズムの実装結果について報告する．

2 準備

2.1 記号の定義

本稿では，断らない限り楕円曲線はすべて C上の楕円曲線とする．りを上半平面 {zEC  I Im(z) > 0}と

する． C上の多項式fに対して， fの係数の絶対値の最大値を 1]で表す．体Kの元j。に対して， j-不変量

が加となる楕円曲線を尾。で表す．ここで Ej。は冗上の同型を除いて一意に定まる．
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2.2 モジュラー多項式

j :,fj→ C を j—不変量とする． TES) に対して， j(NT) は Z[j(T)] 上整となる．すなわち， j(NT) の Q(T)

上の最小多項式は変数Xを用いて Z[X,j(T)]の元とみなせる．この 2変数多項式を位数Nのモジュラー多

項式と呼ぶ以下，位数 N のモジュラー多項式を屯vと書く．

命題 1

N を正整数とする．このとき， 'PNは以下を満たす．

1.'PNはX とYに関して対称となる．

2.'PNはX に関してモニック．

3.'PNのX に関する次数は N[1P(1 + ~）．ここで p は N を割る素数全体を走る．

4. J1土 ECに対して，のN(J.1山） ＝ 0であることと E]1とEi2の間に巡回 N次同種写像が存在するこ

とが同値

標数pの有限体上でも虹vのpにおける還元を取ることでモジュラー多項式を定義できる．これを 'PN

modpとかく． 'PNmodpは恥上の楕円曲線の間の同種写像に関して命題 1の4を潤たす．

2.3 モジュラー多項式の計算アルゴリズム

現在知られているモジュラー多項式を計算するアルゴリズムの中で最も良い計算量を持つものは [BLSll]

による中国式剰余定理と虚数乗法を用いるアルゴリズムである．本小節では，このアルゴリズムについて簡

単に説明する．

命題 1の4により，合成数位数を持つモジュラー多項式はその約数のモジュラー多項式の終結式を用いて

表すことができる．従って，素数位数のモジュラー多項式を計算することが重要である．ここで，素数tに対

して，以下が成り立つ ([BS09,Corollary 9]). 

log l<I>tlさ6£log£+ 18£. (1) 

本稿では，式（1)の右辺を凡とかく．素数の集合 Pであって，区pEPlogp>的十 log2を満たすものを選

ぶこのとき，釘 modpを全ての pEPについて計算することで，中国式剰余定理により虹を復元するこ

とができる．

<I>e modpはVeluの公式 [Vel71]（あるいは [BDFLS20]によるその改善版）を用いて£次同種写像を約炉

同計算することで求められる．この場合の計算コストは，は 0（炉／2)回の均の演算である．

これをイデアル類群の作用を用いることでより効率化したのが [BLSll]の方法である．彼らの方法の計算

コストは 0（佐（logp)門oglogp)となる [BLSll,Lemma 6.5]．その計算手順は以下の通りである．

1.虚二次体の整環 0で類数が£+1よりも大きなものを取る． Dを0の判別式とする．

2. pを
t2＿佐D

の形の素数とする．

3. 1Fp上の楕円曲線E。であって 0に虚数乗法を持つものを取る．

4.イデアル類群 cl(O)の小さなノルムの元からなる生成系をとり，それらの作用を同種写像を計算する

ことで求めて， 0 に虚数乗法を持つ恥上の梢円曲線の j—不変鼠を全て求める．この集合を J とする．
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5. E。を始域とする£次同種写像を 1 つ計算するもし，終域の楕円曲線の j—不変量が j に含まれてい

なければ，終域の楕円曲線を Ebとおく．もし，含まれていたら，£次同種写像を取り直す．

6. EbはO':=z+coに虚数乗法を持つ． cl（び）の小さなノルムの元からなる生成系をとり，それらの

作用を用いてびに虚数乗法を持つ恥上の楕円曲線の jー不変量を全て求める．

7. £+ 1個の元からなる］の部分集合 Sの全ての元jに対して，以下を計算する．

(a) 尾と£—同種な楕円曲線の j—不変量 j1, ・ ・ ・,je+1を全て求める．（これらは， cl(O)とcl（び）の構造

から，すでに計算した :J,:J'から選択できる）

(b)虹j,X) (mod p) = IT;(X -j;)を計算する．

8. { <f>e(j, X)}jESのそれぞれの次数の係数に Lagrange補間を適用し'<I>emodpを計算する．

3 モジュラー多項式の拡張

モジュラー多項式を jー不変量以外のモジュラー関数に拡張できることが知られている． gをレベル N の

モジュラー関数，£を Nを割らない素数とする．このとき， g（紆）の C(g(T)）上の最小多項式から gのモジュ

ラー多項式を定義できる．この多項式を呼とかく． gのFourier展開の係数が整数となるとき， t1はZ係

数を持つ．［BLSll]では，いくつかのモジュラー関数についてそのモジュラー多項式を計算している．

他の拡張として，［Onu23]によりある条件を満たす曲線族に対して，その曲線の係数に関するモジュラー

多項式を定義できることが示されている．本稿では，それらのうち Montgomery曲線と Hesse曲線に対する

モジュラー多項式計算アルゴリズムについて述べる．

3.1 Montgomery曲線

Montgomery曲線は，以下の形の楕円曲線である．

MA：炉＝砂＋A研＋ x. (2) 

MAの点で x座標が 1となるものは位数 4を持つ．さらにこれらの点は 2倍すると (0,0)となる． 4次巡回

群｛（1，土《万工う），（0,0),oo}を〇とかく．このとき，二つの Montgomery曲線MA,,MA2の間に CA1を

C心に移す同型写像が存在することと A1= A2が同値である．

[Onu23]により Montgomery曲線の係数に関するモジュラー多項式の存在が示されている．即ち， 2と互

いに素な正整数Nに対して峠 EZ[X,Y]であって以下を満たすものが存在する．

1.峠は X とYに関して対称となる．

2.峠は X に関してモニック．

3.峠の Xに関する次数は N[1P(1十｝）．ここでpはNを割る素数全体を走る．

4. A1,A2 ECに対して，心岱(A1,A2) = 0であることと MA1とMA2の間に巡回 N次同種写像であっ

てCA1をCA2に移すものが存在することが同値．
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3.2 Hesse曲線

Hesse曲線は，以下の射影平面上定義される楕円曲線である．

1-ld: X3＋炉＋が＝ 3dXYZ. (3) 

wを 1の原始 3乗根 e2,ri/3とする． 1idの点の順序付きペア ((-1: 0 : 1), (-w : 1 : 0))は3-ねじれ部分群

加 [3]の基底となる．

二つの Hesse曲線H山｝知の間に (-1:1:0)と(-w:1: 0)を保つ同型写像が存在することと d1= d2 

が同値である．

Montgomery曲線と同様に Hesse曲線の係数に関するモジュラー多項式の存在が示されている．即ち， 3

と互いに素な正整数 Nに対して峠伶 E.Z[X,Y]であって以下を渦たすものが存在する．

1.峠はX とYに関して対称となる．

2.峠はX に関してモニック．

3.峠の X に関する次数は N[1P(1十｝）．ここでpはN を割る素数全体を走る．

4. d1,d2 E CCに対して，耐忠(d1，も） ＝ 0であることと 1id1 と社d2の間に巡回 N次同種写像であって

(-1:1:0)を保ち，（一w:1: 0)を [£](-w:1 : 0)に移すものが存在することが同値．

4 曲線の係数に関するモジュラー多項式の計算アルゴリズム

Montgomery曲線と Hesse曲線の係数に関するモジュラー多項式を計算するアルゴリズムについて述べ

る．［BLSll]のアルゴリズムを適用する際に間題となるのは，以下の 2点である．

1.モジュラー多項式の係数の上界が不明であること．

2. 1Fp J:同型であっても，係数が異なる Montgomery(Hesse)曲線が存在すること．

1.の係数の上界は中国式剰余定理を適用する際にどれだけの素数pを選べばよいかを決定するために必

要である． 2．はイデアル類群の作用から計算される係数が条件を満たす同種写像から決まる係数と一致しな

い可能性があることを示している．

1.についてはレベル N のモジュラー関数のモジュラー多項式の係数の場合と同様に以下が予想される．

予想 1

素数£ 2: 3とMontgomery曲線の係数に関するモジュラー多項式的↑に対して，以下が成り立つ．

log|吋|::;B£/6. (4) 

予想 2

素数£ 2: 5とHesse曲線の係数に関するモジュラー多項式剃1に対して，以下が成り立つ．

log|①fさBり12. (5) 

実際にこれらのモジュラー多項式の計算アルゴリズムを実装し計算した結果，£,::::1000まではこれらの予

想が成り立つことが確認されているただし， £=2のとき Hesse曲線の係数に関するモジュラー多項式は

式 (5)を満たさない．

2.については，虚二次体の整環と素数pをうまく取ることで解決できる．具体的には以下が成り立つ．
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定理 2

D <0をD二 4(mod 16)を満たす整数， 0を虚二次体の整環で判別式が D となるものとする．

t2 -炉D
p= 

4'  
t,v E Z, v (j.. 2Z 

の形の素数をとる．このとき， 0に虚数乗法を持つ恥上の楕円曲線Eに対して Eと恥上同型な Montgome巧

曲線がただ 1つ存在する．

証明概略を述べる．

Eを0に虚数乗法を持つ恥上の楕円曲線とする．このとき，＃E(lFp)=p+l-t三 Omod4であること

から Eと恥上同型な Montgomery曲線MAが存在する．

v (j._ 2Zより， 0の導手 2の部分環に虚数乗法を持つ恥上の jー不変量は恥の元とならない．従って，

(0,0) EMAがMパ応）の唯一の位数 2の点である．これより， 1Fp上の Montgomery曲線の間の同型写像

l:MA→MA1はl((O,0)) = (0, 0)を満たす．このことからが＝ A'2が従う．しかし， p= 3 mod 4より，

MAとM-AはlF上同型でない．よって， A=A'である． I 

定理 3

D <0をD= I (mod 3)を満たす整数， 0を虚二次体の整環で判別式が D となるものとする．

柱—炉D
p= 

4'  
t,v E Z, v (/_ 3Z 

の形の素数をとる．このとき， 0に虚数乗法を持つ恥上の楕円曲線 Eに対して Eと恥上同型な Hesse曲

線がただ 1つ存在する．

証明概略を述べる．

Eを0に虚数乗法を持つ恥上の楕円曲線とする．このとき，＃E（島） ＝p+l-t三 Omod3であること

から Eと恥上同型な Hesse曲線1{dが存在する．

wを凡上の 1の原始 3乗根とする． p三 2mod 3より， w't-恥である．よって，士(-l:0:l)E1idが

加 (lFp)の位数 3の点の全てである．また， 1id[3]上の p乗Frobenius写像の固有ベクトルは，これらの点と

土(-w:1 : 0)のみである．従って，恥上の Hesse曲線の闘の同型写像 l: 1{d→1{d'はl((-1: 0 : 1)) = 

土(-1:0:1)および l((-w:1: 0))＝土(-w:1: 0)を満たす．ここでしが Weilpairingを保つことを用い

ると，これらの符号が一致することが示されるよって，しもしくは―Lが (-1:0:1)と(-w:1: 0)を保つ

同型写像となる．即ち， d=d'である． I 

5 実装実験

Montgomery曲線と Hesse曲線の係数に関するモジュラー多項式の計算アルゴリズムを実装し計算した

結果について述べるアルゴリズムは£次同種写像計算に Veluの公式を用いたものとイデアル類群を用い

る[BLSll]の方法の 2つを実装した実装は Juliaおよびその拡張パッケージである Nemoを用いて行っ

た実験環境は， AppleM2 Pro, 16GB RAM, macOS 14.2.1, Julia 1.10.2, Nemo 0.40.1である．表 1に

Montgomery曲線と Hesse曲線の係数に関するモジュラー多項式の計算時間を示す．表中の Veluはじ欠同

種写像計算に Veluの公式を用いる方法， BLSllはイデアル類群を用いる [BLSll]の方法である．
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表 1:Montgomery曲線と Hesse曲線の係数に関するモジュラー多項式の計算時間（秒）．’＇ Velu’'は£次同種

写像計算に Veluの公式を用いる方法，’＇ BLSll’'はイデアル類群を用いる [BLSll]の方法．

£ Montgomery Hesse 

Velu BLSll Velu BLSll 

101 14 122 101 41 

103 17 125 66 34 

107 22 137 78 39 

109 21 139 83 38 

151 78 272 323 76 

503 8,132 13,7750 51,240 5,233 
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