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4次複素一般線型群の既約表現のテンソル積空間における

グレブナー基底の特徴

Features of the Grabner basis in a space of 2-tensors 

on irreducible representations of the complex general 

linear group of degree 4 

九州大学大学院数理学府
RYOTOKU OTA 

太田了徳＊1

GRADUATE SCHOOL OF MATHEMATICS, KYUSHU UNIVERSITY 

Abstract 

We will give the Zariski closure of the image of polynomial mappings from the set of all complex 

square matrices of order n to a tensor product of irreducible representations of the complex general 
liner group of degree n. In this paper, we give the Zariski closure of the image of polynomial mappings 

from the set of all complex square matrices of order 4 to a tensor product of spaces of alternating 

2-tensors on 4-dimensional complex vector spaces. We also describe features of the Grabner basis of 

the ideal defining the Zariski closure. 

1 序章

4次複素正方行列全体M4(C)から 4次複素一般線型群GL4(C)の既約表現/¥2[:4のテンソル積八2びR

八2でへの多項式写像を与え，その像のザリスキ閉包を計算する．さらに，ザリスキ閉包のイデアルのグレ

ブナー墓底に現れる特徴を述べ，以下の式

I(a, a, b, d)：＝苫s(k)Xak+b①_ak+d;a, a, b, d E Z, 

s(K) ＝ ｛ 1(K〒 0,1 mod 3) 
-1 (K三 2 mod 3) 

を用いてグレブナー碁底の 2次斉次多項式の元を次のように冑き直す：

½I(6,1,6n-6,6n+l); n=l,...,6, ½I(6,6,n-6,n+36); n=l,...,6. 

J(6,l,0,6n+7); n=l,...,4, J(6,6,-5,n+37); n=l,...,4, 

J(6,1,6,3n2-3n+19); n=l,...,3, 1(6,6,-4, ふ炉— ½n+39); n=l,...,3, 

J(6,1,6m+6,6n+25); m=l,2, n=l,2, J(6,6,m-4,n+40); m=l,2, n=l,2, 

1(6, 1, 24, 37), 1(6, 6, -1, 42). 

1(6, 1, 6, 31) + 1(6, 6, -5, 42), 

1(6, 1, 0, 37) + 1(6, 6, -4, 41), 

-1(6, 1, 0, 37) + 1(6, 6, -3, 40), 

1(6, 1, 0, 37) + 1(6, 1, 6, 31), 

以下， 1.1節で問題設定， 1.2節で問題の背景を述べる．第 2章で問題に対する計算結果を示す．第3章で

は，ザリスキ閉包のイデアルのグレブナー基底に現れる特徴と式 I(a,a,b,d)を用いてグレブナー基底の 2

次斉次多項式の元を書き直す方法を報告する．

*1〒819-0395福岡市西区元岡 744 E-mail: ota.ryotoku.588cs.kyushu-u.ac.jp 



47

1.1 問題

4次複素正方行列AE M4(C)の成分を a;jECとする．但し 1Si,jS4とする．このとき， 36個の 2次

斉次多項式を以下で定義する： 1S p < q S 4, 1 S r < s S 4に対して，

fpqrs = apraqs -apsaqr・ 

そして fpqrsを用いて， 1['.16竺 M4(1C)から 1['.36への多項式写像 fを次のように定義する：

f:l['.16→l['.36; (%)→ (fpqrs)-

このとき f(IC16) c 1['.36のザリスキ閉包を求めよ．

1.2 問題の背景

4次複素一般線型群 GL4(1C)の既約表現を(¥2 IC4とおく．このとき， C線型同型 C16竺 M4(C)，C36竺

/¥21C4@/¥2c4竺恥(C)であるから，多項式写像 fは

f: M4(1C)→叫（IC);(aij)→ （bkl) 

とみなせる [2,3]．ただし， bぃ＝ fpqrs= ap茂 qs-apsaqrである．つまり， 1.1節で述べた多項式写像
f : ic16→C36は， 4次複素正方行列全体の集合 M4(C)から 6次複素正方行列全体の集合 M6(C)への自然
な多項式写像である．

また， n次複素一般線型群 GLn(IC)の既約表現は， C叫 /¥2IC凡．．．，八n-10である．よって，既約表現

(¥kenとテンソル積 NCnRNC叫n次複素正方行列全体の集合 Mn(C）の C上線形空間としての次元

をそれぞれ， dime/¥k IC叫dime/¥ k en R I¥ k IC八dimcMn(IC)とし，計算すると以下の通りであるただし，
n = 1,...,5とする．また， k=Oのとき dime/¥ 0 en = 1とする．

k | dlmcNC1 | dlmcNCl RNC1 | dlmc砧（C） K I dlmcNC4 | dlmcNC4 RNC4 | dlmcM4(C) 
° lC。=1 lC。x1C。=1 I 1 o I.c。=1 4C。X4C。=1 I 16 

k dime Ilk <C2 dime/¥ k IC2@ /¥ k IC2 dime M2(1C) 

゜
2C。=1 2C。X2C。=1 4 

1 2凸＝ 2 2C1 X 2C1 = 4 4 

k dime (¥ k IC3 dimcA元3RNC3 dimcM3(C) 

゜
3C。=1 3C。X3C。=1 ， 

1 3C1 =3 3¢ x 3¢ = 9 ， 
2 3ら＝3 3ら X3ら＝9 ， 
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4C1 X 4C1 = 16 

4C2 X 4ら＝36

4応 X4C3 = 16 

16 16 16 

k dime /¥ k IC5 dimcNC5 RNC5 dimcMs(IC) 

゜
5C。=1 5C。X5C。=1 25 

1 5C1 = 5 5C1 X 5C1 = 25 25 

2 5ら＝ 10 5ら X5ら＝ 10 25 

3 5C3 = 10 5ら X5ら＝ 10 25 

4 5c4 = 5 5C4 X 5C4 = 25 25 

ここで， dimcNCnRNCn# 1, dimcMn(C) ＃ 1とするとき，

dimcAC→ACn #dimcMn(C) 
となるような次元が最小の既約表現を考えると， 4次元複素線型空間 C4の2次の交代テンソル空間八2c4

である．したがって， n= 4, k = 2の場合の問題設定でザリスキ閉包を考える．
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2 計算結果

この章では第 1章で述べた問題に対するザリスキ閉包の計算結果を述べる．

以下，イデアルI:=〈X1-fi212,四 -fi213,・ ・ ・, X35 -!3434〉CIC[x1,..., x36, au,..., a44]のグレブナー

基底を Gとする．ただし，単項式順序はau> a12 > ・ ・ ・ > a44 > x1>四＞ ••• > X36に関する全次数逆辞

書式順序とするまた，ブッフベルガーアルゴリズムを使用する．

計算結果1.Iのグレブナー基底Gは
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計算結果2.16次の消去グレブナー基底 G15= G n C[x1,..., X35]を計算すると

伍＝｛叫34-X32鱗＋叩36,．．．，
-X砂紅10年叫29紅＋ • • • -Xfx§x26X虹 33勾6} 

= fo1, ・ ・ •, g772}. 

計算結果3.16次の消去イデアルI16=〈G16〉の共通零点全体は，
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計算結果4.f(C16)のザリスキ閉包を f(C16）とおく．このとき， f(C16),/(06), V(g1,...,9112)の包含

関係は次の通りである：

f(C16) c J(06) = V(g1, ・・・,gm)-

ここで，式 (4)が成り立つ理由を述べる．まず，次の主張が成り立つ [1].

定理 1（多項式陰関数表示化）

kを無限体とし， F:km→炉； （ti,...'tm)→ (J1(t1, • • •, tm), • • •, fn(t1, • • •, tm)）を多項式写像とする．さ

らに，イデアルIをI=〈X1-Ji,•••, Xn -fn〉Ck[t1,...,tm心1'...，%]で定義し， Im=1nk[x1,...,xn] 
をm次の消去イデアルとする．このとき， V(Im)は像F(k門 C炉のザリスキ閉包である．

(4) 

よって，定理 1で k= IC, m = 16, n = 36, 16次元アフィン空間 C16と36次元アフィン空間 C36の

座標環をそれぞれ IC[au,...,a44], IC[x1,..., X35], Ji ='1212,'2 ='1213,...,'35 ='3434とおくと，式
(1), (2), (3)より，アフィン代数多様体 V(J15)= V(g1,...,g772)を得る． ゆえに，定理 1の主張より

f(IC16) c f(IC16) = V(J15) = V(g1,...,9772)，すなわち f(IC16)c f (IC叫＝ V(g1,...,9112)が従う．

3 考察

この章では， 16次の消去グレブナー基底G16の特徴を述べた後に，それに含まれる 2次斉次多項式の表示

を考える．
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3.1 16次の消去グレブナー基底G16の特徴

はじめに， 16次の消去グレブナー韮底G16の特徴は以下の通りである．

• #G16 = 772. 

• 16次の消去グレブナー基底G16の元は斉次多項式である．

• G16の元の内訳は次の通りである．

G16の元 個数

2次斉次多項式 40 

3次斉次多項式 294 

4次斉次多項式 342 

5次斉次多項式 18 

6次斉次多項式 70 

7次斉次多項式 8 

また，不定元X;の重さを weight(x;)= i (0 :<:'. i :<:'. n)で与え，単項式x『xタ・・・Xかの重さを
n 

weight(x化オ・・・Xか）＝Lij, 
i=l 

と定める．このとき，すべての項が等しい多項式を同重多項式と呼ぶ[4]．本研究では16次の消去グレブナー基

底G16の元は同重多項式であることも分かった．例えば，g=x立12-X匹 11+x3x10+x杯 9-X5邸＋x研 7E G16 

をとると，

weight(x1X12) = weight(-x2x11) = weight(x3x10) = weight(x4xg) = weight(-x5x叫＝weight(x5x7)= 13 

である．よって， gは同重多項式である．また， g=x立36-X匹 35+x3X34 +x狂 33-X立32+x研 31+x1硲o-

X紅 29+ X9X28 + X10X27 -X11X25 + X12X25 E G16をとると，

weight(x1X35) = weight(-x2X35) = weight(x3X34) = weight(x4X33) = weight(-x5X32) = weight(x5X31) 

= weight(x7x30) = weight(-xsx29) = weight(xgx28) = weight(x10X27) = weight(-x11x25) = weight(x12x2s) 

= 37 

である．よって， gは同重多項式である．

3.2 16次の消去グレブナー基底G16の2次斉次多項式

16次の消去グレブナー基底G16の2次斉次多項式は以下の式を用いて壽き直すことができる：

ただし，

a 

I(a, a, b, d)：＝区s(k)xak+bX-ak+dia,a,b,d E Z. 
k=l 

s(K) ＝ ｛ 1(K三 0,1 mod 3) 
-1 (k = 2 mod 3) 

とする．以下， I(a,a, b, d)を用いて 16次の消去グレブナー基底G16の2次斉次多項式を書き直す．
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3.2.1 a=  3の 2次斉次多項式

40個の 2次斉次多項式のうち， a=3の2次斉次多項式は全部で 12個ある．これらのうち，次の 6個

X1咋一 X2窃＋ X3四，x江 12-X紅 11+ X5X10, X13X18 - X1砂 17+ X15X15, 

X19X24 -X20四 3+ X21X22, X25勾 o-X26四9+ X27X28, X3戸 36-X32X35 + X33X34 

は以下の式を使って書き直せる：

X6n—立6n -X5nーば6n-1+ X6n-3咋 n-2;n = 1,..., 6. 

さらに，この式は I(a,a, b, d)を用いて次のように書き直せる：

3 

X6n-5知— X6nー心6n-1 + X6n-3X6n-2 = L s(k)x1k+6n-6X-k+6n+1 
k=l 

また，残りの 6個

1 
= iI(6,1,6n-6,6n+l); n=  1,...,6. 
2 

X1X31 - X江 25+ X13X19心2祁 2-m心36+x14四O,X3四3-XgX27 + X15X31, 

X4X34 - X10X2s + X15X22, X紅 35-X11四 9+ X1江 23,x6祁 6-X12祁 o+ X28砂 4

も次の式を使って蓄き直せる：

XnXn+30 - Xn+6Xn+24 + Xn+12Xn+1s; n = 1, • • •, 6. 

さらに，この式は I(a,a, b, d)を用いて冑き直せる：

3 

X砂 n+30-Xn+6Xn+24 + Xn+12Xn+l8 = L s(k)知＋n-6X-6k+n+36

k=l 

1 
= ;;1(6, 6, n - 6, n + 36); n = 1,..., 6. 
2 

まとめると， 12個の 0!=3の2次斉次多項式は 2個の式で書き直せる：

1 1 
;;1(6, 1, 6n - 6, 6n + 1), ;;1(6, 6, n - 6, n + 36); n = 1,..., 6. 
2 2 

3.2.2 a=  6の 2次斉次多項式

a=6の多項式は全部で 24個ある．初めに，次の 4個の 2次斉次多項式

X1X12 -X2X11 + X3X10 + X4匹一窃X8+ x6巧， X心 18-X2X17 + X3X15 + X4X15 - X5X14＋咋X13,

X江 24-X2四3+れ訟22+x,仰 21-X5四o十研江19,X立 30-X2咋 9+ X3X2s十叩X27-X5X25 + X5X25 

は以下の式を使って冑き直せる：

6 

Ls(k）吹X-k+6n+7in = 1,..., 4. 
k=l 
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さらに，このはI(a,a,b,d)を用いて書き直せる：

6 

Ls(k)xk□ +6n+7=l(6,1,0,6n+7); n=l,...,4. 
k=l 

次の 3個の 2次斉次多項式

お7X18- X8エ17+ X!江16+ X10X15 - X1立 14+ X12X13心7吟 4ーエ8四 3+ X9X22 + X10四 1ーエ11四 o十エ12X19,

X7X35 - X3X35 + XgX33 + X10X32一お11X31+ X12X30 

は以下の式を使って書き直せる：

6 

L s(k)xk+6X-k+3n2-3n+19i n = l,..., 3. 

k=l 

を使って嘗き直せる．さらに，この式はI(a,a, b, d)を用いて書き直せる：

6 

Ls(k)咋＋6X-k+3尼ー3n+19= 1(6, 1,6,3n2 - 3n+ 19); n =I,...,3. 

k=l 

次の 4個の 2次斉次多項式

X13四 O- X14X29 + X15X2s + X15X27 - X17X25 + X1sX15心 13X35- X14X35 + X15X34 + X15勾 3- X17X32 + Xis叩 1,

X19叩 0- X20X29 + X21X28 + X22X27 - X23X25 + X24X15, X19硲 6- X20X35 + X2げ 34+ X22X33 - X23X32 + X24X31 

は以下の式を使って書き直せる：

6 

L s(k)xk+6m+6X-k+6n+2s; m = 1, 2, n = 1, 2. 

k=l 

さらに，この式はI(a,a, b, d)を用いて書き直せる：

6 

L s(k)xk+6m+6X-k+6n+25 = I(6, 1, 6m  + 6, 6n + 25); m = 1, 2, n = 1, 2. 

k=l 

次の 1個の 2次斉次多項式

X25X35 - X25X35 + X27X34 + X2SX33 - X29X32 + X30X31 

は以下の式を使って書き直せる：
6 

Ls(k)咋＋24X-k+37・

k=l 

さらに，この式はI(a,a, b, d)を用いて蓄き直せる：

6 

Ls(k)咋＋24X-k+37= I(6, 1, 24, 37). 

k=l 

次の 4個の 2次斉次多項式

X1X32 - X7四 6+x13四 O+ X19X14 - X25Xs + X31四，お1尤33-X7四 7+お13四 1+お19X15- X25匹十四1邸，

X1X34一幻7X28+ X13エ22+ X19叩 6- X25X10十エ31四， X立 35- x,点 29+ X13吟 3+ X19X17 - X25エ11+ X31咋
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は以下の式を使って書き直せる：

6 

I:s(k)x6k-5”—6k+n+37; n = 1,..., 4. 
k=l 

さらに，この式はI(a,a, b, d)を用いて書き直せる：

6 

区s(k)x6k-5X-6k+n+37= 1(6, 6, -5, n + 37); n = l,..., 4. 
k=l 

次の 3個の 2次斉次多項式

X2邸 3-xi迎 27+x14吟 1+x20お15- X25匹十 X32X3,X2X34 - X1立28+ X14吟 2+ X2QX16 - X25X10 + X32四，

X2”36 - X8”3o十町4X24+ X20X1s - X25X12 + X32X5 

は以下の式を使って書き直せる：

6 

L s(k)x6k-4X_6k＋炉—丑＋39; n = l,..., 3. 
k=l 

さらに，この式はI(a,a, b, d)を用いて書き直せる：

6 

区s(k)x6k-4X-6k+½n2＿初＋39 = I (6, 6, -4,炉-；n + 39) ; n = 1,..., 3. 
k=l 

次の 4個の 2次斉次多項式

叩 X35- X9X29 + X15X23 + X21X17 - X27X11 + X33窃，X3邸 6- X9X30 + X15X24 + X21X18 - X27X12 + X33咋，

X4硲 5- X1QX29 + X15四 3+ X22X17 - X28X11 + X34咋， X4四 6- X10X30 + X15X24 + X22X1s - X2sX12 + X34X5 

は以下の式を使って書き直せる：

6 

L s(k)XBk+m-4X-6k+n+4o; m = 1, 2, n = 1, 2 
k=l 

さらに，この式はI(a,a, b, d)を用いて書き直せる：

6 

L s(k)x6k+m-4X-6k+n+40 = 1(6, 6, m -4, n + 40); m = 1, 2, n = 1, 2. 
k=l 

最後に，次の 1個の 2次斉次多項式

X5工36- X11工30+ X17エ24+ X23X18 - X29X12 + X35お6

は以下の式を使って書き直せる：
6 

区s(K)x6k-1X-6k+42•
k=l 

さらに，この式はI(a,a, b, d)を用いて書き直せる：

6 

どs(k)xGk-1X-Gk+42= 1(6, 6, -1, 42). 
k=l 
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まとめると， 24個の a=6の2次斉次多項式は 8個の式で粛き直せる：

I(6,l,0,6n+7); n= 1,...,4, 

I(6, 1, 6, 3n2 -3n + 19); n = 1,..., 3, 

I(6, 1, 6m + 6, 6n + 25); m = 1, 2, n = 1, 2, 

I(6, 1, 24, 37), 

I(6, 6, -5, n + 37); n = 1,..., 4, 

I (6, 6, -4, 討—；n + 39); n = 1,..., 3, 
I(6,6,m-4,n+40); m=l,2, n=l,2, 

I(6, 6, -1, 42). 

3.2.3 a=  8の2次斉次多項式

a=8の2次斉次多項式は以下の 3個である：

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

X立36+x⑰ 31 -x豆 29+ XgXぉ＋X10X27-X11X25 + X13X24 + X1sX19, (9) 

X1X35 + X虹34+x心 33+ X砂 31-X紅 29-X11X25 + X14X23 + X17四o, (10) 

-x立36+x匹 35+ X5X32 -X証 31-X虹28-X10X27 + X1虹22+ X1証 21・ (11) 

これらを式(5),(6), (8)を使って粛き直す．

はじめに，式 (5)にm=O,n=1,式（6)にn=5を用いると，

J(6, 1, 6, 31), J(6, 6, -5, 42) 

であるこれらの和を計算すると

6 6 

J(6, 1, 6, 31) + J(6, 6, -5, 42) = L s(k)xk+5X-k+31+L s(k)x6k-5X-6k+42 
k=l k=l 

= X1X35 + X5X31 -XgX29 + X9X2s + X10X27 -X11X26 + X13叩4+ X1gX19 

となり，式(9)を得る．よって，式(9)は

”l”36 + X6Xm-m8”29 + mgXぉ＋X10X27-X11X25 + X13X24 + X1sX19 = 1(6, 1, 6, 31) + 1(6, 6, -5, 42) 

と響き直せる．

次に，式 (5)にn=5,式 (8)にm= O,n = 1を用いると

J(6, 1, 0, 37), J(6, 6, -4, 41) 

である．これらの和を計算すると

6 

1(6, 1, 0, 37) + 1(6, 6, -4, 41)＝t s(k)xkX6Z+7-k +文s(k)xm-4+6kXn+40-6k
k=l k=l 

=x1祁6+x3邸 4+x4功3+x6欺H-XsX29 -X11X25 + X14四3+ X1江20
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となり，式 (10)．したがって，式 (10)は

= X1X35 + X3X34 + X4X33 + X5X31 -X3X29 -X11X25 + X14X23 + X17X20 = J(6, 1, 0, 37) + J(6, 6, -4, 41) 

と雷き直せる．

最後に，式 (8)にm=l,n=O,式（5)にn=5を用いると

I(6, 6, -3, 40), J(6, 1, 0, 37) 

である．これらの差を計算すると

6 6 

I(6, 6, -3, 40) -I(6, 1, 0, 37) = L s(k)x6k-3X-6kHO -L s(k)xkX-k+37 
k=l k=l 

-X1X35 + X2X35 +窃X32-X5X31 -XgX28 -X10X27 + X15X22 + X15X21 

となり，式(11)を得る．したがって，式 (11)は

-X1X36 + X2X35 + X5X32 -X6X31 -X9X28 -X10X27 + X15X22 + X16X21 = 1(6, 6, -3, 40) -1(6, 1, 0, 37) 

と書き直せるまとめると， 3個のa=8の2次斉次多項式は式 (5),(6), (8)を用いて書き直せる：

J(6, 1, 6, 31) + J(6, 6, -5, 42), J(6, 1, 0, 37) + J(6, 6, -4, 41), -J(6, 1, 0, 37) + J(6, 6, -3, 40). 

3.2.4 a=  12の2次斉次多項式

a=  12の2次斉次多項式は 1個である：

9 = X1 X35 -X2X35 + X3X34 + X4X33 -X5X32 + X5X31 + X7X30 -XBX29 + XgX28 + X10X27 -Xu X25 + X12X25. (12) 

これを式 (5),(7)を使って書き直す．式 (5)にn=5,式（7)にm= O,n = lを用いると

J(6, 1, 0, 37), J(6, 1, 6, 31) 

であるこれらの和を計算すると

12 

1(6, 1, o, 37) + 1(6, 1, 6, 31)＝L s(k)xkX-k+37 = g 
k=l 

となり，式 (12)を得るまとめると， a=12の2次斉次多項式は式 (5),(7)を用いて讃き直せる：

1(6, 1, 0, 37) + 1(6, 1, 6, 31). 
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