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円内接多角形問題についてー複素平面上の対称式の利用

Applying symmetry expressions on the complex 

plane to the problems of cyclic polygons 

筑波大学図書館情報メディア系 森継修一＊1

SHUICHI MORITSUGU 

INSTITUTE OF LIBRARY, INFORMATION AND MEDIA SCIENCE 

UNIVERSITY OF TSUKUBA 

Abstract 

This paper describes computations of the relations between the circumradius R and area S of 

cyclic polygons given by the lengths of the sides. The classic results of Heron and Brahmagupta 

clearly show that the product of R and S is expressed by the lengths of the sides for triangles and 

cyclic quadrilaterals. In the author's previous paper (2022), the similar integrated formulae of the 
circumradius and the area for cyclic heptagons were computed by the method of numerical interpola,― 

tion, consuming about 17 days of CPU time. In contrast, we consider the symmetric expressions on 
the complex plane according to Robbins'formulation, and try to apply elimination by result皿 ts.As 

a result, we have succeeded in the computation for the cyclic heptagons, with only 3 hours of CPU 

time, where the result should be a polynomial equation in z = 4SR with degree 38 and 31,590 terms. 

1 序

本研究では，ユークリッド幾何の古典的な問題である円内接多角形問題（図 1)を扱う．すなわち， P3に

内接する n角形の各辺の長さを a1,a2,..., anとしたとき， n角形の面積 S, 外接円の半径 R, さらに R と

Sの関係を辺長 a;の式で表わせ，という問題である．

古典的には，三角形 (n= 3)の場合の Heronの公式 (1世紀），円内接四角形 (n= 4)の場合のBrahmagupta

の公式 (7世紀）が知られている． Heronの公式といえば，通常は，面積を表す公式を指すことが多い．

面積公式
1 

S=i✓伍＋ a2 + a3)(-a1 + a2 + a3)(a1一四十四）（m＋四—%）

多項式表現 (45)2 -(-af -a~ -ai + 2aia~ + 2a芸a§+2a§ai) (1) 

基本対称式表現 X-(-si+4s2) (X=(4S)り

ここでは， n2-5への拡張を考え，それぞれの主変数に関する多項式の形で表現した後， 辺長 a1,a2直 3

による表現を基本対称式 S1= ay +a§+ a~, S2 = aya§ + a§a~ + a~ay, 83 = aya§a~ によって簡約を行い，

より簡潔な表現を求めるものとする．

外接円の半径に対しても，似たような関係式が成り立っ．

半径公式

多項式表現

R =  
✓伽＋的＋％）（一釘＋伽十％）（a1-a2 + a3)(a1 + a2一％）

(-a't -ai -a芸＋ 2a1a各＋ 2a~a~ + 2a~ai) R2 -a1a§a~ 

a1a2a3 

(2) 

甚本対称式表現 (-si + 4s2) Yー的 (Y=Rり
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図 1：円内接五角形問題 （面積s,外接円半径 R)

さらに，面積と半径の両方を含む関係式としては，“面積 x半径’'を主変数とする多項式が存在する．

“面積 x半径’'公式

墓本対称式表現

Z-ara詞 (Z= XY = (4SR)り
Z-s3 (3) 

nが奇数のときのみ存在する関係式 に1-《冠 (z = 4SR, ✓西 =a頂2a3)

面積公式に閑しては， 20世紀末になって， n= 5,6の場合を Robbins[6]が，また， n= 7,8の場合を

Maleyほか［1]が，その計算法と結果を明らかにしている．

一方，半径公式について，井関知辰「算法発揮 (1690)」が n=5の場合の計算法を記している．そこで

は，円内接五角形を 2本の対角線d1，んで 3つの三角形に分割し，これらが外接円を共有することから，終

結式により d1,d2を消去する方法で解いている．実際に計算してみると正しい結果を与えていることが確

かめられ [2]，江戸時代の和算において終結式による消去計算法が確立していたことが明らかになった．

さらに筆者は，終結式による消去計算を拡張して， n= 7,8に対する半径公式の計算を完成させた [4]．た

だし， n=8の一部の項は，式が巨大で終結式から展開することが困難だったため，結果の多項式の表現を

予測して数値補間により係数を求めている．

また筆者は，‘‘面積 x半径”公式の導出法にも取り組み，終結式による消去と因数分解による正しい因子

の取り出しを組み合わせて， n= 5,6の場合を解決した [3]．残念ながら， n=7の場合には，式が巨大に

なりすぎて同じ方法が適用困難と思われたため，結果の予想から数値補間により係数を求める方法により，

最終的に n=7の“面積 x半径'’公式の計算に成功している [5]．このとき，未定係数法から導かれる整数

上の連立一次方程式の解法が負担となり，累計で約 17日の CPU時間を必要としていた．

これに対し，本稿では，「まず辺長 aiによる表現を求めた上で基本対称式 Siによる表現に変換する」とい

うアプローチを改め，もともと Robbins[6]が採用していた「複素平面上の対称式乃」を利用して， Siによ

る表現を直接求める方法を模索したものである．結果として， n=7の“面積 x半径’'公式の計算が約 3時

間の CPU時間で計算できたので，この点では大きな進展が得られている．
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2 複素平面上での関係式

Robbins[6]は，複素平面上の円内接多角形を考え，その図形内で成り立つ閑係式を用いて「五角形の面

積」を表す多項式を導いた．ここでは，その過程を簡単に再現しておくことにする．

複素平面上で，原点を中心とする半径RのP3周上に n個の点V1,...,Vnをこの順にとる． Vn+l＝町，約＝

巧＋1凡 (j=l,...,n)とおくと，各辺の長さは

a;= lvi+l -Vjl2 = (vj+1 -vり（匂＋1-的）

と表される．ここで旧12= V砂k= R2より万k= R2/vk, よって

2
.
J
 

a
 

(VJ+1 -V3)R2 (l _ 1 

（ 
VJ+1 VJ) 

炉 2-VJ+1 _ v3) ＝炉 (2-qj― qJ-1) 
巧 Vj+l

(4) 

(5) 

と変形できる．

一方で，原点，a,(3を頂点とする三角形の面積について，

1 1 
S = ~ IIm(afJ)I =; lafJ-a(3|， 

2 4 

z-z 
Imz = ~ 

2i 
(6) 

より，

Si= ~Im（匂巧＋1)=祈Im（り巧＋1)=誓(~-~) (7) 

と表すことができる． n個の三角形を足し合わせて， n角形の面積を考えると，

-16炉＝ R4(□ — □ + • •.) 2 ＝炉（q1+ ・ ・ ・ + q_n -q戸ー...ー q；；1)2 
2 (8) 

= R4（如＋・..+ q孔一 q1・ •;lq.n`+ ・ • 9) ＝ 炉(Tn-Tn-1)2 

となり， qi,•••, qnの基本対称式町，．．．，Tnを用いて，面積 Sを表せることがわかる．

以下， n=5の場合に限定して，計算を進めることにする．乃＝ q1''.q5＝旦．．．旦＝ 1に注意し， yを
Vt V5 

不定元として，次の 2式を考える．

{ f(x) ＝m -qJ) =砂-Tl叶＋責— T3丑＋T坪ー 1

g(x) =呼＋ （長— 2) x + l 

このとき，「 f(x)= 0, g（ェ） ＝0が共通解をもつ」ための必要十分条件は，

ヵ｛竹＋（嘉ー 2)約＋ 1= 0 V y = a;} 
で表すことができる．なぜなら，まず y= a;のときは，

a. 2 

叶＝だ (2-qj ― qJ-1) より語— 2 = -qj―q3-1 

(9) 

(10) 

(11) 

したがって g(x)＝丑＋（一qj―q_;1)x+ 1となるので， X= qjは， J(x)の根であると同時に， g(x)の根で

ある．
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もう一方の条件のときには， f(x) の根が qi,•••, q5だから， g(y)の根は同じ議論により y= a;になる．

したがって，連立方程式 {f(x),g(x)}はy= a; (j = 1,..., 5)を共通根にもつから

Res(f,g;x) (y-ai)(y-a弓）（y-a§)(y -a~)(y -a名）

炉＋（ー1)lSl炉十 (-1)伍炉＋ （ー1)3S3y2 

+(-1)4s4y+ (-1)5窃

(12) 

をみたしているはずである．ここで， S1=a?+・・・+ a§,..., S5 = ai° ・・a§ という基本対称式である．し

たがって， Res(f,g;x)を実際に計算して y4,...,yOの各係数と比較すれば， S1,...,S5が巧，．．．汀5で表さ

れたことになる．

3
 

消去計算による半径・面積・‘‘半径 X面積'’公式の導出

前節の計算を実行して， S;と乃の閑係 (n= 5)を具体的に表せば

1

2

3

4

5

 

s

s

s

s

s

 

-R2(-10十巧＋百）

＋炉(35-T1 + ・ ・ ・ ・ ・ ・) 
-R6(-50 + 20巧＋・・・・・・）

＋炉(25-15T1 + ·・・•..)

-RlO伍ー乃十 T3ー百）2

(13) 

であるが，

とおいて，

これらを多項式の形で表現し，

h

h
凡

ん

た
i

釘＋炉(-10十町＋叫

s2 -R4(35ー冗＋・・・・・.)

的＋炉(-50+20巧＋・・・・..)

S4 -R汽25-15巧＋・・・・・•)

S5 + RlO伍ー乃＋乃ー 74)2

(14) 

イデアル I=(fぃ・ • ・,f5)を考える．

3.1 半径公式の導出

イデアル Iは，半径 Rを表すための条件を含んでいる．具体的には，計算効率のため， y= R2と韻き

換えた上で，｛巧汀2汀3汀4}>--｛s1,s2,s3浚4,S5, y}の順序で Iのグレブナー基底を計算すると

ー ぅ F(Y) = B7(s;)Y7 + ・ ・ ・ + B1(s;)Y + sf 

という多項式 (Bパふ） EZ[s1,...,s吋）が甚底の中に含まれているので，

(81項）

これが半径公式になる．

(15) 

3.2 面積公式の導出

式 (8)より，面積については (4S)2= -R刊巧ー T4戸と表されるので，

g:=X＋だ（巧一T4)2 (X = (4S)り (16) 
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とおき，半径公式のときと同じイデアル I=（f1,...,f5）に対して gを追加し，

(I,g) ＝ （f1, f2,f3,f4,f5,g) （Y :＝ Rり (17) 

を考える．これに対し，｛巧，T2汀3汀4,Y} >-{s1, s2浚3浚4,S5,X}の順序でグレブナー基底を計算すると

(I,g) ぅ G(X) = 炉 ＋ （7s『-24況）炉＋・・・十 C1(si)X+ C。(si) (153項） （18) 

という「面積公式」 (Cj(si)E Z[s1,..., s叶）を得る．

3.3 “面積 X半径’'公式の導出

式 (8)の両辺に炉をかければ，（4SR)2= -R6(T1 -74)2である． Z= (4SR)2とおいて zを主変数と

する多項式を導き，‘‘面積 x半径'’公式と呼ぶことにする．

h:= Z＋炉（T1-T4)2 (Z = (4SR)り (19) 

とおき，半径公式のときと同じイデアル J= U1,...，丘）に対して hを追加し，

(I, h) = (!1, hふふふ，h) (Y := Rり (20) 

を考える．これに対し，｛r1,r2,T3,T4,Y}~ {s1,s2岱3,S4, S5, Z}の順序でグレブナー基底を計算すると

(I, h) ぅ P(Z) =が— 4s3か＋・・• +D1(s;)Z + Do(s;) (63項） （21) 

という“面積 x公式'’公式 (Dj(s;)E Z[s1,...,％］）を得る．

3.4 もうひとつの“面積 x半径’'公式の導出

nが奇数のときには， s5= ai ・ ・ ・ ag →《玩＝釘 ·••a5 Z=(4SR)2→ z=4SRという僅き換えに

より，以下の因数分解が可能となる．

P(Z) ＝ーcp(z)• cp(-z) (z = 4SR) 

cp(z) = 月 -2s記＋ （Si +4況）甚z4+ -• • (18項）

この cp(z)を直接求めるには，式 (20)における fs,hの代わりに

且：＝ふ＋i炉 (T1-T2 + T3 -T4) 

h' := z+iR刊冗一刀）

(22) 

(23) 

を用いて，イデアル (f1,f2,f3,f4,f{，h＇）において変数｛巧， T2汀3,T4,R}を消去すればよい． Q(i)を係数と

するグレブナー甚底は通常の組み込み関数では計算しづらいので，ここでは終結式による消去を行うと，結

果の因数分解が必要ではあるが，計算自体は一瞬で終わり， 18項の cp(z)が求められる．

注意 1

円内接六角形 (n= 6)の場合は，半径公式・面積公式・“半径 x面積”公式に対して，同様の立式が可能で

あるが，グレブナー基底計算で消去を行うことは困難のようである．「終結式による消去を行って，因数分

解により真の因子を取り出す」という方法であれば，それぞれ， Y=R叫X= (4S)汽Z= (4SR)2を主変

数とする 7次多項式が求められる．ただし， y'sr,= S1 ・ ・ ・ 85をすでに含んだ式になっているので， z=4SR

に関する多項式表現は存在しない．
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4 “面積 x半径'’公式 (n= 7)の導出

円内接七角形 (n= 7)に対する各公式のうち，最も項数が少ないものは， z=4SRに閲する 38次式であ

る汎z)なので，これを n=5のときと同様に求めてみる．まず S;,T]の関係式を求める．

fl = S1 ＋炉（ー14十冗＋叫

h = s2 -R刊77+T直＋・・・・・・）

f3 ＝的＋R6(-210+ T直＋......)

f4 = S4-R8(294+Tげ4+......) 

f5 = S5 +R叫ー196+ T1T3 +・・・...)

f5 = S5 -R叫49 十町乃＋・・・•..)

ff = 匹＋ iが（巧一乃十乃ー T4 ＋乃—叫
h':= z+iが(Tl-T6) 

(24) 

次に，イデアル (f1,f2Jふf4,f5,f5,f1,h')において，変数{Tt,..．汀6,R}を消去する．実際の計算の CPU

時間としては，終結式に約 1,000秒，因数分解に約 10,000秒かかり，合計約 3時間で次の式が求められた．

cp(z) = z38 -8s3z36 + • • • (31,590項）

E Z[s1,..., sか巧][z]
(25) 

筆者の前論文 [5]では，数値補間によりこの cp(z)の計算に成功しているが，未定係数法から導かれる整数

上の大規模な連立一次方程式を解く必要があり， CPU時間の累計は約 17日であった．これに対して，今回

の定式化 (24)は，計算時間の大幅な短縮に役立っているといえる．

注意 2

Maleyほか {1]は，任意の nに対し，次の関係をみたす多項式 u,v（組み合わせの個数の式から合成したも

の）を構成し， MainIdentityと呼んでいる．

図）＇
1 1 

-x)is; = ~U(r2x)2 +（芦x-~)V(r2x)2 
4 4 

i=O 

n=5で示せば，

左辺＝ So-S立＋ S2X2-S3企＋ S4が― S5炉

であり，一方で，右辺を展凋し xについて整理，係数を比較すると， To＝巧＝ 1に注意して，

S5 = -RlO伝一乃＋乃ー百）2

S1 = -R2(-10十巧十冗）

(26) 

(27) 

(28) 

となり， Robbinsの導いた閲係式 (13)と同じものが得られる．ここで，式 (26)の右辺第 2項が因数分解で

きていることが本質的であると指摘し，面積公式の計算を判別式の計算に帰着させている．

注意 3

n=7の場合の‘而積 x半径’'公式は， z= 4S R, Z = z2 = (4S Rげを主変数として，以下の多項式となる．

ゃ(z)

P(Z) 

z38 -8s3戸＋・ ・・+E戸十 E。(31,590項）

z3s -l6s3z37 十 •··+D1Z+D。 (973,558 項）

一沢z)r.p(-z)

(29) 
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ここで，

S1 = ar +···+a~,..., S7 = a『•.． a条（ふ＝ a1 ・ ・ ・ a7) 

Ej E Z[sい...'S6,右]),Di E Z[s1,..., s6, s叶）

である．この結果から，‘面積 x半径’'公式の計算では，

• nが奇数のときは，式のサイズが小さい r.p(z)から求めるのが効率的である

• nが偶数のときは， r.p(z)が存在しないので， P(Z)を直接求めるしかない

ということになり，上記の議論がn=8には直接適用できない点に注意が必要である．

5 まとめと今後の課題

(30) 

本研究では， Robbins[6]が最初に行った定式化を再検討するような形で以下の試みを行い，結果として，

一定の成果が得られた．

(i)辺長の対称式と複素平面上で考えた対称式の関係を利用して計算を行う．

S1 = ai+··•+a;,,...,Sn= ai-••a;, 

巧＝ q1+ ・ ・ ・ + qn, • • •, T n = q1 ・ ・ ・ qn = 1 
(31) 

ただし， q］＝VJ+1/vJ 的は複素平面上の円周上の点）である．

(ii)これまでは，「辺長 a;で表わされた多項式を求めたうえで，基本対称式 S;による表現に変換」してき

たが，最初からより簡潔な表現を求めることを試行した．

(iii)実際に， n=7の“面積 X半径'’公式の計算に成功した点は成果といえる．以前の論文 [5]では，数値

補間で約 17日の CPU時間を費やしていたが，今回は終結式＋因数分解により CPU約3時間で計算

が終了したので大幅な改善になっている．

(iv)残された課題は， n=8の“面積 X半径'’公式である．今回用いた計算方法の工夫は， nが奇数のと

きのみ利用できるものなので， n=8のときには直接の拡張ができない．依然として，これは未解決

間題として残っている．

5.1 円内接八角形に対する数値補間計算の現状

n=8の場合の“面積 x半径’'公式のうち，数値補間では，係数 b16,．．．」入が，その大きさから計算不

可能となっている．

吟+)（Z) = z3sー l6s3炉＋加z36十．．・+加z17

＋ （加炉＋・・・＋叩）＋b。
このうち，現在の環境で計算可能な係数の最大項数は，

D17 102,247項（候補となる単項式は 125,054個）

恥 554,173項（根と係数の関係によるので，例外）

(32) 
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となっている．計算不可能な範囲における数値補間のための行列サイズは，

jj16 : 165, 235 ・ ・ ・→ （単調増加）・・・ →D1 : 4, 116, 544 

となっていて，計算資源を無限に投入できるのであれば求められる可能性はあるが，現実的な解法とはいえ

ない．したがって，消去計算に逆戻りではあるが，以下の問題が検討課題となる．

問題 1

n=8の場合は，式 (20)に相当するイデアルは (I,h)= (!1,---,fs,h)となる．これらは，辺長 a;を含ま

ない {si巧｝の閑係式となっているが，ここから乃を消去できないか？

5.2 Robbinsの面積公式 (n= 5, 6)導出法との関係

Robbins[6]では，面積公式を導出するのに，以下のような式変形を行っている． S1,...,85を6次の墓本

対称式，匹＝ー4炉として，以下を構成する．ただし， crossingparity cの値は， 0（五角形）・＋1（凸六角

形） • -1 （非凸六角形）をとるものとする．

t1 = S1 

t2 ー砂＋ ti/4-U2 

t3 的＋t山／2-E・ 2亨 (33) 

t4 -S4 + t§/4 + e. tl《
t5 S5 + E ・ t2yS5 

このとき，不定元 zに関する 3次多項式四＋ t3z+ t4召＋t5z3の重根条件（判別式）から

t釘— 4叫43 -4t加＋ 18叫 3t4t5-27u詞＝ 0 (34) 

という匹（面積）に関する 7次方程式を得る，というのがRobbinsの結果である．したがって，この方法を

“面積 x半径”公式の場合にも適用できないか，というのがもう一つの検討課題である．

問題 2

上記のように導出した 3次多項式四＋ t坪＋ t4丑＋t5砂を， Z= (4SR)2についての闊係式に書き換えら

れないか？

Maleyほか［1]により， n= 7,8の場合は，「5次形式の重根条件」に帰羞するが，こちらも“面積 x半径”の

式に書き変えられないか，検討が必要である．
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