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Abstract 

We propose algorithms for decomposing multivariate polynomials using polynomial factorization 

in special cases. 

1 はじめに

数式処理の問題の一つとして，与えられた多項式を多項式の合成の形で表現する問題が研究されてきた．

入力多項式が多変数かつ斉次の場合の問題を解くアルゴリズムはFaugereand Perret [1, 2]により提案され

ており，多くの問題を解くことができる．しかし，グレブナー甚底計算が必要であることや，変数の個数

が少ない場合には入力多項式が合成の形で表現できるか否かによらず，アルゴリズムが失敗することなど，

課題がいくつか残っている．本稿では，特別な場合における因数分解を利用したアルゴリズムを提案し，ま

た先行研究のアルゴリズムでは失敗する問題が解けることを紹介する．

2 定義

本節では，本稿を通して用いる記号，用語の定義を行う．

注意 1

以後， Kを体とし， f= (fぃ•.．， fu) E K[x1, ・・・心mド， h= (hぃ加） EK[x1,・・ ・心mドにおいて，各々の

成分は K線形独立であると仮定する．
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定義 1

f = (/1,--・,fu) E K[x1,--・ 心m]uが次数nの斉次式系であるとは，全ての 1：：：：： i ：：：：： uで'f;が次数nの

斉次式であることをいう．このとき， fの次数を deg/=nとかく．

項順序くに閲する p,qのS多項式を Sく(p,q)と表す．ただし，項順序を明示する必要がないときは単に

S(p,q)と表す．

coeff(p，呼）を pの研における係数とする．

3 扱う問題

本稿で扱う問題は，以下の通りである．

問題 1

次数n= rsの斉次式系 f= (!1,--・,fu) E K[x1,--・,x叫叫ただし r,sE N:::,2,が与えられたとき，

f=goh=(g1(h1,--・ ，加），・・ ・,9u(h1, ・ ・ ・，加））

なる次数r,sの斉次式系gEK[xぃ・・,xd]u, h E K[xぃ・・・，Xm]dが存在するか判定し，存在するなら g,h

を求めよ．

定義 2

f = gohとなるとき，（g,h)をfのdecomposition,g, hをそれぞれleftcomponent, right component 

という．

主結果として， gが二変数， hが多変数の状況で，問題 1を解くために利用できる性質を示し，その性質を

用いて問題 1を解くアルゴリズムを二通り提案する．

4 準備

decompositionアルゴリズムは，大きく以下の二つのステップに分けられる．

1. fから hを計算

2. f,hから f=gohを用いて gを計算

一般に 1の方が難しいため，先に 2について述べる．

4.1 gの計算法

f,g,hは斉次式系であるから， deg/=degg ・ deghが成り立っ．ゆえに， f,hが既知なら deggが確

定する．すると， f=gohの係数比較により gの係数を変数とする連立線形方程式が得られるため，これ

を解けばgが計算できる．



106

例 1

f = (llx4 -26丑y+16xゲ，4x4-2丑y-4xゲ）， h= (41x2 -54xy, xy)とする．このとき， degg= 2 
であるから， g= (a1丑＋a2xy+ a3y巴b1丑＋b2xy+ b3炉）とし， f=gohから得られる以下の連立線形
方程式を解けばよい．

4.2 genericityと同値性

11 -l68la3 = 0, 

-26-41四十4428的＝ 0,

16 -a1 + 54a2 -2916四＝o,

4 -1681妬＝ 0,

-2 -41b2 + 4428妬＝o,

-4 -b1 + 54b2 -2916妬＝ 0.

hの計算法において必要な概念を導入する．まずは，［1,2]で用いられている genericという概念である．

定義 3

性質 Aがgenericであるとは，射影空間の空でない Zariski開集合 0が存在して， 0の任意の点に対して

性質Aが成り立つことをいう．

次に，同値性についてである．

定義 4

h,h'E K[x1,・・・,xm]dをs次斉次式系とする． hとh'が同値であるとは，以下が成り立つことをいう．

ヨAE GLd(K), h'= hA. 

f =gohとすると， f=go h = g(xA-1) o (hA) =: g'oh'より，（g',h'）も fのdecompositionになる．

decompositionを考える上で定数倍の違いは無視してよいから，斉次式系をある射影空間の点と同一視し，

fから hと同値な h'がgenericに構成できることを示す．

5 主結果

以下が，主結果である h'の計算に利用できる性質である．

定理 5

以下， X1> ・ ・ ・ > Xmなる lex順序を考える．

h = (h1，加） EK[x1,・・・,Xmドを s次斉次式系， p=G1oh,q=G2oh (G;EK[x,y], i=l,2)をt

次斉次式とする．また， coeff(p，吋）， coeff(q,xl),coeff(h;,xf) # 0 (i = 1,2)と仮定する．このとき，以
下が成り立っ．

S(h1,h2)J+l I S(S(h1,h2)1p,S(h1,h2)jq) (jENU{O}). 

また，ある斉次式 G'EK[x,y]が存在して，以下のようにかける．

S(S(h1, hザp,S(h1,h2)1q)
=G'oh. 

S(h1，加）J＋1

証明には，いくつかの補題を用いる．
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補題 6

G1,G2 E K[x,y]とすると， G1I G2 ===} G1 oh I G2ohが成り立っ．また，ヨGEK[x,y], (G2oh)/(G1oh) = 

Gohが成り立つ．

証明 G1I G2なら，ヨGEK[x, y], G2 = G1Gとかける． X= h1, y =加を代入すると， G1oh I G2 oh 

及び(G2o h) / (G1 o h) = G o hが分かる． I 

補題 7

f,gを斉次式として， fをgで割ることで得られる商と余りをそれぞれq,rとすると， q,rはいずれも斉次

式(0もありうる）である．

証明割り算アルゴリズムにおける商，余りの更新の仕方から明らか．

注意 2

p,qが定理5の仮定を満たすとき，

1 1 
S(p,q)=~p-~q 

coeff(p, xi)" coeff(q, xi) 

であるが，記法を簡潔にするため，証明中ではこれを coeff(p,xl)coeff(q, xl)倍した

ー

coeff(q, Xi)p -coeff(p, Xi)q 

をS(p,q)とする（定数倍の違いは結論に影響しない）．

以上の準備の下で，定理5を証明する．

証明まず， j=Oの場合を証明する．

S(p, q) = coeff(q, xi)p -coeff(p, xi)q 

= coeff(q,xi)G1 oh-coeff(p,xi)G2 oh 

= (coeff(q, xi)G1 -coeff(p, xi)G叫oh,

S(h1, h2) = coeff(h2, xf)h1 -coeff(h1, xf)h2 

= (coeff(h2,xf)x -coeff(h1,xf)y) oh. 

補題 6から， coeff(h2,xf)x -coeff(h1, xf)yがcoeff(q,xi)G1 -coeff(p, xi)G2を割り切ることを示せばよ

ぃ． c = coeff(hぃxi),d = coeff (h2, xi)とすると，簡単な計算から

coeff(p,xi) = G1(c,d), coeff(q,xi) = G2(c,d) 

が分かる． r.p= coeff(q, xi)G1 -coeff(p, xi)G2 = G2(c, d)G1 -G1 (c, d)伍を dx-cyで割ると，

ip = (dx一⑳）心十m (*) 

と表せて， mはどの項も x= lm(dx -cy)で割り切れないか0である．従って， mEK[y]である． m# 0 
と仮定して矛盾を導く．補題7から mは斉次式なので，

玉tE K¥{O}，:lr EN, m = ayr 

とかけて， m(d)= adr -/c 0である．一方，（＊）において x=c,y=dを代入すると，ゃ(c,d)= Oより
m(d) = 0となり矛盾する．よって m=Oである．
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一般のjの場合を示す． e= lc(S(h1, h2)j)とすると，

S(S(h1, h2)Jp, S(h1, h2)jq) 

= e • coeff(q,が）S(h1,h汀p-e • coeff(pぷ）S(h1,hがq

= eS(h1,h2)jS(p,q). 

ここで， j=Oの場合より S(h1,h2)I S(p,q)であるから，

S(h1，加）j+lI S(S(h1, h1)jp, S(h1, hがq)

がいえる．また， j=Oの場合より，

S(p, q) 
ヨGE K[x, y], ~ = Goh 

S(h1，加）

とかけるから，

S(S(h1, h2)ip, S(h1, h2)iq) 

S(h1，加）j+l

eS(p,q) 

S(h1，加）
= ~ = e(G oh)= (eG) oh. 

よって， G'=eGとすればよい． 1
 

5.1 hの計算法

hの計算法について述べる． f= g oh (g E K[x,y]u,h E K[x1, ・ ・ ・,x叫叉uEN：：：：サとする．

定理5のj=Oの場合から，

S(Jk, fk+1) = S(h1, h叫V1ょ（1：：：：： K ：：：：： r —り

とかけて， V1,kはhをrightcomponentとする合成の形でかける．定理5のj=lの場合から，

S(S(fふfk+1),S(Jk+l, fk+2)) = S(h1, h2戸V2,k (1 ::::: k：：：：： r -2) 

とかけて， V2,kはhをrightcomponentとする合成の形でかける．同様に，定理5を繰り返し適用するこ

とで，

Fune(!, r) = S(h1,加）r-lVr-1,1

という形に因数分解できることが分かる．ただし， Fune(!,r)は次ページのアルゴリズム 1の出力である．

hi = S(h1，加）， h;= Vr-1,1とすると，構成の仕方から hi,h;はhぃ加の線形結合でかける．すると，あ

る正方行列M により以下のように表せる．

(h~,hり＝ （h1,h2)M. 

detM = 0はg,hの係数を変数とする代数方程式を定める．ゆえに， h,h'が同値（⇔detMi= 0)である
ことはgenericな性質である．



109

注意 3

以下のアルゴリズム 1は，以下の形の多項式を出力する．

Fune(/, 3) = S(S(11, h), S(hふ））, Fune(/, 4) = S(S(S(fぃf2)，S(f2,f3))，S(S(f2ふ），S（f3,fり））．

i = (h ・ ・ ・, !u)とすると， Fune(!,r) = S(Fune(f, r -1), Fune(/, r -1))が成り立つことに注意する．

アルゴリズム 1

Input:/= (!1, ・ ・ ・,fu) (u E尼）， rEN

Output: a1 

for i = 1, ・ ・ ・, r do 

ai ← fi 
k ←r-1 
while k i= 0 do 
for i = 1, • • •, k do 

ai ← S(ai,ai+1) 
k ←k-1 
return a1 

5.2 定理5の仮定について

定理5を適用するには， f,hが以下の仮定を満たす必要がある．

1. coeff (f j, x『)#0 (j=l,・・・,u) 

2. coeff(hj,xf)-#0 (j=l,2) 

以下の命題は， 1の条件を満たすことのみ確認すればよいことを意味する．

命題 8

f =gohが1を満たすとすると， 2を満たす fのrightcomponent h'が存在する．

証明以下の変換S1,S2, T1，花を考える．

S1: (x,y)→(X + y, y), S2 : (X, y)←(x -y, y), 

T1: (x,y)→(x,y+x), T2: (x,y)→(x, y -x). 

S1 o品＝T10T2=(x,y)が成り立つことに注意する． 2を満たさない場合を 3つの場合に分けて考える．

• coeff(h1，研） ＝0, coeff(h2, X5) # 0のとき：

f =go h = (goふ） o(S2 oh)とかけて， S2o h = (h1 -h2，加）である． coeff(h1-h2，が） ＝ 

coeff(-h2,が） ＃0, coeff(hぁが） ＃〇なので， S2ohは2を満たす．

• coeff(h1，が）＃ 0,coeff(h2,が） ＝ 0のとき：

上と同様の議論により， T2ohは2を満たす．

• coeff(h1，が） ＝0, coeff(h2，が） ＝ 0のとき：

定理5の証明から， coeff(Ji，砂） ＝91(c, d)である．ここで， c= coeff(h1，匹）， d= coeff(h2, x5)で

ある．今， c=d=Oであり， 91は斉次だから， 0# coeff(fぃ呼） ＝ 0となり矛盾するので，この状

況は起こり得ない．

ー
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fが1を満たさないときの二つの対処法を述べる．

•変数変換

a EK, 2 :S: iさmに対し， f'=f(x1,・・・,xi-1,xi+ax1ぶ＋1,・..,Xm)とする． f'のdecomposition 

(g',h')が存在するなら， h= h'(x1, ・ ・ ・, Xi -ax1, ・ ・ ・, Xm)とすると，（g',h)はfのdecompositionに

なる．ゆえに， fが1を満たさないときは，適当な a,iをとり， 1を満たすような f'のdecomposition

を考えればよい．ただし，係数体の位数が小さいときは必ずしもこのような a,iがとれるとは限ら

ない．

•項順序の取り替え

定理 5において X1> ・ ・ ・ > Xmなる lex順序を考えていたが，例えば砂＞．．．＞ Xm> X1なる

lex順序でも，同様のことが成り立つ（係数の条件において， X1をX2に置き換えればよい）．ゆえに，

coeff(fj,xf)=I=〇 （j=l,---,u)なる変数Xiを先頭とするような lex順序を考えればよい．

6 アルゴリズム

定理5を用いて，二通りの decompositionアルゴリズムが構成できる．

アルゴリズム 2

Input : f E K[x1, ・ ・ ・,%]叉r,sEN咋

where f =go h (g E K[x,y]u, h EK［互...'%]叉 uE Nc'.r) 

Output: h' 

1.必要なら， 5.2節の対処法を適用する

2. Func(f,r)を計算

3. Fune(!, r) = S(hぃ加）r-lV と因数分解し， h~ = S(hぃ加）， h;= Vと定める

4. return (h~, hり

アルゴリズム 3

Input: f E K[x1,・・・ 9 %]叉r,sEN匹

where f =go h (g E K[x, y]u, h E K[x1,・・・ 心m]叫u E Nc'.2) 

Output: h' 

1.＜，--<: sく(!1ふ）ヂふ(f1,f2）なる項順序
必要なら， 5.2節の対処法を適用する

2. S<(fiふ），ふ(!1ふ）を計算

3.これらを因数分解し， h¥.=Sく (h1 ，加）， h~=S-<(hぃ加）と定める

4. return (h¥., hら）
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アルゴリズム 2,3の違いは以下の通りである．

•アルゴリズム 2

ー入カリスト長がr以上でなければならない

ー因数分解が一回で済む

•アルゴリズム 3

ー入カリスト長が2以上であればよい

ー因数分解が二回必要になる

共通する性質として，ほとんどの場合に fのrightcomponentを計算できる．

系 9

アルゴリズムの出力を h'とすると， h'がfのrightcomponentであることはgenericな性質である．

証明 5.1節の議論より従う． ー

6.1 計算例

先行研究のアルゴリズムでは計算できない例を計算する． f=（企＋丑y+2x2炉＋x炉＋炉，丑＋3砂y+

3x2炉＋3x炉＋炉） EQ[x,y門は二つの二次斉次式系を合成したものである． fに先行研究のアルゴリズム

を適用すると失敗する（四次式の decompositionの計算では五変数以上であることを必要とする）．

アルゴリズム 2でfのdecompositionを計算しよう． Fune(!,2)は以下のように因数分解できる．

Fune(!, 2) = -xy(2x2 + xy + 2炉）．

h'=(-xy,2丑＋xy+2炉）と定める． f= g'oh'から得られる連立線形方程式を解くと，以下のように g'

が計算できる．

g'= (-~ + ~'-~ -xy + ~) 
(g',h')はfのdecompositionである．

7 おわりに

本稿では， gが二変数， hが多変数の状況で，二通りの decompositionアルゴリズムを提案した．今後の

課題として，いずれのアルゴリズムでも対応できない入カリスト長が1の場合の対処法と， gが三変数以上

の場合への結果の拡張について考える．
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