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Abstract 

Two algorithms for computing comprehensive Grabner systems are merged by utilizing parallel 

processing. A new framework for computing comprehensive Grabner systems is given by using the 
multi-core architecture of modern computers and combining parallel processing through the computer 
algebra system Risa/ Asir and the OpenXM Asir server. The effectiveness of the approach is also 

discussed. 

1 はじめに

本稿では，複数の包括的グレブナ基底系計算アルゴリズムを並列計算機能を用いて融合し，その効率性に

ついて計算実験を行う．

包括的グレブナ基底系はパラメータ付きイデアルの解析に役立つ．包括的グレブナ基底系計算アルゴリズ

ムは大きく分けて 4つ存在する．初めて包括的グレブナ基底が紹介された 1992年の Weispfenningの論文

[18]では S多項式を計算する際先頭項がゼロがゼロでないかで分けて計算する方法が提案された． 2001

年には Suzuki-SatoのAlternativecomprehensive Grabner bases (ACGB)[15]において， vonNeumann正

規環を係数ドメインとする多項式環のイデアルのグレブナ基底と包括的グレブナ基底系を同一視できるこ

とが示された．さらに， 2006年， Suzuki-Sato[l7]によりブロック項順序を用いて多項式環を係数ドメイン

とする多項式環のイデアルのグレブナ基底を繰り返し行う方法が紹介され，これはグレブナ基底の安定性

理論を用いた画期的なものであり，アルゴリズムのシンプルさと計算効率の良さが目立ったものである．そ

して， 2024年Nabeshima[ll]ではイデアルの安定性理論を用い，有理関数体を係数とするグレブナ基底計

算とイデアル商計算を繰り返し行う方法が発表された．これらの計算アルゴリズムはそれぞれ改良され続

け，より良いものへと研究が進んでいるが，包括的グレブナ基底系の計算時間は問題とアルゴリズムに依存

する．
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そこで，この4つの包括的グレブナ碁底系アルゴリズムの中でも，イデアルの安定性理論を用いたSuzuki-

SatoとNabeshimaのアルゴリズムが速いと言われているため，それらの融合を試みた．現在のコンピュー

タは複数のコアを持っているため，それらを用いて複数のアルゴリズムを並列計算を用いて融合する．本研

究では，複数アルゴリズムを融合したプログラムを複数作成し，その有効性について解析を行った．また，

ゼロ次元での計算に特化している 2003年Sato-Suzuki-Nabeshima[14]と1997年のKalkbrenerの結果も用

いた．前者は 2007年に Kurata-Noro[5]によりすでにプログラムが存在するのでそれを使用した．

2 準備

本稿では，次の記号を使う． Qを有理数体とし， Cを複素数体とする． X= X1,．．．，％を変数 f=t1,..,,tm

をパラメータとし，また xnt= 0とする． K を体 (Qを想定）とし， LはK を含む代数的閉体(Cを想
定）とする．また， pp(x), pp(t), pp(t, X)をそれぞれの変数集合 X,t, t LJ Xからなる項の集合とし，項順序

をペア（ぺt,t）で表したものは t≪ Xとなるブロック項順序を意味し， pp(t)における項順序は -<tで
あり，変数 pp(x)における項順序は→：となる． fE K[t][x]（係数が多項式環 K[t]にあり主変数は X)

のとき項順序→ェに関して fの先頭項，先頭係数，先頭単項をそれぞれ ltx(f),lex(!), lmx(f)で表す．ま

た，多項式 fはK[t,x]の元とみなすこともできるので，この場合，項順序 -<t，のにおける fの先頭項，先

頭係数，先頭単項をそれぞれ ltt,x(f), leぃ(!),lmt,xU)で表す． FをK[t][x]の部分集合とする．このとき，

lcx(F) := {lex(!) I f E F} C K[t], ltx(F) := {ltx(f) I f E F}とする． f1,．．．，flE Rとしたとき (Rは単

位元を持つ可換環），記号<・〉の定義を〈fi,...,fz):=｛区:=1h』 |h1,...,hzER}とする．
任意の元 aE Lmに対して，特化準同型写像四： K[t]→Lを定義するもちろん，この写像は自然な拡
張として咋： K[tl[x]→L[x]とも考えることができるのでこの意味としても同じ記号を用いる．写像ぴで
のイデアル Ic K[tl[x]における像は CY(I):= { CY(!) I f E J}こL[x]である．多項式 Ji,...,fk E K[t]に
対して， f1,．．．ふによって定義される代数多様体を V(fぃ．．．，九）とする．すなわち， V(f1,...,fり：＝

{a E Lm If咽） ＝・..= f虚）＝ 0｝である．
本稲では，代数構造的集合を V(!1,..., A) ¥V (g1,...,gz)こLmで表し，セル (cell)と呼ぶ（ただし，

fi,...,fk,g1,...,gz EK[t]である）．また， IcK[x]をイデアルとするときv7はIの根基とする．

定義 1（包括的グレブナ基底系）

FをK[t][x]の有限部分集合，釦，．．．，釦を Lm上の代数構造的集合（セル）， G1,...,GzをK[t][x]の有

限部分集合とする．このとき，有限部分集合 g=｛（釦，G1)，．．．，（釦，Gl)｝が u;=1Ai上で〈F〉の包括的グ

レブナ基底系 (ComprehensiveGrabner System (CGS)）とは，次の条件を満たすときである．

•任意の i,j E {1, 2,..., l}においてふn釣＝0である．（i=J j) 

•各 l<;i<:::l に対して，任意の a E AiとgE Giにおいて， ltx(g)= ltx（五（g))かつ位(Gi)がL[x]

上のイデアル〈びa(F)〉のグレブナ基底である．

また，各（心Gi)をgのセグメントという．もし u:=1ふ＝ Lmであれば， gを単に〈F〉の包括的グレ

ブナ基底系という．

包括的グレブナ基底系の計算アルゴリズムは大きく分けて4つ存在する．（下線は本研究で使用したもの．）

• Weispfenning-Montes : S多項式を計nする際，先頭項がゼロかゼロでないかで分けてグレブナ基底
を計算する方法

1992年Weispfenning[18],2002年Montes[7],2003年Weispfenning[19],2006年Montes[6],2010年

Montes[8] 
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• Alternative Comprehensive Grabner Basis(ACGB) : von Neumann正規環を係数環とする多項式環

のイデアルのグレブナ基底を計算する方法．

2001年 Sato-Suzuki(DCGB)[15], 2003年 Suzuki-Sato(ACGB)[16,20], 

2003年 Sato-Suzuki-Nabeshima(DCGB,ACGB-V)[13, 14], 2007年Kurata-N oro(DCGB) [5] 

• Suzuki-Sato :ブロック項順序を用いて多項式環を係数環とする多項式環のイデアルのグレブナ基底

を繰り返し計算する方法

2006年Suzuki-Sato[l7], 2007年Nabeshima[9],2010年 Kapur-Sun-Wang[4],2012年 Nabeshima[lO] 

• N abeshima :有理関数体を係数とするグレブナ彗底計算とイデアル商計算を繰り返し行う方法

2024年 Nabeshima[ll] 

今回はイデアルの安定性理論を用いた Suzuki-SatoとNabeshimaのアルゴリズムが速いと言われている

ので，それらを融合する．

ここでは Suzuki-Satoアルゴリズムを改良したKapur-Sun-Wang[4]の包括的グレブナ基底系計算アルゴ

リズムを紹介する．まず，使用する MinimalDickson basisを定義する．

定義 2(Minimal Dickson basis) 

pp(x)の項順序--<を固定し， F,GをK[t][x]の有限部分集合とする．以下を満たすならばFc K[tl[x]はG

のMinimalDickson basisであるという

•F が G の部分集合である．

•任意の gE Gに対して ltx(g) lltx (f)となるような jEFが存在する．すなわち，〈ltx(F)〉＝〈ltx(G)〉

である．

•異なる任巖の丘 f2 E Fに対して， ltx(f1)Jltx(h)かつ ltx(f叫Jltx(fけである．

Kapur-Sun-Wangのアルゴリズムは次の定理に基づいている．

定理 3(2010, Kapur-Sun-Wang) 

EC  K[t],F C K[t][x]を有限部分集合とする． pp(x)上の項順序--<Xに関する〈FUE〉のグレブナ基底をG

とする． G1=G¥Gn〈E〉とし，伍の MinimalDickson basisをG2,h = lcm(lcx(g)lg E G2)とする．こ

のとき，任意のaE V(E)¥ V(h) c Lmにおいて， <7a:(G2)は〈四(F)〉の女に関するグレブナ韮底である．

定理 3は〈FUE〉のグレブナ騒底Gの計算がメイン計算である．次に， Nabeshimaの包括的グレブナ基底

系計算アルゴリズムについて述べる． Nabeshimaのアルゴリズムは次の定理に基づいている．

定理 4(2024, Nabeshima) 

EC  K[t],F C K[t][x]を有限部分集合とする．〈E〉のK[t]における極大独立集合をuとし， K(u)[t¥u,x]で

t¥u ≪ Xに関するブロック項順序(--<t¥u,合）で〈FUE〉のグレブナ基底Gを計算する． G1= G¥Gn〈E〉,G1
のMinimalDickson basisをらとする．イデアル商〈FUE〉:〈Gりの簡約グレブナ基底SをU≪ t¥u ≪ X 
のブロック項順序で計算する．また， h= lcm(lcx(g)lg E G砂とし， SnK[u]から 1つ元qをとる．この

とき，任意の aE V(E)¥ V(h ・ q) c Lmにおいて， <7a:(G2)は〈びa:(F)〉の --<Xに関するグレブナ基底である．

これは，〈FUE〉のグレブナ基底Gの計算と，イデアル商の簡約グレブナ基底Sの計算がメインの計算

である．

次に，〈E〉cK[t]がゼロ次元の場合を考える．このとき，特別な計算法が存在する．

可換な環 Rが可換な vonNeumann正規環であるとは，任意の aERのとき， a2b= aとなるような

bE Rが存在することである．
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定理 5(2003, Sato-Suzuki-Nabeshima) 

〈E〉をゼロ次元， Fc K[t][x] とする．このとき， K[t]／《面〗は可換な van Neumann正規環となるの

で，〈F〉を (K[t] ／《⑰〗）［x］上のイデアルとみなし，（K[t] ／《⑰〗）［x] 上での〈F〉のグレブナ基底を G とす
る．このとき，任意のaE V(E)において， /J'a(G)は〈四（F)〉のグレブナ基底となる．

これは〈F〉のグレブナ基底を可換なvonNeumann正規環を係数環とする多項式環上で計算する方法であ

り，既に ISSAC2007倉田野呂のプログラムが存在する．

定理 6(1997, Kalkbrener) 

〈E〉CK[t]をゼロ次元， FC K[tl[x] とし，《ぽ〗の素イデアル分解を《⑫y=PlnP2n...nPl とする．

〈F〉 UPi のグレブナ珪底 G' を， K[t,x] において項順序 t~x で計算し， G = G'¥(G'n Pi)とする．この

とき， 任意のaE V(Pi）匹(G)は，〈びa(F)〉のグレブナ基底となる．

凶万の素イデアル分解は高速に計算可能であり，〈F〉UPiのグレブナ基底をK[t,x]で計算することで

包括的グレブナ基底の 1つのセグメントを得ることができる．

3 結果1

前述した定理3,4を組み合わせ，多コアなCPUを持つパソコンで計算を行うことで計算時間が速くなら

ないかと考えた．また，ゼロ次元の場合，定理3と4は本質的に同じであるため，定理3を使用し，かつ，

ゼロ次元特化型である定理5,6の3つを使用する．

3.1 アルゴリズムの融合

F = { ax2 -xy + y叫bxy+y,ax2-y, (b+ l)x炉＋ax}C C[a, b][x,y]を，辞書式項順序y---<ぉに関する

包括的グレブナ基底系を考える．

今までは， 1つの戦略のみを使用していた．図 1では定理3を使用し，セグメント (C八(V(a(a＋炉＋
b)), {(-a -b2 -b)y, -ax -b})が得られた．得られたセグメントの条件から，図 1のようにa＋ザ＋b=O

とa=Oという条件にわけて再度計算を繰り返す．

F={ax2-xy+y汽bxy+ y, ax2 -y, (b + l)x炉＋ax}C IC[a, bl[x, y] l Y--< x l 

l 定理3
(C八V(a(a+ b2 + b)), {(-a -b2 -b)y, -ax -b}) 

a+b2+b=O ／定理3 定理3¥ a=O 
(V（a＋ザ＋b)¥V(a(a旦 6a-b-3)),{-a”―by,(a2 + 6a-b-3)y}) (V(a), {x}) 

定理3 /同じように繰り返す

図 1:今までのアルゴリズム

一方，本研究での提案手法は前述した定理3,4を同時に走らせ，速く結果が得られた方を採用し，その

セグメントの条件を使用して次の計算に入る．しかし，計算速度は間題とアルゴリズムに依存するため，速

いものから得られたセグメント条件を使用しても次の計算も速くなるとは限らない．そこで，医 2に示し
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たように 1回目の計算のみどの戦略を使用するか選択できるように実装した．

F = {ax2 -xy +y2,bxy +y,ax2 -y, (b+ l)xy2 + ax} c IC[a,b][x,y] (Y-< xi 

l並列or定理3or定理4
訊 V(a(a+ b2 + b)), {(-a -b2 -b)y, -ax -b}) 

a+b2+b=O ／並列 並列＼ a=O

(V（a+b豆 b)¥V(a(a2 + 6a -b -3)), {-ax -by, (a旦 6a-b-3)y}) (V(a), {x}) 

並列／同じように繰り返す

図 2:今回の融合のアイデア

計算を繰り返していくうちにゼロ次元である場合が出てくることがある．そこでゼロ次元の場合は前述

したゼロ次元特化版のアルゴリズム（定理3,5, 6)を使用する．

3.2 実装方法

Risa/Asirを使用し，図3のように実装した．入力は，多項式，パラメータ，変数，項順序，タイプの5つと

した．タイプとは， 1回目の計算を選択するためのものであり，以下のようになっている．

Type=O: 2つの戦略を同時に走らせ，速い方を採用

Type=l: 1回目の計算は，定理3(Kapur-Sun-Wang)のみを使用． 2回目以降は 2つの戦略を並列．

Type=2: 1回目の計算は，定理4(N abeshima2024)のみを使用． 2回目以降は 2つの戦略を並列．

図3は実装アルゴリズムである．本章では，戦略1:定理3，戦略2:定理4,ゼロ次元戦略 1:定理5，ゼ

口次元戦略2:定理6を意味する． 1つの計nが終わり，得られたセグメントからゼロ次元かゼロ次元でな
いかを判定し，ゼロ次元でなければ，定理3,4を並列，ゼロ次元であれば，ゼロ次元戦略の定理3,5, 6の

3つを並列させる．最後まで計算が終わったら，それぞれの定理の使用回数，計算時間，包括的グレブナ基

底系，セグメント数などを出力できるよう実装した．

R 

易ニー

図3:実装アルゴリズム
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3.3 並列処理の仕方

これらのアルゴリズムを Risa/AsirのOpenXMを用いて並列する．

return 整数

June 関数名

host 文字列または 0

argO.．． 任意（引数）

dir/command 文字列

id 整数

nlist 数（子プロセス識別子）のリスト

• ox_launch([host [,dir], command]) 

host上で commandを起動し，このプロセスと通信を開始する．引数が 3つの場合， host上で dir

にある OX」aunchというサーバー起動用プログラムを立ち上げる．無引数の場合， hostは0,dirは

get_rootdir()で返されるディレクトリ， commandは同じディレクトリのox_asirを意味する．

• ox_rpc(id, "func'', argO...) 

サーバーがox_asirの場合にのみ使用可．それ以外の場合は， ox_cmo_rpc(）を用いる．

識別子idのプロセスの関数を呼び出す．関数の計算終了を待たず，直ちに 0を返す．

• ox_popJocal(id) 

識別子idが返す値を取り出す．

• ox_push_cmd(id, command) 

識別子idのプロセスに commandを送信する．

• ox_select(nlist[,timeout]) 

識別子リスト nlistのプロセスのうち既に出力を返している，読み出し可能なプロセスの識別子リス

トを返す．

全てのプロセスがRUN状態のとき，いずれかのプロセスの終了を待っ．但し， timeoutが指定され

ている場合， timeout秒だけ待つ．

• ox_get(id) 

プロセス識別子idのプロセスからデータを受信する． ox_push_cmdと組み合わせて用いる．

• ox_reset (id) 

識別子idのプロセスをリセットし，コマンドを受付状態にする．

そのプロセスが既に書き出した，あるいは現在書き出し中のデータがある場合，それを全部読み出し，

出カバッフアを空にした時点で戻る．

子プロセスがRUN状態の場合でも，割り込みによって強制的に計算を終了させる．（returnは1)

• ox_shutdown(id) 

識別子idに対応する遠隔プロセスを終了させ，通信を終了する．

また，計算時間はopenXMの子プロセスは計測されないため，メインサーバーと並列用に子プロセスのサー

バーそれぞれで計測し，使用したものだけを取得・合算する方法を採用した．
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3.4 ベンチマーク

x,y,zを変数，a,b,c,dをパラメータとし，全次数逆辞書式順序として実行した結果から特徴的なものを抜

粋した．

Fl= {y4z + x炉＋x叫y2za企＋4b丑y叫x炉＋炉＋ayz}

F2=｛砂炉＋b炉＋丑y，企y+ax炉＋y，丑y+a丑｝

F3 = {y伍4+c炉＋ax,y5 z + axy + 4bxy, x2炉z4+c炉＋axz}

F4 = {y3丑＋xy+ ax, y5z + axyz + 2bx, xy3砂＋炉＋axz}

F5 = {yい＋ax2炉＋x汽y3召＋a丑yz+ 2bx, xy3z4 +炉＋az}

F6=｛企y+a州＋bxz+ 5y，研y+axデ＋y4,4砂z+x炉＋炉＋bx5丑｝

F7 = {x3炉＋x炉＋ay，呼y+炉＋xy，砂y+b炉｝

単位は CPUsec.で使用OSは， Windows10であり，計算機の性能はCPU:Intel(R) Core(TM) i9-C7900X 

CPU @ 3.30 GHz, RAM: 256GBである．

7つのベンチマーク問題を， Algorithm3（定理3のみ）， Algorithm4（定理4のみ），並列， 1回目定理3

を使用しその後並列， 1回目定理4を使用しその後並列の 5種類で実行した．

定理3 定理4 並列 定理3→並列 定理4→並列

F1 | 0.011429 0.015625 
(3, 0, 1, 0, 0) (4) (3, 0, 1, 0, 0) (4) (2, 1, 1, 0, 0) (4) 

0.011411 0.01855 0.03125 

F2 I 0.28125 5.53125 
(2, 1, 1, 0, 0) (7) (2, 1, 1, 0, 0) (7) (2, 1, 1, 0, 0) (7) 

0.03125 0.078125 0.09375 

F3 I 49.1094 1422 78 
(30, 1, 1, 0, 0) (32) (30, 1, 1, 0, 0) (32) (29, 1, 1, 0, 0) (32) 

17.2656 J 16.2s 190.703 

F4 I over 4days over4days 
(6, 0, 0, 0, 3) (14) (6, 0, 0, 0, 3) (14) (4, 1, 0, 0, 3) (13) 

12.1094 13.2344 888.859 

FS I 0 015625 3158 28 
(3, 0, 1, 0, 0) (4) (3, 0, 1, 0, 0) (4) (2, 1, 1, 0, 0) (4) 

0.0625 0 140625 8309 31 

F6 I over 4days 98.75 
(5, 0, 1, 0, 2) (10) (5, 0, 2, 0, 1) (9) (3, 1, 3, 0, 0) (7) 
r 1.59375 2 92188 2.73438 

F7 5081.09 101.859 
「(3, 0, 1, 0, 0) (10) (3, 0, 1, 0, 0) (10) (1, 1, 1, 0, 0) (9) 
267.172 269.938 318.938 

上記の表の並列箇所は次のような構成になっている．

(1,0,0,0,0) (1) 

0.234567 

上段の 2つの括弧は使用回数（定理3,4,ゼロ次元時の定理3,5, 6)とセグメント数を表している．右図

の場合，定理3が1回，定理4が0回，ゼロ次元時の定理3が0回，定理5が0回，定理6が0回であり，

得られたセグメントは 1つ，実行時間が0.234567CPUsec.である．

この結果を考察する．

Fl全体的に速いので差は少ないが，ゼロ次元戦略を使用する並列が速い．

F2全体的に速いので差は少ないが，定理3と4を使用し，ゼロ次元戦略を使用する並列が速い．
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F3定理4のみより，定理3のみの使用が速いが，並列すると複数種類使用することでより速くなる．

F4 1つの戦略のみ使用する方法では4日以上たっても結果が出ないが，ゼロ次元戦略を使用することで12

秒で結果が出る．

F5定理3のみが速いとでるが，ほぼ誤差の範囲内と考えられる．

F6並列が断然速い．

F7定理4のみが速い．

以上より，今までの 1つの戦略のみを使用する方法より速くなることが多い一方， F7では必ずしも速く

なるわけではないという結果が得られたまた，速さは問題とアルゴリズムに依存するが，どのアルゴリズ

ムが速いかは実行するまでわからないことが多かったが，並列で処理することでその手間が省けるように

なったのではないかと考える．また出力されたセグメント数に注目すると，定理4→並列が他より少ない

ことがわかる．

4 結果2

追加研究として，パラメータの条件に着目した2012Nabeshimaアルゴリズムとの融合を考える．

4.1 新たな安定性

定理3をパラメータ条件に注Hしたものが次の定理である．

定理 7(Nabeshima2012) 

E c K[t], F c K[tl[x]を有限部分集合とする． K[t,x]上でt≪ Xに関する抑l即字で〈FUE〉のグレブナ基底を
Gとする．（xには>--を設定）G¥(Gn〈E〉)を化とし，〈ltx(G1)〉の極小基底をM={m1,...，四｝ cK[x]と

する． Gm,={g E G叶ltx(g)=叫｝（1::; i ::; l)とする．このとき， iiE V(E)¥(V(lcx(Gm1))UV(lcx(Gm2))U 

・ ・ ・ U V(lcェ（叫）））において， CJa(G加 UG四 U・・・UGm,)は〈匹（F)〉の>--に関するグレブナ基底である．

系 8

各Gm,から 1つだけ元giをとる．このとき，｛91,...,9!}はG1のMinimalDickson basisである．

例 1

G = {ax+b,bx+2} E IC[a,bl[x]とする．〈Itェ(G)〉の極小基底は{x}である．ここで定理3(KSW)ではGの

Minimal Dickson basisは{ax+b}であり， MinimalDickson basisの先頭項の最小公倍元はaとなる．すると

得られるセグメントは(C八V(a),{ax+b}）となる．一方，定理7(Nabeshima2012)ではGx= {ax+b,bx+2} 
となり， V(Gx)= V(a, b)となるため，得られるセグメントは (C八V(a,b), {ax+ b, bx+ 2}）となる．
つまり， V(a,b) c V(a)より，訊V(a)c IC八V(a,b)となる．よって，パラメータ空間に着目すると定
理 7(Nabeshima2012)が有利なことがわかる．ただし，グレブナ基底は極小でなく，どの先頭項が消えるか

わからないため，グレブナ基底を用いて何かする際には向いていないことに注意する．あくまで次元の判

定など先頭項だけが関わるものにはよく働く．

同様に定理4(Nabeshima2024)をパラメータに精目して蓄き換える．
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定理 9(Nabeshima2024) 

E c K[t], F c K[tl[x]を有限部分集合とする．〈E〉のK[t]における極大独立集合をuとし， K(u)[t¥u,x]で

t¥u ≪ Xに関する項順序で〈FUE〉のグレブナ甚底Gを計算する．（xには>を設定する） G¥(Gn〈E〉)を
伍とし，イデアル商〈FUE〉:〈G〉の簡約グレブナ基底SをU≪ t¥u ≪ Xの項順序で計算する．〈ltx(G1)〉
の極小基底をM={m1,．．．，四｝ cK[x]とする． Gm,={g E G1lltx(g)＝叫｝（1.:::i.::: l)とすると，この

とき，任意の /iE V(E)¥(V(lcx(Gm,)) UV(lcx(Gm2)) LJ'''UV(lcェ(Gm,))UV(SnK[u]）)においてua(G1) 

は〈ua(F)〉の>に関するグレブナ基底である．

メインの計算は定理4と変わらず．〈FUE〉のグレブナ基底計算とイデアル商の簡約グレブナ基底Sの計算

である．

4.2 アルゴリズムの融合

アルゴリズムの融合アイデアは前述の融合アイデアと変わらない．定理 7と定理9の2つの戦略を並列

で実行し，ゼロ次元のときには定理7と定理5,6の3つを並列実行する．

第4章図3の実装アルゴリズムは，戦略1:定理7,戦略2:定理9,ゼロ次元戦略1:定理5,ゼロ次元戦略2

：定理6を意味する．結果1と同じ例題． F= {ax2-xy+y汽bxy+y,ax2-y, (b+l)x炉＋ax}C C[a, bl[x, y] 

を，辞書式項順序y--<xに関する包括的グレブナ基底系を考える．はじめに，定理7と9を並列すると，セ

グメントさ＼（V(a)UV(a＋炉＋b,(b-2)a+l,aバ6a-b-3)),Gxl）らが得られた結果2では得られ
たセグメントの条件を 1腹に複数計算が可能である．

F={ax2-xy+y汽bxy+ y, ax2 -y, (b + l)x炉＋ax}c C[a, bl[x, y] (y--< x l 

l並列or定理7or定理9
Gx = {ax+by},Gy = {(a+ザ＋b)y,((b-2)a + l)y, (a2 + 6a -b -3)y} 

C八(V(a)UV(a＋ザ＋b,(b-2)a + 1, a2 + 6a -b -3)), Gx U Gy 

a+b2+b=O 

複数計算可能 :[—+26)aa一十二゜＝ 0 ／四」 並八」＼ a ＝0 

同じように繰り返す 同じように繰り返す

図4:追加研究のアイデア

4.3 追加研究のベンチマーク

問題は結果 1と同様のものを使用する．

7つのベンチマーク問題を，定理7のみ，定理9のみ，並列， 1回目定理7を使用しその後並列， 1回目定

理9を使川しその後並列の 5種類で実行した． x,y,zを変数，a,b,c,dをパラメータとし，全次数逆辞』式順

序として実行した結果から特徴的なものを抜粋した．

結果 1では前列すると速くなるのかということに着目したが，ここではパラメータ条件に着目した 2012

Nabeshimaアルゴリズムについてみるため，結果1と結果2の並列処理の実行時間のみを比較する．使用

回数やセグメントに関しては付録に記載する．
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「―| 結果1 結果2

並列 定理3→並列 定理4→並列 並列 定理7→並列 定理9→並列

F1 0.011411 0.01855 0.03125 0.016943 0.02419 0.086021 

F2 0.03125 0.078125 0.09375 0.184191 | 0.199741 
F3 17.2656 16.25 190.703 1.88718 1.76829 

F4 12.1094 13.2344 888 859 13.4438 15.0117 

FS 0.0625 0.140625 8309.31 0.149892 0.210692 
l 

F6 1.59375 2.92188 2.73438 2.38575 2.93486 

F7 267.172 269 938 318 938 1.15073 l 1 33651 1.62618 

全体的に結果 1の並列が速い傾向があるように見えるが，特徴的なものがある． F4,F5は，どちらも並

列が速いが，結果1の定理4→並列と結果2の定理9→並列を比べると結果2の方が速いことがわかる．結

果2は結果 1をパラメータの条件に注目し改良を行なったものであり，複数条件が出た際にそれらを複数

同時に計算できることが強みである．そこで，この 2つの実行途中で得られるセグメントの条件を出力し

てみたところ，先頭係数のリスト内部が分割されているものが一括で計算できるものであり，結果1より速

くなる可能性があるものである． F4,F5はそれが顕著に表れており，実行時間が速くなったのではないかと

考えられる．

5 まとめ

計算実行時間は間題とアルゴリズムに依存するため，複数アルゴリズムを並列し速く出力されたものを

採用する方法は有効であるものが多い．しかし，速く出力されたセグメントが次の計算で必ずしも速くな

らないことも明らかになったまた，出力されるセグメントの数にも違いがみられた．

これまで 2通りの戦略のみの計算法だったが，並列で組み合わせることで更なる計算方法・実装が確立

された．
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