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Abstract 

Algorithms for computing parametric minimal polynomial with respect to a parametric ideal 

are studied in the context of symbolic computation. The key of the algorithms is a comprehensive 

Grabner system. Applications of the algoritms are also discussed. 

1 はじめに

パラメータを持たないイデアルに関する最小多項式の計算は，グレブナー基底を用いることにより構成

可能であり，多くの計算代数システムに実装されている [9]．本研究では，パラメータ付きイデアルに関す

る最小多項式の計算法について考える．鍵となるのは，パラメータ付きグレブナー基底として有名な包括

的グレブナー基底系である．

パラメータを含まないイデアルの最小多項式の計算法としてよく知られている 2つの計算法がある．こ

の2つの方法を包括的グレブナー基底系を用いて拡張し，パラメータ付きイデアルの最小多項式を計算す

る方法を確立した．

2 準備

ここでは，本稿で用いる記号と定義を紹介する． n変数 {xい・・9%}の省略形を xで表わし， m変数

{t1,••·,tm} の省略形を t とし xnt# 0とする．次節以降では変数xを主変数をして扱い変数tをパラメー
タとして扱う． K を体とし， Kを含む代数的閉体を万とする．

係数を K[t]に持つ多項式環を K[tl[x]で表す．主変数 xに関する項順序>--xを固定しfE K[t][x]とす
る．このとき， fの先頭項，先頭係数，先頭単項をそれぞれlpp(f),lc(f), lm(f)で表す．ただし， lm(f)= 
lc(f) lpp(f)である．添え字に主変数のxがあること注意する．また，集合FC K[tl[x]に対して， lpp(F)= 

{lpp(g)lg E F}, lc(F) = {lc(g)lg E F}, lm(F) = {lm(g)lg E F}とする．
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F c K[t]とする．アフィン代数多様体をV(F)= {a EK門f(a)= O,f E F}で定める．また， E,NcK[t]
に対して，本稿では，代数的構成可能集合V(E)¥V(N)を， Aや凶，A，（l：：：：：ピ立）または， B，見（1：：：：： j：：：：： r) 

などでよく表す．

環RをK[t,x]もしくはK[t][x]とする．このとき， Ji,...,fsERとしたとき， fi,...,fsで生成される

イデアルを

〈f1,．..,fs〉=｛苫h;f;I h1,..., hs E R} 
で表わす．任意の元dErmに対して，特化準同型写像を O'a, : K[t][x]--+万[x]とする．これは，変数t

へのaを代人することを意味する．写像ぴaでの集合FC K[t][x]における像は咋(F)=｛咋(f)FE I}で

ある．

本稿で重要となる包括的グレブナー基底系の定義として，次を採用する．

定義 1（包括的グレブナー基底系）

FをK[tl[x]の有限部分集合，釦，知，．．．，A£ を衣mの代数構造的集合， G1,G2,...,CみをK[t][x]の有限部

分集合とする．このとき，ペアの有限部分集合g=｛（釦，Gり，（A2,Cら），．．．，（Ge,Ge)}がuf=1A，上で〈F〉
の包括的グレブナー基底系 (ComprehensiveGrabner system (CGS))であるとは

• i # jにおいて， A;nAj # 0, 

•各 i E {1,...,£}において，任意のaEA;とgEG;で， lpp(g)= lpp（叶（g))かつCYa:(G,）がK[x]上
のイデアル〈CYa(F)〉のグレブナー基底，

であることである．また，各(A;,G,)をgの断片といい，もし， uf=1A;= Kmであれば， gを単に〈F〉の
包括的グレブナー基底系という．

包括的グレブナー基底系を計算するアルゴリズムは論文 [3,4, 5, 6, 7, 10, 11, 13]などで紹介されており，

計算機代数システム Risa/Asir [8]に実装されている．

3 パラメトリックイデアルのためのツールの作成

ここでは，パラメータ付きイデアルに関する最小多項式の計算で必要となるツールを構成する．ここで紹

介するすべてのアルゴリズムは著者により計算機代数システム Risa/Asirに実装されている．

3.1 パラメトリックイデアルの次元

本稿で紹介する最小多項式の計算法2は，ゼロ次元イデアルの時にのみ動作する．そこで，イデアルが

ゼロ次元である保証が必要となる．ここでは，教科書 [2]に述べられているイデアルの次元を復習すると共

に，パラメトリックイデアルの次元判定を行うアルゴリズムを導出する．

定義 2（イデアルの次元）

IをK[x]のイデアルとし， u= {u1,...，叫｝を xの部分集合とする．もし， JnK[u]= {O}であれば， U

をIの独立集合という．また， Iの独立集合uがどのIの独立集合も含まないとき， uをIの極大独立集合

と呼ぶまた， Iの次元dim(J)は次のように定義される．

dim(J) = max{ulu C xがIを法として独立である｝



137

イデアルの次元について次の性質が知られている．

定理 3

IをK[x]のイデアルとし，全次数項順序を固定する．このとき， dim(J)= dim(〈lpp(J)〉)となる．

全次数項順序に関してイデアルIのグレブナー基底Gを計算することによりイデアルの次元は次のよう

に計算可能であることが知られている．

アルゴリズム 1（イデアルの次元）

Specification: dimension(F) 

dim(〈F〉)の計算

入力： FC K[x], 

出力：〈F〉の次元

BEGIN 

{g1,...'9£}←〈F〉の全次数項順序でのグレブナー基底を計算；

for i = 1 to £ do 

狐← lpp(gi)= xf1'x翌・・ •点を構成する変数の集合 {Xil,Xi2, ···,Xis}，ただし， a1,...'°'• ミ 1;
end-for 

M ←{Jc xlj n MJヂ0,jE {1,2,...,£}; 
J'← |J'I = min(IJIIJ EM)となる J'をM からとる；

return n -IJ'I; 

END 

さて，有限部分集合Fがパラメータ tを含む場合，〈F〉の次元は求めるか？パラメータを連続的に変化

させるとドラスティックにイデアルの構造は変化するので，イデアルの次元はパラメータの値に依存するこ

とがわかる．変化すべてを計算するためには，包括的グレブナー墓底系が必要となる．定理 3と包括的グ

レブナー基底系の定義にある “lpp(g)= lpp(a0(g))"から，〈F〉の全次数項順序での包括的グレブナー基底

系を計算したあと，各セグメント毎にアルゴリズム 1を実行する．

アルゴリズム 2（パラメータ付きイデアルの次元）

Specification: para_dim(F, >-) 

パラメータ付きイデアル〈F〉の次元の計算．

入力： Fc K[tl[x]，兄全次数項順序，

出力： ｛（釦，G1ふ），（釦，G2心），．．．，（山，Ge山）｝： VaE心 dim(〈びa(F)〉） ＝d;であり，咋(G;）は〈四(F)〉

の>に関するグレブナー基底

BEGIN 

D←0; 
g←〈F〉のバこ関する包括的グレブナー甚底系を計算；

while g -/= 0 do 
gから (A,G)をとる； g ←訊{(A,G)}; 

の←'DU{(A, G, dimension(lpp(G)))}; 

return'D; 

END 

アルゴリズム 2により，パラメトリックイデアルの次元は完璧に計算される．
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3.2 パラメトリックイデアル所属問題

ここでは，パラメータ付き多項式がパラメトリックイデアルに所属する条件をどのように求めるかを考え

る．多項式fE K[x]とイデアルICK[x]を考える．このとき，イデアル所属問題はIのグレブナー基底
Gを計算し，その Gでfを割った余りがゼロであれば， fはIの元であることがわかる．また， Gで割っ
た余りは一意であり，その余りをfのGによるノーマルフォームという．割り算アルゴリズムの重要な点
はGの先頭項で割り算を行っていることである．すなわち，グレブナー基底の先頭項が消えなければ，通

常の割り算アルゴリズムがK(t)[x]上で使用可能である．

包括的グレブナー基底系の定義に “lpp(g)= lpp(o-a (g)）”の条件があることより，各セグメント毎にK(t)[x]

上で通常の割り算アルゴリズムを適用することで基本的にはパラメトリックイデアル所属問題は解くこと

ができる．しかし，余りがパラメータだけの式の場合，パラメータの条件との整合性を考える必要がある．

この場合は，根基所属問題を K[x,t]で解くことで判定は可能である．

以上の考察から，パラメトリックイデアル所属問題は次のアルゴリズムで解くことができる． EcK[t]

としたとき，《⑰汀ま〈E〉の根基イデアルを表すものとする．

アルゴリズム 3（パラメトリックイデアル所属問題）

Specification: para_membership(f, F) 

パラメトリックイデアル所属問題を解く．

入力： fE K[tl[x], F C K[tl[x], 
出力： Y=｛紅恥，．..山｝， N=｛尉記，．．．，凪｝： Vd €心五(f) E〈o-a(F)〉（1-S: i -S: £). Vb E凪，

⑪(f) ¢四(F)〉（1-S: i -S: r). 
BEGIN 

Y←0; N←0; g←〈F〉の>--に関する包括的グレブナー基底系を計算；

while Qi= 0 do 
gから (V(E)¥V(N), G)をとる； g←Q¥{(V(E)¥V(N), G)}; l*(E, N c K[t])*I 
h←K(t)[x]上でfをGで割った余り；
ifh=Oもしくは hE✓⑰〗 c K[x, t] then 

Y←YU {V(E)¥V(N)}; 
else 

N←Nじ{V(E)¥V(N)};
end-if 

end-while 

return (Y,A「)；

END 

根基所属問題は新しい変数yを用いてイデアル〈EU{l -yh}〉のグレブナー基底を K(x)[t,y]上で計算

し，｛1｝であれば所属することがわかる．

次節で必要となるのは，ノーマルフォームの計算なので，ノーマルフォームのアルゴリズムとしてアルゴ

リズム 3を改良した次を紹介する．

アルゴリズム 4（パラメトリック・ノーマルフォーム）

Specification: para_nf(J, g, >-) 

パラメトリック・ノーマルフォームの計算．

入力： fE K[tl[x], g：対象となるイデアルの>に関する包括的グレブナー基底系．
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出力： Y=｛（釦，Gぃ91)，（知，G2,g2),..., (Ap, Gp, gp)}: Va E心対象となるイデアルのグレブナー基底G,
でのfのノーマルフォームが四(gi)となる．（1さi::; £) 
BEGIN 

Y←0; 
while Qi= 0 do 
gから (V(E)¥V(N), G)をとる； g←切{(V(E)¥V(N),G)}; l*(E, N c K[t])*I 
g←K(t)[x]上でfをGで割った余り；
g'←凶万CK[t]のグレブナー基底でgC K[x,t]を割った余り；
Y←YU {(V(E)¥V(N), G, g')}; 
end-while 

returnY; 

END 

3.3 パラメータ付き連立1次方程式

連立 1次方程式は簡約グレブナー基底を計算することにより解を求めることができる．簡約グレブナー

雄底は行列の行簡約で最終的にたどり着<“簡約な行列’'と対応している．例えば，

{ x :+2：口：：＝102

の場合，〈x-2y + z, x + y -z -1, 2x -y + 3z -2〉の簡約グレブナー甚底系は｛x-ふy-~,z ー｝｝とな
り，連立 1次方程式の解が得られている．

連立1次方程式で唯一解をもつ場合，変数の個数と簡約グレブナー基底を構成する式の個数が同じとなる．

連立1次方程式にパラメータを含む場合も同様に計算することができるが，その場合，包括的グレブナー

韮底系が必要となる．唯一解を持つ場合は，上述したように変数の個数とグレブナー韮底を構成する式の

個数が同じとなるときである．しかしながら，係数環がK[t]がであるので，上記のようなシンプルな形に

はならない．

例えば， a,bをパラメータ， x,y,zを変数としたとき次のパラメータ付き連立 1次方程式を考える．

{ ：尺□□：このとき，〈ax-2y+z,x +y-z-b, 2x-y+3z-2〉の（極小）包括的グレブナー基底系gは次となる．

9 = {(V(2a -1,-b+ 3), {-7y + 3z + 3, -7x -2z + 12}), 

(V(2a -1), ¥ V(b -3), {1}), 

(C八V(2a-1), {(2a -l)z + (-b -9)a + 4b -6, 7y -3z -2b + 3, 7x + 2z -b -9})}. 

このとき， V(2a-1,-b+3)の場合，複数個（無限）の解が存在し， V(2a-1)のとき，解が存在しない

ことがわかる．また， C2¥V(2a-1)のとき，各パラメータの値に対して，解が1個存在することがわかる．

しかしながら， C八V(2a-1)のとき，解の形は複雑でありすぐにはわかりずらい．そこで，包括的グレブ
ナー基底系の定義に “lpp(g)= lpp(aa(g))"の条件があることを思い出そう．先頭係数はゼロにならないこ

となので， C(a,b)[x,y,z]上で{(2a -1)z + (-b -9)a + 4b -6, 7y -3z -2b + 3, 7x + 2z -b -9}の簡約化

を同じ項順序に関して計算することにより，より簡単な式となる．この時のグレブナー甚底は次である．
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{(2a -l)z + (-b -9)a + 4b -6, (2a -l)y + (-b -3)a + 2b -3, (2a -l)x -b + 3} 

ここから，
b -3. (b + 3)a -2b + 3. (b + 9)a -4b + 6 

x =，y = ,z  = 
2a -1'V 2a -1'2a  -1 

を得ることができる．

パラメータ付き最小多項式を計算するときには唯一解が欲しいので唯一解と，そうでない条件を計算す

るアルゴリズムを次にまとめる．

アルゴリズム 5（パラメータ付き連立 1次方程式）

Specification: para_solve(A, F) 

A上での連立一次方程式系 Fの解法．

入力： FC K[tl[x]: 1次式の集合， AcK門

出力： Y={（釦，ふ），．．．，（At,St)}, N = {lIB1，恥，．．．，氏｝： VaEふ，びa(S1)は匹(F)の唯一解となる．
(1さi~ C). Vb E凪，叫F)は唯一解が存在しない．（1~ i ~ r). 
BEGIN 

Y←0; N←0; 
g←〈F〉のA上の（極小）包括的グレブナー基底系を計算；

while Qi= 0 do 
gから (A,G)をとる； g ←鉛{(A,G)}; 

if IGI = n then 
G’ ← GをK(t)[x]で簡約して解を出す；

Y←Yu {(A, G')}; 
else 

N←Nu {A}; 
end-if 

end-while 

return (Y,A「)；

END 

ここでは，包括的グレブナー基底系を用いたパラメータ付き連立1次方程式の解法を紹介した．パラメー

夕付き掃き出し法を実装することも可能であるが，問題によって計算速度と，分割の個数に違いが出る．計

算は可能であるが，より良いパラメータ付き連立 1次方程式の解法はまだ知られていないようである．ア

ルゴリズム 5が速いかどうかは，ここでは問題としないが，計算可能であることは確かである．

4 パラメータ付き最小多項式

本節では，パラメトリックイデアルに対して 2通りの最小多項式を計算する方法について述べる．パラ

メータを含まない最小多項式の定義は次である．

定義 4

IをK[x]のイデアルとし， fE K[x]とする． JJ= {g(z) E K[z]lg(f) EI}とおくと， JfはK[z]のイデ
アルとなる． K[z]は単項イデアル整域であるので，みが 0イデアルでないとき，あるモニックな多項式

町(z)がただ 1つ存在し， Jf=〈μりとなる．このとき，四(z)をfのIに関する最小多項式という．
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4.1 計算法1

IをK[x]のイデアルとし， fE K[x]とする．このとき，新しい変数zを用いて， JU〈f-z〉の簡約グレ

ブナー基底Gを消去項順序 X≫ Zに関して計算することにより fのIに関する最小多項式を計算すること
ができる．すなわち， GnK[z]が空でなければ，そこにzのみの多項式が 1個存在し，それが最小多項式

となる．また， GnK[z]が空であれば0が最小多項式となる．

擬似コードをとして以下にまとめる．

アルゴリズム 6最小多項式の計算法 1

Specification: minipolyl(f, F) 

fの〈F〉に関する最小多項式の計算
入力： fE K[x], F C K[x]. 

出力： gC K[z] or 0: fの〈F〉に関する最小多項式．
BEGIN 

G←X ≫ Zとなる消去項順序で〈FU{f-z}〉CK[x,z]の簡約グレブナー基底を計算する；
if G n K[z] i= 0 then 
g←GnK[z]から元gをとる；
return g; 

end-if 

return O; 

END 

アルゴリズム 6をパラメータ版に一般化するには，包括的グレブナー基底系を用いることにより簡単に

次のように構成できる．

アルゴリズム 7パラメータ付き最小多項式の計算法 1

Specification: para_minipolyl(f, F) 

fの〈F〉に関するパラメータ付き最小多項式の計算
入力： fE K[tl[x], F C K[tl[x]. 

出力： ｛（釦，g1),（知，釦），．．．，（A£飢）｝： VaEA; (1 :C:::: iさ£),aa(f)の〈びa(F)〉に関する最小多項式は四(g;)

となる．

BEGIN 

Y←0; 
g←X ≫ Zとなる消去項順序で〈FU{j-z}〉CK[t][x,z]の（極小）包括的グレブナー甚底を計算する；
while g # 0 do 
gから (A,G)をとる； g ←鉛{(A,G)}; 

if G n K[t][z] # 0 then 

g←G n K[t][z]から元gをとる； Y←YU{(A,g)}; 
else 

Y←YU{(A,O)}; 
end-if 

end-while 

returnY; 

END 
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例 1

F=  {a丑＋2by久2丑＋2y久2abx-2y+1}とし， f=x+yとする， a,bをパラメータとし， x,yは変数と

する． X)--yの辞蓄式順序でfの〈F〉に関するの最小多項式を計算する．まず，包括的グレブナー基底系
計算する．〈FU{z-(x+y)｝〉の包括的グレブナー基底系gを{x,y}≫ zのブロック項順序で計算する，
ここでは {x,y}にx>--yとなる辞書式項順序を用いる．

g = {(V(2b2 + 1, a -2b) ¥ V(4が＋1),{2z -1, -2x -2y + 1, 8炉ー4y+ 1}), 

(V(2b2 -2b + 1, a -2b), {2z -b, 4y -l, -4x + 2b -1}), 

(V(a -2b) ¥ V(8b6 + 4b4 + 2b2 + 1), {(4b2 + 2)y -4b2z -1, -x -y + z, (8b4 + 2)z2 + (4b2 -2)z + 1}), 

(V(2b2 + 2b+ l,a -2b), {2z + b,4y-l,-4x -2b-1}), (C2 ¥ V(a-2b), {1})}. 

以上より，次となる．

1.パラメータがV(2炉＋1,a-2b)¥V(4が＋1)に属するとき，最小多項式はz-iである．

2.パラメータがV(2b2-2b+ l,a-2b)に属するとき，最小多項式はz-!である．

3.パラメータがV(a-2b) ¥ V(8b6 + 4が＋2b2+ 1)に属するとき，最小多項式は丑＋塁註z+8b}+2 

である．

4.パラメータがV(2b2+ 2b + 1, a -2b)に属するとき，最小多項式はz+!である．

5.パラメータがC2¥V(a-2b)に属するとき，最小多項式は 1である．

4.2 計算法2

ここでは，ゼロ次元イデアルに特化した計算法について考える．ゼロ次元イデアルの場合，最小多項式は

線形代数の手法を用いて計算可能であることが知られている．この手法を紹介すると共に，パラメータ版

に拡張する．

定理 5

le K[x]をゼロ次元イデアルとし，任意の多項式式を fEK[x]とする．このとおき， Iに関する 0でない

最小多項式四(z)が存在する．

補題 6

ゼロ次元イデアルICK[x]のグレブナー甚底を Gとし，未定係数Ck,...,coEKに対し， g(z)=抄＋

Ck-lZk-l + ・ ・ ・ + C1Z + Coとする．このとき， g(t)= m八z) となる ck-1,··•,coEK は， g(f) を G で割っ

た余りが0となる最小の Kとなる Ck,...'CQである．

補題 6から，最小多項式は未定係数を用いた連立 1次方程式を解くことで求められることが分かる．

アルゴリズム 8最小多項式の計算法 2

Specification: minipoly2(f, F) 

fの〈F〉に関する最小多項式の計算
入力： fE K[x], F CK［叫：〈F〉はゼロ次元イデアル．
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出力： gC K[z]: fの〈F〉に関する最小多項式．
BEGIN 

G←〈F〉cK[x]のグレブナー基底に関して計算する； K← 1; 

while 1 do 

h ←戸＋Ck_ifk-1+... + cif + CoをGで割った余り； （Ck-1, ・・・,Coは未定変数）
C← hの各項のすべての係数；

if Ck-1,..., Coの連立 1次方程式 {g= Dig EC}が解を持つ then

p ←Ck-1,··•,co の解を快＋ Ck-lZk-l 十•· ・ + C1Z + C。に代入；
return p; 

end-if 

end-while 

END 

アルゴリズム 8をパラメータ版に拡張するには次が必要である．

1.パラメトリックイデアルの次元判定．

2.包括的グレブナー墓底系での割り算の余りの計算．（パラメトリックノーマルフォームの計算）

3. Ck-1,··•,co を求めるためにパラメータ付き連立 1 次方程式の解法．

上記の計算法については 3節ですべて紹介されており，アルゴリズム 2,アルゴリズム 4とアルゴリズ

ム5を用いることで次のようにパラメータ版に拡張するすることができる．

アルゴリズム 9パラメータ付き最小多項式の計算法2

Specification: para_minipoly2(f, F) 

fの〈F〉に関するパラメータ付き最小多項式の計算
入力： fE K[tl[x], F C K[tl[x]. 

出力： （S,B): V(A,g) ES, ¥/a EA,(J"a(g)は(J"a(f)の〈(J"a(F)〉に関する最小多項式． VlBE B, ¥:/b E JB, 

四(F)〉は正次元イデアル．
BEGIN 

g ← para_dim(F,>--）（アルゴリズム 2)ただし'>--は全次数項順序；

Z← {(A, G)l(A, G, o)←釘； B← {1Bl(JB,Gd,d)E9,d#0};S←0; k← 1; 
while Z # 0 do 

h ←r + Ck-lr-l + ・ ・ ・ + cif + Coi (ck-1,..., Coは未定変数）
r←para_nf(h, Z,>--）； （アルゴリズム 4)
P←0; 
while F#  0 do 
rから (A',G',g')をとる； r←F¥{(A',G',g')}; 
C← g'の各項の係数の集合；

(Y,A「)←para_solve(A',C)（アルゴリズム 5)ただし， CCK[t][ck-1,..., co]; 

S ←s u {(A", h")l(A", S") E Y, h の ck-1,··•,co に解 S'を代入ものは h"};

P←p u {(JB, G')IJB EN}; 
end-while 

Z←P; k←k+ 1; 
end-while 
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return S; 

END 

4.3 考察

パラメータ付き最小多項式を計算する 2つの方法を紹介した．ゼロ次元の場合，一般に計算法 2が速い

ことが知られている．計算法 1は消去項順序でのグレブナー甚底計算が必要になるが，計算法2はグレブ

ナー基底であればあれば何でもよく，その後，線形計算を行うので速いことが想像できる．

2つのアルゴリズムは計算機代数システム Risa/Asirに実装されている．我々のプログラムの比較では，

計算法2が速いときもあるが概して計算法1が速かった．計算の解析をしてみるとパラメータ付き連立1次

方程式系の解法に時間がかかっていることが原因であることがわかった．パラメータ付き連立 1次方程式

系の解法は包括的グレブナー基底系を何度も計算しており，必要以上のパラメータ空間の分割が行われてい

ると共に，連立 1次方程式であるがパラメータを変数として扱っているので，包括的グレブナー基底系計

算アルゴリズムにおいて非線形な多項式のグレブナー甚底計算を何度も行う．このことより，計算時閻に差

がでたと考えられる．より良い，パラメータ付き連立 1次方程式の解法があれば改良が期待される．

Risa/Asirのグレブナー基底計算は速いので，包括的グレブナー基底系もそれなりに計算が速い．した

がって，シンプルな計算法である計算法 1が著者の実装においては速くなっていると思われる．

5 応用

最小多項式の応用がそのままパラメータ付き最小多項式の応用となる．最小多項式の応用は論文［1]に述

べられており，また，最小多項式を用いることにより多項式関数の bifucationsetの計算ができることが論

文 [12]で紹介されている．ここでは，ゼロ次元イデアルの根基について考察する．ゼロ次元イデアルの根

基について次の定理が知られている．

定理 7

1=〈Ji,...,!£〉cK[x]はゼロ次元イデアルとし， Jn K[xi] (1 :<:: i :<:: n)に含まれる最小次数モニックな多

項式を 9iとし，凶］を 9iの無平方部分とする．このとき， v'I=〈fi,...,h,J示，．．．，《盃〉となる．

ゼロ次元であれば，各叩 (1:<:: i :<:: n)の最小多項式を求めることにより， 9iが求められる． 9iを求めた

後に，無平方部分を g;fgcd(g;, i誓）で求めることにより，イデアル］の根基の生成元を得ることができる．
これをパラメータ版に拡張するには，各 X;(1 :<; i :<; n)のパラメータ付き最小多項式を求め，その後，

g;fgcd(g;,紐）の計算をすればよい．このとき， gcd(g;吼脊）の計算には，包括的グレブナー基底系を計算

することで得られ，割り算には擬除算を使う必要がある．なぜならば，係数は環K[t]で考えているからで

ある．

ページ制限の都合上，詳しいアルゴリズムは割愛するが，パラメータ付き最小多項式を用いることによ

り，ゼロ次元イデアルの根基の生成元を計算することができる．

例 2

a.bをパラメータ， x,yを変数とする．多項式 F=｛研y+bx+a，企y+a丑y+x}c Q[a,b][x,y]を考える，

このとき，〈F〉のパラメータ付根基イデアルの生成元は次となる．

1.パラメータがV(a-1, b), V(a) ¥ V(b(a -1)), V(a, b)に属するとき，〈F〉はゼロ次元とならない．

2.パラメータがV(b)¥V(a(a-1)）に属するとき，〈F〉の根甚の生成元は{a切＋a2-2a+l,(a-l)x+a外
である．
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3.パラメータがV(a-1)¥V(b2-4b)に属するとき，〈F〉の根韮の生成元は {y-b,b丑＋bx+l}である．

4.パラメータがV(b-4, a -1) ¥ V(b)に属するとき，〈F)の根基の生成元は {y-4,2x + 1}である．

5.パラメータが {V(9a2-10a + 1, b -4)} ¥ V(ba2 -ba)に属するとき，〈F〉の根基の生成元は {y-

126a + 122, (18a -18)x -a+ 1}である．

6.パラメータがV((b2-2b+l)心＋（ー2b-2)a+l)¥V((b2-4b)a2+（ーザ＋4b)a)に属するとき，〈F〉の

根甚の生成元は {2y+(-b4 -b3 +5b2 -3b)a＋炉＋10炉＋5b,(2b3 -8ザ）x+(b3-3b2―4b)aーザ＋4b}

である．

7.パラメータがCハV((b3-2b2 + b)a4 + (-b3 -3b)屈＋（2ザ＋3b)a2-ba)に属するとき，〈F〉の根基
の生成元は {(ba2-ba)x+a切＋応十(-b-2)a2 + a, a3炉十 ((-b+l)a2 + (-b-2)a + l)y＋炉｝で

ある．
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