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概要

本論文では直線や円が連続的に動いて作られる曲面である線織面や円織面［3]のように放物線が連続的に動いて作ら

れる曲面について考えるこの曲面が特異点を持つとき，その特異曲線と放物線の関係を調べる．

キーワード：放物線，特異点，締括線

1 はじめに

本論文では直線や円が連続的に動いて作られる曲面である線織面や円織面 [3]のように放物線が連続的に動いて作られ

る曲面を微分幾何学および特異点論的な観点から研究する．

例えば2次曲面の一種である 1葉双曲面や 2葉双曲面は，一平面 T上に同一点 0を中心，一つの漸近線£を共有する

二つの双曲線を与えたとき，一方の双曲線を焦点，他方を頂点とする£と平行な軸を持つ， nと垂直な平面上の放物線の

族から構成される曲面である（参考文献 [8,9]）．図 1,2を参照する（赤線は頂点，青線は焦点の曲線，黒太線は共有す

る漸近線をあらわす）．このような平面上で漸近線の1つを共有し共通の中心をもつ2つの双曲線の図は1葉双曲面， 2

葉双曲面の設計図と考えることができる．
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図1 1薬双曲面

放物線は焦点という特殊な点を持ち，またどの放物線も相似であるという性質も持つ曲線であり，このような曲線達が

作る曲面は興味深い性質を持つと期待できる．また，空間内の放物線族が作る曲面として真っ先に思い浮かぶのは回転放

物面 z=a（丑＋炉）であろう．回転放物面は各放物線が共通の焦点を持つ曲而であり，この性質によりパラボラアンテ

ナに利用される．本論文で扱う曲面はパラボラアンテナ（の形状）の一般化と理解することもできる．

本論文を通して， 2つのベクトルa,bE配に対して a・bで標準内積をあらわし， axbで外積をあらわす．ベクトル

aE配に対して標準ノルムを固であらわす．正方行列 Aに対して detAで Aの行列式をあらわす．さらに関数や写

像は特に断らない限り CCX)級に滑らかであるとし，変数tによる微分をドット（．）であらわす，すなわち，関数 f(t)

のtに関する微分を j(t)であらわす．正則曲線 1に対して弧長パラメータを sであらわし， 弧長 sに関する微分をプ

ライム（!)であらわす，すなわち，曲線,(s)のsに関する微分を ,'(s)とあらわす．
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図2 2葉双曲面

2 放物線族が作る曲面

空間内に放物線族｛乃｝が与えられたとき，それが作る曲面 P= UtPtを微分幾何学的な観点から研究する．このよう

な曲面アを線織面や円織面に倣い放物線織面と呼び，各放物線乃をルーリング (ruling)と呼ぶ．

放物線織面として次が知られている．

例 2.1.次で定義される曲面

f(O s) ＝ （゚二。n：゚ss;：三゚：：：；s／；）1))
はカタランの極小曲面と呼ばれている．その名が示す通り，カタランの極小曲面は極小曲面であり，放物線の 1係数族で

あることが知られている．このとき，焦点の軌跡はサイクロイド 1(0)= t(0 -sin 0, -cos 0, 0)であり頂点の軌跡は焦点

の軌跡と同一平面上の曲線 (3(0)= t(0 -2sin 0 + sin0 cos 0, (cos 0 -2) cos 0, 0)である．図 3を参照する．

注意 2.2.カタランの極小曲面の他にも放物線族の構造をもつ極小曲面が赤嶺 [1]により得られている．また，［2]におい

て構成されたカタランの極大曲面と呼ばれる極大曲面も放物線族の構造を持つことが知られている．

以下で放物線が作る曲面のパラメータ表示を構成する．

空間曲線 f(t)と J(t)に沿った正規直交基底{a1(t), a2(t), a3(t)｝を考える．空間曲線 v(t)を v(t)= J(t) + 
p(t)(-a1(t)) (p(t)ヂ0)により定義する．

命題 2.3.f(t)を焦点の軌跡， v(t)を頂点の軌跡とする放物線乃が作る放物線織面 P= Ut乃のパラメータ表示は次

である：

P: P(t,u) = f(t) + p(t)((u2 -l)a1(t) + 2ua2(t)) (2.1) 

証明 tを固定するとき，求めるルーリング乃を次のように構成する： v(t)を通り｛釦(t),a2(t)}で張られる平面を 1ft

とおく． 1ftの座標系 {Ot= v(t); a1(t), a2(t)}に関する座標を x',y'とするとき，求める Ptは

Pt:炉＝4p(t)x'

とかける． これをパラメータ表示して

x'=p(t)u汽 y'=2p(t)u. 

を得る．こうして，乃の x,y座標に関するパラメータ表示

Pt: t(x, y, z) = v(t) + p(t)(u2釘 (t)+ 2ua2(t)). 

が得られる．この式に v(t)= f(t) + p(t)(-a1(t)）を代人して tを動かせば求める式である． 口
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図3 カタランの極小曲面（左上：カタランの極小曲面，右上：焦点の軌跡，左下：頂点の軌跡，右下：カタランの極

小曲面に焦点の軌跡と頂点の軌跡および放物線を書き込んだ図）

図4 例 2.4（左： （1）の放物線織面，右： （2)の放物線織面）

cost 
例2.4.(1) f(t) ~ 0, a,＝三（：oisn2tt),a2(t) ＝ （―e:;intt) 9 四(t)＝釦(t)x a2(t)，p(t) ＝高□ /./2と
おく．このとき，放物線織面 P(t,u)を図示すると図 4左のようになる．

(2)二三）［三ご芝：的[1(：t]IP((2t:往 +93t3:/：2a9::::g1と（テ〗!= ::線織[9三ぞu〗を1図✓:~:~::::',＋っ1i)
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図5 ホイットニーの傘

2.1 放物線織面の特異点

例 2.4の図にはホイットニーの傘やカスプ辺などの特異点らしきものが観察できる．次に放物線織面 P(t,u)の特異

点＊1を調べる．

放物線織面 P(t,u)を構成する際の空間曲線 f(t),f(t)に沿った正規直交基底{a1(t), a2(t), a3(t)}に対して

羞f(t)＝入(t)a1(t)+ μ(t)a2(t) + o(t)知 (t),

とおく．さらに，

d 釘 (t)¥ (0,, c1(t) c2(t)¥ /a1(t) 

五(:〗~l)=(＿:；腐＿C［（t) C3at)) (:>~l)
A(t, u) = J(t) + p(t)（位(t)(u2-1) + c3(t)2u) 
B(t,u) =入（t)-μ(t)u -(u2 + l)(p(t) + p(t)c1(t)u) 

とおくとき次が成立する．

命題 2.5.放物線織面 P(t,u)の特異点全体からなる集合 S(P)は次である：

S(P) = {(t,u) I A(t,u) = B(t,u) = O} 

さらに，（PtX几）（t,u) = 2p(t)(A(t, u)(-a1(t) + ua2(t)) + B(t, u)a3(t)）である．

よって，（t,u) = (to, uo)において A(t,u), B(t, u)が同時にゼロにならなければ (to,uo)の近傍で P(t,u)はフロンタ

ル＊2である．

曲面 f(u,v)が (uo,vo)において原点の十分近くで定義された fw=(u汽uv,v)と右左同値＊3であるとき f(u,v)はホ

ィットニーの傘 (Whitney'sumbrella)または交叉帽子 (crosscap)であるという．図 5を参照する．ホイット

ニーの傘の判定法について次がとても便利である：

定理 2.6（佐治の判定法 [7]）．余階数1の写像芽f:（応叫0)→（配，0)を考える． fは余階数1なので（配，0）上のベク
トル場 nで dfo(1J(O))= 0となるものがとれ，さらに配上のベクトル場 gを {C,n}が OE股2において T。R2の基底

*1曲面 f(u,v)に対して f,,(uo,vo)とJv(uo,vo)が1次従属となるとき点 (uo,vo)をf(u,v)の特異点と呼ぶ．（uo,vo)がf(u,v)の特異点
であることと外積(!,,X fv)(uo, vo)がゼロベクトルであることは同値である．

v(u,v) 
•2 曲面 f(u,v) がフロンタルであるとは f(u,v) が法ベクトル v(u,v) を持つときをいう．さらに，単位法ベクトル v(u,v) ＝ に対して

v(u,v) 
(f,v)がはめ込みであるとき， f(u,v)を波面と呼ぶ

•3 滑らかな写像芽 f;: (M;,p,）→ (N;, q;) (i = 0, 1)を考える． Joとflが右左同値であるとは微分同相写像芽 ii>:(Mo,Po)→ （M1,P1)と
<p: (No, qo)→(N凶）で中： fo = fl °ii>を満たすものが存在するときをいう．
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となるものがとれるので cp= det（匂fnf nnf)とおく．このとき， fが OE膨2でホイットニーの傘をもっための必要十

分条件は

如(0)-I〇

が成立することである．

このとき，放物線織面 P(t,u)に関して次が得られる：

命題 2.7.放物線織面 P(t,u)の特異点 (to,uo)は余階数1であるとする．このとき，（to,uo)がホイットニーの傘であ

るための必要十分条件は

det(Mto,Uo) 上(to,Uo)
凡(to,Uo) Bu(t。,Uo)）)ヂ0

となることである．

証明佐治の判定法を選用する． P(t,u)に関してベクトル場 n，くを

8 
'// = 2p(t)~ -(μ(t) + 2up(t) + p(t)c1(t)(u2 -1));-

8 

8t Ou' 

にとることができる．あとは直接むゃを計算すれば良い．

8-au 
＝
 c
 ロ

例 2.8.例 2.4(1)に命題2.7を適用することにより，この放物線繊面は4つ ((t,u)= (0,0), (1r/2,0), (1r,O), (31/2)）の

ホイットニーの傘を持つことがわかる．

2.2 放物線織面の締括線

線織面や円織面の場合には，特異点集合（の像）に関連した曲線である締括線＊4と呼ばれる曲線が定義された． ここで

は，放物線織面に対しても締括線を導入し，特異点集合（の像）との関係を調べる．

放物線織面 P(t,u)上の曲線

a(t) = f(t) + p(t)((u(t)2 -l)a1(t) + 2u(t)a2(t)) 

を考える． a(t)が各ルーリングPtとの交点で， Ptの乗った平面における法ベクトルに直交するとき，すなわち，

&(t) ・ (-a1 (t) + u(t)a2(t)) = 0, (Vt) 

を満たすとき a(t)をP(t,u)の締括線（ていかつせん， strictioncurves)であると呼ぶ．

命題 2.9.a(t）が放物線織面 P(t,u)の締括線であるための必要十分条件は次が成立することである：

B(t, u(t)) = 0 (Vt) 

注意 2.10.(1)締括線の定義式に登場するベクトルー釦(t)+ u(t)知 (t)とは放物線 Ptが乗った平面におけるに乃の

法ベクトルである．

(2) P(t,u)が締括線 a(t)を持てば， a(t)はP(t,u)上の特異点集合の像の一部を適る．

例 2.11.(1)例 2.4(1)は締括線を持ちそれは u(t)= -
v'2sin4t 

のときであり，
Veos4t+ 3 

-5cos4tcos t +cost+ 6 cos 3t + 2 cos 3tcos4t 

6(t) ＝ cos4t + 3 ( 4s門。：：t［ごに＋5:；：：：言ln7t ) 
である．図 6左を参照する（黒線が締括線である）．

(2)例 2.4(2)は締括線を持ちそれは (t) 
t(9t2 + 2) 

U = -
V9t4+9炉＋1 

のときであり， a(t)= t(t, t叫校）である．図 6右を参照

する（黒線が締括線である）．

*4線織面F(t,u)=,(t)＋叫（t)上の曲線a(t)=,(t) + u(t)S(t)が締括線であるとは任意のtにおいて&(t)り(t)= 0を満たすときをいう．
円織面F(t,u)= 1(t) +r(a1(t)cosu＋知（t)sinu)上の曲線a(t)= 1(t) + r(a1(t) cosu(t)十知(t)sin u(t)）が締括線であるとは任意
のtにおいて &(t)• (a1(t) cosu(t) + a2(t) sinu(t)) = 0を満たすときをいう．
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図6 例 2.11の図（左： （1),右： （2)) 
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図7例 2.12の図（左： P(t,u)，中央： f(t)（青線），締括線（黒線），右：左図と中央図を合わせた図）

例 2.12.f(t)＝(―ー：：：tt)，al(t)＝ （口tt)，a2(t)＝ （―e:oisntt) 9知（t)＝釘(t)X a,(t), p(t) ~ ] /2とおく．このと
き， j(t)= -a2(t)＋aa(t), c1(t) = 1, c2(t) = ca(t) = 0である．よって， A(t, u) = l, B(t, u) = -uより，放物線織面

P(t,u) =(—~:::) + （U2 2 -l) [］） +u (―c:;りt)
は特異点を持たず， 3本の締括線 P(t,O),P(t，士1)を持つ．図 7を参照する．

さらに次が成立する：

命題 2.13. 曲線 a(t) = f(t) + p(t)((u(t)2 -l)a1(t) + 2u(t)a2(t)）を P(t,u)の締括線であるとし，

W)= 
u(t)a1(t)＋a2(t) 

Vu(t戸＋1
とおく＊5. このとき，び（t)が特異曲線の像の一部であれば任意の tにおいて &(t)・ ~(t) = 0が

成立する．そうでなければ，各ルーリング Ptは点 P(t,u(t)）において法ベクトル PtxPuを含む平面上にある．

よって，締括線が特異点集合の像を通るときその点において締括線の接ベクトルはルーリングの乗った平面上にあるこ

とがわかる．

3 幾何学的制約付きの放物線織面

例 2.4が示すように，放物線織面 P(t,u)のクラスは大きすぎる．以下では幾何学的な制約を渦たす放物線織面を考

える．

*5 t(t)はルーリングの締括線との交点における単位接ベクトルである．
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3.1 各ルーリングが曲率線

命題 3.1.放物線織面 P(t,u)の各ルーリング Ptが曲率線＊6であるための必要十分条件は， 任意の tにおいて

(1) c2(t)ヂO,c1(t)=入（t)= μ(t) = p(t) = 0, または (2) c2(t) = c3(t) = 8(t) = 0 

が成立することである．

よって，命題 2.5により次が得られる．

系 3.2.放物線織面 P(t,u)は各ルーリング Ptが曲率線であれば， P(t,u)はフロンタルである．

命題 3.1の条件 (2)が成立するとき a3(t)は定ベクトル a3である．よって，（2)が成立するとき曲面 P(t,u)はa3を

法ベクトルとする平面の一部である．

以下で，命題 3.1の（1)の場合に注目し，特異点集合の像である特異曲線 a(t)が

a(t) = f(t) + p((u(t)2 -l)a1 + 2u(t)a2) 

の形であるとき，すなわち (t,u(t)）が P(t,u)の特異点集合の一部であるときに， P(t,u)の特異点型と， a(t)とルーリ

ング Ptとの接触具合の関係を調べる．このとき， A(t,u(t)) = B(t, u(t)) = 0に注意する．

Montaldi [5, 6]*7にならい空間内の曲線同士の接触を次のように定義する．パラメータ表示された曲線 r:,(t)と陰

関数表示された曲線g:{(x,y,z) E lR3 I g1(x,y,z) = g2(x,y,z) = 0}を考える．このとき， rが t= t。において gと

k次の接触をする（または (k+l)点接触をもつ）とは

d’dK+1  □91り(t)),92り(t)))=(O,O)(i=O,...,k), ftm(g1(,(t)),g幻(t)))=/c (0, 0) 
を満たすときである．また，

d' 

dt' 
(g1(,(t)),g2(,(t))) = (0,0) (i=O,...,k) 

が成立するとき， rとgは少なくとも K次の接触をする（または，少なくとも k+l点接触を持つ）という．

命題 3.3.特異曲線の像 a(t)= f(t) +p((u(t)2 -l)a1(t) +2u(t)a2(t))と放物線 Pt。は交点において 1+1点以上の接

触を持つ．

証明放物線乃。を陰関数であらわすと

Pt。:｛(m, y, z) 91(x,y,z） ＝知（to)・（心，y，z)-V(to)） ＝ 0, 
g2(1,y心） ＝ （a贔） ・叫，y，z)-V(to)））2 -4p(a心）．（心，y,z) -v(to))) = 0} 

となるよって，

なので，

91位（t))＝a3(to)・ (u(t) -v(to)) 
g2(u(t)) = (a2(to)・(u(t)-v(to)))2-4p(a1(to) ・ (u(t)-v(to))). 

d 
.:,:;g1(u(t))＝知(to)・ a(t) 
dt 
d 
.:,:;g2(u(t)) = 2(a2(to) ・（び(t)-v(to)))(a2(to) ・ a(t)) -4p(a1(to) ・ a(t)) 
dt 

•6 曲面 f(u,v) 上の曲線 -y(t) の接ベクトル -y(t) が主曲率方向を向いているとき曲率線 (curvature line)と呼ぶ． f(u,v)上の曲線-y(t)が曲
率線であるための必要十分条件は 1-r(t)v(t) v(t)I = O (Vt)が成立することである．ここで v(t)は-y(t)に沿った f(u,v)の法ベクトルをあら
わす

*7 M,,N, C即 (i=0, 1)を部分多様体とし dimM。=dimM1,dim!¥¥。=dim凡を満たすとする． MoとNoのYoにおける接触と M1
と応の Ylにおける接触が同じ型であるとは微分同相写像芽 <I?:（民n,Yo)→（艮n,Yl)で<!?(Mo)=M1, <!?(No)＝凡を漑たすものが存在
するときをいう．

定理 [Montaldi'86)] g,: (M,,叩） → （町，0)をはめ込み芽， f，:（町，0)→（記，0)を沈め込み芽で凡＝C'(o)(i = o, 1)を満たすも
のとする．このとき， MoとNoのYoにおける接触と M1と州の Ylにおける接触が同じ型であるための必要十分条件は fo0goとfl°91
がに—同値であるこである．
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である．ここで， &(t)= 2pu(t)u(t)a1(t) + 2pu(t)a2(t) + A(t, u(t))a3(t)である．よって，

d d 
亙g1(a(to))= A(to,u(to)) = 0, 亙卯(a(to))= 0. 

ロ

さらに，放物線織面 P(t,u)の特異点の型と特異曲線とルーリングとの接触の関係を調べる．

曲面 f(u,v)が (uo,vo)において原点の十分近くで定義された Jc=(2研，3u叫v)と右左同値であるとき f(u,v)

はカスプ辺 (cuspidaledge)であるという．また， f(u,v)が (uo,vo)において原点の十分近くで定義された Is=

(3u4 + u2v, -4u3 -2uv, v)と右左同値であるとき f(u,v)はツバメの尾 (Swallowtail)であるという．
カスプ辺とツバメの尾の判定法が國分ーラスマン—佐治ー梅原—山田 [4] により得られている．判定法を導入するために記

号を用意する．フロンタル f(u,v)の法線ベクトルを v(u,v)を用いて

A(u,v) = det(/u fv切

とおく．｛（u,v)I A(u,v) = 0}はf(u,v)の特異点集合に一致するのでAを特異点識別子と呼び，（Au(uo,Vo), Av(uo, Vo))ヂ
(0,0)であるとき f(u,v)は (uo,vo)において非退化であるという．フロンタル f(u,v)が (uo,vo)において非退化であ

るとき f(u,v)は(uo,vo)の近くで正則曲線となる．この曲線を特異曲線と呼び，その接ベクトルを特異方向と呼ぶ．微

分写像 d(uo,vo)fに関して d(uo,vo)f(x)= 0となるベクトル Xを退化ベクトルと呼ぶ．

フロンタル f(u,v)の特異点 (uo,vo)が非退化であるとき (uo,vo)を通る特異曲線を 1(t)(,(to)= (uo,vo)）とおき，

退化方向を nとおいて
△(t) = det（W) T1b(t))) 

とおく．このとき，次が得られている：

命題 3.4([4]）．波面 f(u,v)の特異点 (uo,vo)が非退化であるとする．このとき，次が成立する：

(1) (uo,vo)がカスプ辺であるための必要十分条件は△(to)-I0が成立することである，

(2) (uo, vo)がツバメの尾であるための必要十分条件は△(to)= 0, A(to) -I 0が成立することである．
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圏8 左：カスプ辺，右：ツバメの尾

例 3.5.例 2.4(2)に命題3.4を適用することにより，この放物線織面は (t,t叫tりに沿ってカスプ辺を持つことがわかる．

一方，直接の計算により命題 3.1の（1)を満たす放物線織面 P(t,u)が波面であるための必要十分条件は

-c2(t) + c3(t)u "I 0 

が成立することである．このとき，次が得られる．

定理 3.6.命題 3.1の条件（1)を満たす放物線式面 P(t,u)は波面であるとする．特異曲線a(t)は (t,t(u))曲線の像で

あるとし， u(to) = uoとする．このとき，
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(1) (to,uo)がカスプ辺であるための必要十分条件はび(t)とルーリング乃。は t=t。において（1+ 1)点接触をもつこ

とである，

(2) (to,uo)がツバメの尾であるための必要十分条件は O"(t)とルーリング Pt。は t=t。において (2+ 1)点接触をもっ

ことである．

証明 (1)について） 直接の計算により

d2 
而釦(O"(t))＝知(ta)・沢t),

d2 
記釦（O"(t))= 2(a如）・け(t)戸＋2(a2(to)・(O"(t)-v(ta)))(a州a)・iT(t)) -4p(a1(ta) ・ u(t)), 

凩t)= 2p(u + uii)a1 + 2piia2 + 2pu(c2u + c3)a3 = 2p(u + uii)a1 + 2piia2 + 2砂A匹 3

がわかるので

d2 
Ji2g1(a(to)) = 2pu(c2u + c3) = -At(to, u(to)) 

d2 
而ゅ(a(to))= 0 

よって， a(t)と放物線乃。が交点において1次の接触，すなわち 1+1点接触するのは

A(to, u(to)) = 0, At(to, u(to))ヂ〇

が成立するときである．

次に，カスプ辺の判定法を計算する．特異曲線が ,(t)= (t, u(t)）なのでその接ベクトル，すなわち，特異方向は
8 8 0 8 
—＋心—でありこのベクトルは A --A一ーに平行である．また， dP= Ptdt+Pudu = A(t, u)a3dt+2p(ua1 +a叫du
fJt'OU u8t tOu 

8 
より S(P)= {A(t,u) = 0}上で退化ベクトルは n＝ーにとれるよって，カスプ辺の判定法により ,(to)=(to, u(to)) 

8t 
がP(t,u)のカスプ辺であるための必要十分条件は u(to)ヂ0すなわち At(to,u(to)）ヂ0を得る．

(2)について） 直接の計算により

d3 

dt3 
g1位(t))＝a3(to)・サ―(t),

d3 
布卯(a(t))= 6(a2(to)・針t))(a2(to)-u(t)) 

+2(a2(to) -(a(t)-v(to)))(a2(to) -a(t)) -4p(a1(to)・サ―(t)),

げ(t)= a1 (p(6蝉＋2汀）ーc2uAu)＋a2(2pu・ -C3UAu) + a3伍2p（炉＋uu)+ c32炒＋ （uAu +uAut＋炉A叫）

がわかるので，

d3 
布 91(0"(to))= c22p（炉＋直） ＋C32pu+ (uAu＋叫＋炉Auu)

=2炉Auu+2加Au+uAut 

= -2Au -3uAut 

= -2Au(to,u(to)). 

ここで， A(t,u(t)) = 0よりん(t,u(t)) + uA(t, u(t)) = 0,さらに

Au +2uAtu＋如Au＋炉Auu=0 

に注意する．また，
d3 
面釦(a-(to))= 0. 

よって， a-(t)と放物線Pt。が2次の接触，すなわち 2+1点接触するのは

A(to, u(to)) = At(t。,u(to))= 0, Au(t。,u(to))cl〇



30

が成立するときである．

次にツバメの尾の判定法を計算する特異ベクトルは． t)= 
8.  8 

1(） - ＋U-
況 au'

退化ベクトルはn=2 at なので， これらが
作る行列式

1 1 
△(t) = det("y(t) ry(,(t))) = det(。~) =u 

が得られる．よって，ツバメの尾の判定法により ,(to)がツバメの尾であるための必要十分条件は

A(to,u(to)) = 0, At(to,u(to) = 0, Au(to,u(to))ヂ0（⇔ii(to)ヂ0)

が成立することである．

3.2 共焦点 (Confore us) 

口

放物線織面 P(t,u)の各ルーリングが共通の焦点をもつとき P(t,u)は共焦点であるという．例えば，回転放物面

z=a（丑＋炉）や例 2.4(1)は共焦点である．

放物線織面が共焦点であるときそのパラメータ表示を CP(t,u)であらわす．（2.1)にf(t)= 0を代入して原点を共通

の焦点とする放物線織面のパラメータ表示を得る：

CP: CP(t,u) = p(t)((u2 -1)釘 (t)+ 2ua2(t)) 

曲而 CP(t,u)の特異点集合は以下である：

補題 3.7.S(CP) = { (t, u) I c2(t)(u2 -1) + c3(t)2u = p(t) + p(t)c1(t)u = O} 

命題 3.8.C1 (t)-I 0であるとき，曲面CP(t,u)は締括線

P(t)2P(t)  
cr(t) = (~ -p(t))a1(t)-2~a2(t) p(t)c1(t)2 rn,-sn -c1(t) 

をもつ．さらに，締括線が存在すればそれは特異点集合の像の一部を通る．

(3.1) 

空間曲線 7は正則であるとし，原点を通らず各接線も原点を通らないものとする． 1を弧長パラメータであらわし

,(s)と書く．このとき， ,'(s)と,(s)のなす角を cp(s)とおく．

命題 3.9.原点を共通の焦点とし各ルーリングが ,(s)と交わり，その交点において ,(s)とルーリングが (1+ 1)ー点以上
の接触をする共焦点放物線織面 CP(s,u)は次を満たす：

{p:] ): ;=:12(:e::1[sn:>s/>::s)1]]¢(s)崎

このような CP(s,u)を,(s)で生成される接触共焦点放物線織面と呼び CP,(s,u)と書く．

補題 3.10.,(s)で生成される接触共焦点放物線織而 CP,(s,u)に対して次が得られる：

sincp(s) 
叫s)= -(2が(s)+ ~), c2(s) = 

2cosの(s)l,"(s),'(s),(s)I.1., cos2cp(s)l,"(s),'(s),(s)I 
, ca(s) = -

|1(s)|'|1(s)| sinの(s) 1,(s)I sin2 cp(s) 

{A(s,u) ＝ p(s)（c2(s)(伍-1) ＋切(s)2u)＝ 2|1”(s) 1'（s) 1(s)|（usin¢(s) -cos¢(s)）（ucos¢(s) ＋ sin¢(s)） 

B(s,u) = -(u2 + l)(p'(s) +p(s)c1(s)u) = (u2 + 1)(21,(s)W(s) +sincp(s))sincp(s)(usincp(s)-coscp(s)). 

coscp(s) 
命題 3.8により， c1(s)=JO,すなわち， 2|,(s)が(s)+ sincp(s)=J 0であれば CP,(s,u)の締括線は U= の

sincp(s) 
ときに対応する．このとき，直接の計算により次がわかる．

系 3.11.c1(s)ヂ0であるとき CP,(s,u)の締括線をもち，それは,(s)である．
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図9 例 3.12の図（左： CP(t,u)，中央：締括線（赤線），（s1)を満たす特異点集合の像（青線），右：左図と中央図を合わせた図）

締括線,(s)は特異点集合の像の一部を通るが，この締括線に対応するもの以外の特異点 (s,u)は次で特徴付けられる：

(s1) 21,(s)|が(s)+ sin</>(s) = 0かつ 111(s),'(s)1(s)I = 0, または
-sin</>(s) 

(s2) 21,(s)|が(s)+ sin</>(s) = 0かつ u= ~ (cos</>(s)ヂ0).
cos</>(s) 

直接の計算により，（s2)を満たす特異点の像は曲線 a(s)= -tan2</>(s),(s)であることがわかる．

cost 

例 3.12.1(t）＝い）とおくと， COS¢(t)＝ふ心□となり， 1で生成される接触共焦点放物線織面は
t 

CP"l(t,u)＝二□(―ttCSolsn:；-s:；:t)＋口U□ い゚［口::))
となる．この CP"l(t,u)において ,(t)は tヂ0において締括線である．他の特異点について， から得られるものは

(0,u)であり，（s2)から得られるものは存在しない．
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