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1 導入．

(3,5)—分布の特異曲線を巡って

北海道大学，石川剛郎

Goo Ishikawa, Hokkaido University 

本稿は (3,5)—分布の特異曲線に関して最近得られた結果を紹介するサーベイ和
文論文である．詳細についてと証明に関しては，オリジナル論文 [4]を参照さ

れたい

定義 1.1y を 5次元多様体， DeTYを階数 3の接分布（つまり部分ベクト

ル束）とする．このとき， D が (3,5)ー接分布とは，その増大度が (3,5)のとき，

つまり， rank(8D)= 5のときに言う．ここで， 8V:= V+  [V,V]は，局所切断

の層 P からリー括弧積で得られる D の導来系である．

例 1.2野 を 3次元実射影空間とする．

Y := P(T野） ＝｛（P, £) Ip E『,£ E P(Tp野）｝．

とおく．ここで， P(Tp野） ~p（配） ＝p2である．このとき， dim(Y) = 5であ

る．自然な射影 7r:y→lP'汽1r(p,£) = pについて，階数 3の接分布 DeTYを

叫，£):= 7r＊ー1M)＝ ｛V € T（以）YI叫v)E £} C T(p,c)Y, 

により定義する． Jl（恥配） c Y上の局所座標 x。心1心2,Pl, P2 を自然に取れ

ば， Dは
8 8 8 8 8 
五；＋Pl正＋P2写’示＇玩＇

により生成され， Dが (3,5)—分布となることが分かる． 仁l

(3, 5)—分布と密接に関係する接分布に (2,3,5)—分布がある：

Key words:制御系，終点写像，異常測地線，拘束ハミルトン系，擬直稜構造，ラグランジュ錐構造
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定義 1.3y を 5—次元多様体， Sc TYを階数 2を接分布とする．このとき，

Sが (2,3,5)ー分布あるいはカルタン分布であるとは， Sの小増大度が (2,3,5)
のとき，つまり， rank(8S)= 3で rank(8(2)S) = 5のときに言う．ここで，

8S:=S+[S,S]および炉）s:= as+ [s,as]である．文献 [3]を参照のこと．

S が (2,3,5)—分布のとき， D := BS は (3,5)—分布となる．しかし，任意の
(3, 5)—分布が或る (2,3,5)—分布の導来系として得られるとは限らない．

例 1.4 上に述べた (3,5)—分布の例（例 1.2) (P(T野），D)を思い出そう．定理

3.1と例 3.2から， この (3,5)—分布 D は， どんな (2,3,5)ー分布からも得られな

いことがわかる．一般に，すべての (3,5)—分布の中で，例 1.2 の P(T『りと，
(2,3,5)ー分布は，両極に位置していると言うことができる：

〔P(T野）コ J疇，配）

All (3, 5)-distributions 

(2,3,5)—分布〕
(2,3,5)—分布のクラスの研究は，単純リー群 G2 と関係する E．カルタンの仕

事から始まり，多くの数学者により研究されたきた．（2,3,5)—分布は，「回転する
球」の問題 (Agrachev(2007),Bor-Montgomery(2009), Baez-Huerta(2014), An-
Nurowski(2014)…），（2,3)ー計量と (3,4)ー計量との閲連 (Nurowski(2005),Leistner-
N urowski-Sagerschung(2017)), Chazy方程式との関係 (Randa11(2016)）などの

研究がある．

さて，ここでは，（3,5)—分布に関するわれわれの結果を述べる前に，関連す
る (2,3,5)—分布に関する結果をまず思い出しておこう：

定理 1.5(Liu-Sussman [8], Montgomery [9], [6]) Sを 5次元多様体 y 上の

(2,3,5)ー分布とする．このとき，任意の yE y と任意の方向£ E P(Sy)に対し

て， S-特異パス（＝はめ込まれた Sー特異曲線）,:（股，0)→Yで ,(O)= yお

よび b'(O)]= R,を満たすものがパラメータ付けを除いて一意的に存在する．ロ
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したがって，（Y,S) 上の S—特異パスたちは，別の 5—次元多様体 X, ふ特異
曲線全体の空間，を形成することがわかる．

次の結果は，（2,3,5)—分布と接触 5—次元多様体上のラグランジュ錐構造の間
の双対性を与えている：

定理 1.6([6]). 5 次元多様体 Y 上の任意の (2,3,5) —分布 Sc TYに対し， S-
特異パス全体が作る 5次元空間 x上に自然に接触構造 HeTXと非退化錐

構造 CcHが対応し，元の空間 Yは， C-特異パス全体の空間として復元さ

れ，元の分布 Sも，錐構造 Cから復元される．

上の定理で与えられた (2,3,5)—分布と 5 次元接触多様体上の錐構造の間の
双対性は，次のように精密化される：

定理 1.7([7]）． 次の局所同型類の間に自然な全単射が存在する：

{(2,3,5)—分布 (Y,S) ｝／竺

5次元接触多様体 (X,H)の

非退化ラグランジュ錐構造 (X,C)で条件

←→ <CcHcTX, 〉／竺
すべての切断 s:X→PC,について 8(TsC)c oi2) C, 

であり s によらず oi3)c= H. 

本論文では，まず，上に紹介した (2,3,5)—分布の特異曲線による双対性がど
のようにして得られるかを述べ，次にそれが，一般の (3,5)—分布に対してどの
ように拡張されるか？ということを説明したい．

2 (2, 3, 5)ー分布に関する双対性をいかに得るか．

まず，（2,3,5)—分布に対して，その拡張の概念を思い出しておこう．
S を 5 次元多様体 Y の上の (2,3,5)—分布とする． S の“接直線＇の空間

Z := P(S) := (S ¥ 0)／囮:x= {(y,£) I y E Y, £ C Sy(C TyY), dim(£)= 1}, 

を考える． dim(Z)= 6であり，射影巧： Z→Y, 1r(y, £) = £は胆束となる．

階数 2の部分束 EcTZを各 (y,£) E Zと£ c Syに対して，

E(y,P) := 7f乳(£)(c T(y,P)Z), 
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Sc TYのカルタン拡張と呼ぶ．すると， Eは小増大度ベクトル (2,3,4,5,6)の

分布となる．すなわち， zの各点でrank(E)= 2, rank(8E) = 3, rank(fJ(2) E) = 
4, rank（砂E)= 5, rank（砂E)= 6,となる．

このとき， Eの内在的な直和分解

E=K① L 

を得る．ここで， L:= Ker(1rい） cEであり，直線束 K of E は Y 上の S—特
異パスの（接線方向による）一意的リフトの接方向からなる．この分解は，田

中昇の意味で擬直積構造となる ([10]).
これを，“幾何学的制御理論’の言葉で説明しよう．

一般に，多様体 M 上の制御系C:U.!.+TM→M とは， M 上の局所自明

なファイブレーション 1ru:U→M と可微分写像 F:U→T Mで，図式

u F —• TM 

1fU ¥i ✓ 1fT M 

M 

を可換にするものの組のことである．

M 上で局所に，制御系は M 上のベクトル場の族fu(x)= F(x, u) (x, u) E 

U,xEMによって与えられる．

例 2.1接分布 ScTM（部分ベクトル束）は，包含写像により制御系 S:S→ 
TM→ M と見なすことができる．

2つの制御系 C:UぢTM竺竿 Mand(C': U' 巳 TM'~立➔ M'が同値で

あるとは，或る微分同相写像心と¢があって，図式

U 上 TM  エら M 

心↓ ¢＊↓ ↓ ¢ 

U' 工〉 TM'~ M' 

が可換になるときに言う．微分同相写像の組（心平）を制御系 CとC'との間の

同型とよび．

制御系 C:U~TM → M が与えられたとき， Loo つまり可測で測度 0 の
部分を除いて有界である写像c:[a, b]→Uが許容制御とは，曲線

1 := nu o c : [a, b]→ M 
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が微分方程式

う(t)= F(c(t)) （ほとんどずべての tE [a, bl). 

を満たすときに言う．このとき，リプシッツ曲線ァは軌道 (trajectory)と呼ばれ

る．もし， c(t)= (x(t), u(t))と書けば， x(t)=,(t)とおいて，

カ(t)= F(x(t), u(t)), （ほとんどすべての tE [a, bl), 

が成り立つ．可微分（すなわち COO)はめ込みである軌道をパラメータ変換で

移り合うものは同一視して考えたものを用語“パス'’で表すことにする．

点 q。€ M を固定したとき， 1ru(c(a))= q。を満たす許容制御 c:[a, b]→Uの

全体はバナッハ多様体の構造を持つ．終点写像(endpointmapping) End : C→ M 
を

End(c) := nu o c(b) 

により定義する．許容制御 c:[a, b]→U,cECが特異あるいは異常とは， cが

Endの臨界点，つまり，微分写像 End*: T.ぶ→ TEnd(c)Mが全射でないときに

言う．特異制御 cに対し，軌道 1= nu o cは特異軌道あるいは特異曲線あるい

は異常極値曲線と呼ばれる．

特異制御は局所的な特徴付けを持つ：制御系 F:U→TMのハミルトニア

ンH:U XMT*M→股を

H(x,p,u) :=〈p,F(x,u)〉, （（x, u), (x,p)) Eu XM T* M. 

により定義したとき，許容制御 (x(t),u(t)）が特異制御である条件は，次の拘束

ハミルトン方程式

8H 
允i(t)= ~(x(t),p(t), u(t)), (1 :Si :Sm) 

8pi 

8H 
か(t)= -~(x(t),p(t),u(t)), (1 :Si :Sm) 

枷 i

8H 
~(x(t),p(t), u(t)) = 0, (1 :S j :Sr), p(t)ヂ0.
枷 j

を満たす異常陪極値曲線 (x(t),p(t),u(t)）に持ち上げられることである．

余接束 T*M上の曲線 (x(t),p(t)）は特異曲線 x(t)の随伴曲線と呼ばれる．

Z = P(S) = (S ¥ 0)／応を Sの接置線の空間とする． dim(Z)= 6である．

空間 zは Sー特異パスの持ち上げにより自然に葉層付けられ，局所的に 2重ファ

イブレーション

Y二 z二 x
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を得る．

E c TZを ScTYのカルタン延長とする．すなわち，すなわち，各

(y,£) E Z, £ C TyYに対し， E(y,£):= 7r員（£)とおく．すると， E は小増大度

(2,3,4,5,6)の接分布となる． L:= Ker(1rい），K:= Ker（7rx*)とおけば，可積分

部分束による分解E=K④ Lを得る．

定理 2.2次の自然な全単射が存在する：

{(2,3,5)—分布｝／~ ( G2型擬直積構造 (Z,E):

このとき，系列

(2,3,4,5,6)—分布 E の分解
E=K① L, rank(K) = rank(L) = 1, 

←→く [/C,£]= 8£ (:= [£, £] = £ + [£, £]),〉／竺
[ JC,8£ l＝炉）£,[ £, 8£ l = 8£, 

［に加）£]＝加）と[£, 8(2)£ l＝加）£,
［に加）£]＝加）£,[ £, 8(3)£ l＝加）£.

£ C 8£ C 8(2)£ C 8(3)£ C 8(4)£ 

2 3 4 5 6 

の階数は下の数字で表されることに注意する．

上の対応で，元々の (2,3,5)—分布 S は， K から誘導される錐場 (cone filed, 

“蝶ネクタイ’'）の線形包として得られる：

ふ＝（ u m(Kz) C TYY)の線形包．

zE吋 l(y)

また，（2,3, 5)-distribution Sは，導来分布 8Eのコーシー特性系 L= Ker(1ry*) 
による簡約として得られる．

さらに， X上の錐場 CcTXは，各 xEXに対し，

Cx := LJ 1rx*(Lz) c TxX 
zEw尉(x)

とおくことで得られる．

このとき，束場 Cの線形包は [](3)Eから 7rxにより誘導される X 上の接触

構造と一致する．こうして，“ラグランジュ錐構造’'（x,c)を得る．
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心
、lTX

lTxlTY-1(yl 

lTy/ 

TT爪x-1(x)

Y,Z,Xのそれぞれの上に次の小増大度をもつ錐構造を得る：

(2., 2, 3立，5)on Y←-（2, 3, 4, 5, 6) on Z→ (2., ~'1, 4, 5) on X. 

ここまで， 2重ファイブレーション Yこ?:::.___z 二~x から分布 S,E,L,K
と錐場 Cを得た：

TY,7rY* TZTX* 、,TX

u
 

u
 

u
 S ~ E=K① L ユ c

↓ ↓ ↓ 

Y,TYZ  1[X) X 

さて，錐場 C を X 上の制御系 C:L 竺~TX → X と捉える．このとき
次の結果を得る．

定理 2.3（双対性．［6]). 制御系 C:L 竺~TX → X の特異パスは，（2,3,5)
分布 (Y,S) から巧アーファイバーの 7rx—像として与えられる． したがって，任意

の XEX と任意方向£ C Cxに対して， xを通り， xで方向 tをもつ C特異

パスが一意的に存在する．元々の空間 Yは (X,C)の特異パスの空間と同一視

され，空間 X は (Y,S)の特異パスの空間と同一視される．

3 一般の (3,5)ー分布の場合．

さて，（2,3,5)—分布から来るとは限らない一般の (3,5)ー分布を考えよう．（3, 5)-
分布とラグランジュ錐構造の間に何か対応がつくだろうか？
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(3,5)—分布とラグランジュ錐構造の対応

{(3,5)—分布 (Y,D) ｝／竺 ←→ ？？？ 

ヽ

ノ

次が成り立つ．

定理 3.1（モンゴメリー [9]§6.8, [4]) D をふ次元多様体 Y 上の (3,5) —分布と
する．このとき，

(1)一意的に階数 2の部分束 ScDがあって， 8S(:=[S, S])こ'Dが成り立つ．

(2) 任意の几特異曲線は S—積分曲線である．
(3)任意 yE y と任意 [u]E P(Sy)に対して，パラメータ付けを除いて一意的

に几特異パス '"Y:（股，0)→ Y があって， ry(O)= yと b'(O)]= [u]が存在する．

例 3.2(Y = PT（野）の場合）．例 1.2のように， Y=PT(『り， 1r:PT（野） →野，

D(p,£) := (1r*)-l化）と置く．このとき， S= Ker(1r*)であり，したがって， Sは可

積分であって， as=s ~ D となる． D-特異パスは， T-ファイバー P(TP戸）主匝2

の射影逍線により与えられる．

D を 5—次元多様体 Y 上の (3,5)—分布とする．（2,3,5)—分布の場合と同様に，

z := P(S) = {(y,£) I y E Y,£ E P(Sy)} 

として，階数 2の接分布 EcTZを，各 (y,£)EZについて，

E(y,£) := 1r;1(£) = {v E Z(y,£) I 1r*(v) E £} 

と定める．ここで， 7r : z→ Y, 1r(y, £) = yは標準的な射影である．する

と， 8(E)は階数 3となるが， 3(2)(E)= 8(E)となる．つまり， Eは小増大度

(2,3,3,...）を持つ．元々の分布 DeTYに閲する情報を加えるために，

D := 1r;1(D) C TZ 

と置く． Dは階数 4の分布となる．そして，駅伝で例えると， 8(E)から 3(2)(E)

ではなく，代わりの“走者’'Dに欅を渡すことにするのである．こうして次のよ

うな (3,5)—分布から付加的な情報込みの擬直積構造ができて双対性が得られる．

定理 3.3自然な全単射が存在する：

{(3,5)—分布｝／~ ( 6一次元多様体 Z 上の—分布の組 E c D c TZ 
ただし E は (2,3, 3,.・J-分布で

分解E=K① L,rank(K) = rank(L) = 1を持ち，

←→ < Dは階数 4の接分布で，次の条件を満たす： 〉／圭
[K,£]＝厖； [ K,8£]~'D, [£,8£]=8£; 
[ K, D ] = [ £, D ] : rank 5, [ £，ら］ ＝v, 

[K,[K,fj]] = [ K, D], [ £, [ K, D]] = TZ: rank 6. 
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上の定理において，系列

£ C [)£ C 1) C [ K,, fj l C [ £,［にか］
2 3 4 5 6 

がある．

さて， Z上で， Kの葉空間を考えて，局所的に X := Z/K,と置く． 1rx:Z→ 
X を自然な射影とする．（2,3,5)—分布のときと同様に， X 上の錐構造 Cc TX 
を各 xEXに対し，

Cx := LJ 1rx*(Lz) c TxX 

zEn尉(x)

により定める．ただし，一般の (3,5)ー分布に対しては， Cの凸包が X 上の接

触構造になるとは限らないことに注意する．

錐構造 CをX 上の制御系

C:L~TX • X. 

と見なす．定理 3.3により，各 z。EZについて，（z0,0)での Lの近傍において

冠＊ ：L＼零切断→ TXは局所的に単射となる．そこで，任意の z= (x,£) E Z 

に対し，△口） ：＝訳＊（Dz)と置く．そして，△喜，£） ＝{a € T;x|〈a，△（以）〉＝ O}
と定める

このとき，（3,5)—分布と 5—次元接触多様体上のあるデータを持つラグラン
ジュ錐構造の間の双対性を示すことができる：

定理 3.4 任意の (3,5) —分布 De TYについて， D-特異パス全体から成るか次

元多様体 X 上に自然に接触構造 HeTX, ラグランジュ錐構造 CcH, およ

び3次元ベクトル空間の滑らかな族 PJ:=｛△x,£ C Hx I X E X, £ E P(C』}で
Tcに C△x,tを満たすものが自然に存在して，元の空間 Yはク上に随伴曲線を

持つ Cー特異パスの空間として再現され，元の分布 D もクから復元される．

特に次を得る：

定理 3.5 (3,5)—分布 (Y,D) から得られる制御系

C:L ユ~TX → X

の特異パスは訂～ファイバーの 7rx—像として得られる．したがって，任意の xEX
と任意方向 £c口に対して，ク上に随伴曲線を持ち， xを通り xでの方向が

tとなる C特異パスが一意的に存在する．
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4 旗多様体の間の射影双対性．

上に述べた (3,5)—分布と 5—次元接触構造上のラグランジュ錐構造の間の双対性
は，旗多様体の間の古典的な射影双対性を与える．

まず Y:= P(T野）上に擬直積構造を定めよう．

配の座標系 Xo,X1心2に対して， Y=P(T野）の局所座標系 Xo心1心2,P1,P2
を考える．ただし， P1,P2しま，自然な射影 Y→配のファイバーのアフィン座
標系である．この場合，

8 8 8 8 8, ~,8  8 
D=〈広＋Pl広＋P2i;;＇示’玩〉， S＝〈示＇示〉

である． Z:= P(S)とおき， zの局所座標系 x。心1,x2,P1,P2,sをとる．この
とき，

a a a. __. a a. _. a 
E=〈＋s -〉 K=〈＋s 〉

8p1 0p2'Os'8p1 8p2, 
L=〈一

8s 
〉,

であり，
8 8 8 8 8 8 

D=〈＋Pl +P2 -
枷。 8x1 釦 2'如如'8s

〉

である．すると，［K,L]=〈羞，羞，羞〉＝ 8Ewhich is of rank 3. Moreover 

[K, 8E] = 8E ~ D, [L, 8E] = 8E, L = Cauchy(8E)である．さらに，

[K,D]＝〈
8 8 8 8 8 8 8 8 

+P1 +P2 + s 〉
枷。 8x1 0x2'伽＇如＇函 '8x1 8x2 

となり，これは階数 5である．その上，［K,[K，か]= [K, D], K = Cauchy([K，か）
であり，

[L,[K,D］］＝〈
0 0 0 0 0 0 

如 '0x1,0x2'伽＇如＇函
〉=TZ

とあり，これは階数 6である．

このとき， Y=P(T野）と X= P(T*IP'りの間の双対性は次で与えられる．

Y = P(TIP'り ~F1,2（酎）：＝ ｛ViCV2C酎｝， ScDcTY.

X=P(T＊野）竺仄，3国） ：＝｛ViCV3C酎｝， CcHcTX, ~, 

(3-次元空間のペンシル．）さらに，

Z竺P(S)竺P(C)竺左，2,3;4= {Vi C ½ C ½ C配｝

を得る．そして，任意の点 ViE IP'3に対して，次の対応を得る：
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（い上の几特異パス） ←→ （ペンシル ViC 怜tC配） ←→ （ペンシル怜Jい C

酎／Vi)
←→ (P（配州）の直線） ←→ （旗 ViC 怜 c配） ←→ （Vi E評上の X の点）．

一方，

（い上の ~J_ に随伴曲線を持つ C特異パス） ←→ （ペンシル ViC ½t C配）

←→ （ペンシル怜;C ½..1_ C配＊） ←→ (P（½J_) の射影直線） ←→ 
(Vi C怜 c配を満たす平面怜） ←→ (V1 E野の Yの点）．

5 未解決問題．

問題 1. 一般の (3,5)—分布にT度対応する定理 3.4 の系 (X,H,C,~) のクラス
を特徴付けることは可能か？

問題 2. ジェネリック (3,5)—分布に現れる特異性は何か？

問題 3.(3, 5)—分布の対称性を研究することは可能か？
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