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概要

本稿ではn次元ユークリッド空間Rn内の 1次元波面に対する Fenchelの定理の拡張につ
いて紹介する．我々はRn内の余向き付け不可能な 1次元フロンタルの絶対全曲率が T以上で
あり，等号が成立するのはフロンタルが平面曲線であり locally£-convexかつ回転数が士1で
ある時に限ることを証明した．さらに波面の絶対全曲率が 7r, 特異点を全てカスプとしてその
数をN とした時， Nは3以上の奇数となり N=3であることと波面が単純閉曲線であること
は同値となる．本稿の内容は田中千紗氏 (NTTデータフロンティア）と本田淳史氏（横浜国立
大学）との共同研究 [3]に基づく．

1 導入

nを2以上の整数とする．周期21rの正則閉曲線,:R→Rnに対して，

K(,) = 121r kds 

゜
(ds = 11,'(t) II dt) 

を絶対全曲率，あるいは単に全曲率という．ここで， Kはァの曲率関数であり， ,'(t)= d,(t)/dt 

とする． Fenchelの定理（［1,14]）より，全曲率K(1)は21r以上であり， K(,)= 21rが成り立った

めの必要十分条件はァが平面曲線かつ卵形線である．これまでFenchelの定理の様々な一般化が

得られてきた：結び目 [11,12]，非正曲率リーマン多様体 [20,7]，球面 [5,6]，開曲線 [13]，ミンコフ

スキー空間 [2],CAT(K)空間 [4].

一方，特異点を持つ閉曲線には全曲率を定義する事ができるものが存在する．したがって，こ

のような曲線の全曲率に対しても Fenchel型定理が成り立つのではないかと考えた．本稿ではそ

のような曲線としてフロンタル及び波面を取り挙げ，それらの全曲率に対する Fenchel型定理を

紹介する．

2 準備

ベクトルa,bE応に対して〈a,b〉で通常の内積を表す．ベクトルの大きさ（ノルム）はa:=

(a1, a2,...'an)に対して

llall== ✓面面＝ ✓（a1戸＋（a2戸＋・·・ + (an)2 
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で定義される．

開区間I上で定義されたcoo級写像,:I→Rnに対し， ,'(c)= 0となるような点t=cを特
異点といい， ,'(c)=J 0となるような点t=cを正則点という．ここで，プライムはtによる微分
を表す('=d/dt). Iの部分集合Reg(,)をァの正則点集合とする．また， sn-1を単位球面

sn-l = {(x1, x2, ・ ・ ・ , Xn) E Rn I (x1戸＋（四）2+・・・＋（％）2 = 1} 

とする．

定義 2.1．区間Iに対し，正則点集合が桐密であるcoo級写像,:I→Rnがフロンタルであると
は， coo級写像e:J→sn-1が存在し ,'(t)とe(t)が線形従属であることをいう．特にこの eを
1の単位接ベクトル場という．

フロンタル,:I→Rnが,'(t)= 0，つまり tが特異点である時， e'(t)=J 0が成り立つならば，
ァを波面と呼ぶ

定義 2.2.ある正の実数£が存在して，フロンタル,:R→RnがtERに対して,(t)=,(t + £) 
を満たす時， 1は閉フロンタルであるという．この時，最小の£を周期と呼ぶ．

パラメータを定数倍することで，一般性を失うことなく周期を 21rとして良い．したがって，こ

のような1の定義域はS1~ R/21rZとみなされる．

定義 2.3.周期加の閉フロンタル1に沿う単位接ベクトル場e:R→sn-1が

(i) e(t + 21r) = e(t)を満たす時，ァを余向き付け可能な閉フロンタルと呼ぶ．

(ii) e(t + 21r) = -e(t)を満たすとき， 1を余向き付け不可能な閉フロンタルという．

任意のaERに対し，ァの [a,a+ 21r］への制限で閉フロンタルを表すこととする．

余向き付け可能な波面 余向き付け不可能な波面

定義 2.4.フロンタル'Y: I→Rnに対し，曲率関数kを正則点上で

k= 
✓||'Y111211'Y11112 -〈'Y'''Y”〉2

11'Y'113 

によって定める．

この時eを汀こ沿う単位接ベクトル場とすると， Kは

k(t)ll'Y'(t) 11 = 11 e'(t) 11 

と表される．一般に，曲率関数 Kは特異点にて発散する．しかし，次の命題が成り立つので全曲

率を定めることができる．
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命題 2.5.閉区間Iで定義されたフロンタル,:I→Rnに対し， sを1のReg(,)上の弧長パラ
メータとする．この時， kdsは特異点を越えてI上で連続な 1次微分形式に拡張される．

aiE明． k= 11 e'11/11,'11, ds =II,'lldtより，

lie'II,,'",, II d 
k ds =@II,'lldt = ll~ell dt 
II,'II"',,-- II dt 

と表される． eはC°°級写像なので，右辺の式は連続な微分形式となる．

定義 2.6.有界閉区間I=[a,b]で定義されたフロンタル,:I→Rnに対して
b 

K(1) ＝ J kds 
と定める． K(,)をァの全曲率という．

全曲率に対し，直ちに以下の系が導かれる．

仁l

系 2.7.有界閉区間I=[a,b]で定義されたフロンタル,:J→Rnに対して，その単位接ベクト
ル場eの移動距離

£=lb ll~ell dt 
a dt 

は，全曲率と一致する．

定義 2.8.フロンタル,:I→R2に対し，向き付け曲率関数 kを正則点上で

det(r',,") 
K, = 
II,'113 

で定める．

R2内の余向き付け不可能な閉フロンタル,(t)に対し，その単位接ベクトル場e(t): [O, 21r]→S1 

は e(t)=（口：［：？）
と表すことが出来る． 1は余向き付け不可能なのでe(C)= -e(O)が成り立つ．したがって，ある
整数mEZが存在して

となる．

0(£) -0(0) = (2m + l)1r = 2 (m + ~) 1r 
2 

定義 2.9.m＋ーを余向き付け不可能な閉フロンタル1の回転数と呼ぶ．
2 

次に定義する locally£-convexとは，凸性のフロンタルヘの拡張である．

定義 2.10.炉内のフロンタル1がlocallyL-convexであるとは， r;,= det(e, e')が常に K,2': 0ま

たは常に K,::::;0を満たすことをいう．

(r;,(t)，〈,'(t),e(t)〉）の組はルジャンドル曲率としてFukunaga-Takahashi[18]で導入された．曲

率関数バま,,,,= r;,/11,'IIと表されるため，正則点においては， locallyL-convexであることと氏が

符号を変えないことは同値である．
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locally L-convexである locally L-convexではない

3 主結果1

単位球面 sn-1とRn内の（n-1）次元部分空間の共通部分を大超球面と呼ぶ．

補題 3.1([10]）．単位球面 sn-1内のび級の閉曲線C:S1→ sn-1の長さを£(c)とする． Cの像

をrとするとき，任意の大超球面Gとrが共有点を持つならば，

£(c) ~ 21r 

が成り立つ．また，等号が成り立つならばrは二つの大円の半円弧で構成される．

命題 3.2([3]). "Y : [O, 21r]→応を余向き付け不可能な閉フロンタルとする． 7に沿う単位接ベク

トル場を e:[O, 21r]→ sn-1とし， eがsn-1上に描く曲線をrとする．この時， sn-1上の任意の
大超球面Gとrは交点を持つ．

証明．大超球面Gに対し，あるlE sn-1が存在し，

G = {x E sn-l I〈x，く〉＝O}

と表される．したがって， Gとrが交点を持つことと，ある toE [0, 21r］が存在して〈e(to)，く〉＝0
となることは同値である．ここで， f: [0,2吋→ Rをf(t)=〈e(t)，く〉と定める． fは連続な

関数になる．ァは余向き付け不可能な閉フロンタルであるため， e(O)= -e(21r)となる．よって
f (0) = -f (21r)が成り立つ．もし f(O)= 0ならばe(O)E Gが成り立つので． Gとrは交点を持
つ． f(O)ヂ0ならばf(O)とf(21r)は異符号なので，中間値の定理よりある点toE [O, 21r]が存在

して J(to)= 0を満たす． したがって， e(to)E Gが成り立つので． Gとrは交点を持つ． ロ

我々は Rn内の閉フロンタルの全曲率に関して，次の定理3.3を示した．

定理 3.3([3]). "Y: [O, 21r]→訂を余向き付け不可能な閉フロンタルとする．この時，

K（"Y) ~ 7r 

が成り立つ．等号が成り立つのは

(1)閉フロンタルが2次元部分空間に含まれる

(2) locally L-convexである

(3)回転数が土ー
1 

2 
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が成り立つ時に限る．

証明ァ及び単位接ベクトル場eの定義域を [O,21r］から [O,41r］へと拡張したものをそれぞれぅ， e
とすると， eの描く曲線rはsn-1上の閉曲線となる．命題3.2より，との描く曲線rはsn-1上
の任意の大超球面と交点を持つ．よって補題3.1より，

K（う）~ 27f 

が成り立ち， K（う）＝ 2K("Y)が成り立つので，

k(1) 2 T 

が導かれる．等号成立条件はfが大円である，つまり rが大円の半分部分である．よって 7は2
1 

次元部分空間内に含まれ，かつ回転数が士ーとなる．
2 

最後に等号が成り立つとき 1がlocalyL-convexであることを示す． F,,(t)= K-(t)||1'(t) 11ょり，

全曲率は kを使って以下のように表すことが出来る．

21r 

K(1) ＝ J IK(t)|dt 
゜1 

一方，回転数が土ーであるので 10(£)-0(0) I = 1rである．したがって，次の式が成り立つ．
2 

J加 j:,,(t)dtl= 1121'0'(t)dtl = l[0(t)闘I=7r. 
0 I IJO 

いま全曲率が Tであるので，

J加伝(t)ldt= 11加K(t)dt
0 IJO 

となる．よってtE [O, 2n:]に対して常にK(t)~ 0またはK(t)s;0となる．したがってぅはlocally

L-convexである． ロ

4 主結果2

正則曲線の場合，最小全曲率を持つならばその曲線は単純閉曲線となる．しかし，最小全曲率

を持つ余向き付け不可能な閉フロンタルには自己交差を持つものが存在する（図5)．したがって，

いつ自己交差を持たなくなるのかというのが疑問となる．我々は特異点が全てカスプの場合の時

の結果を定理4.8として示した．

定義 4.1.平面曲線1(t)(a< t < b)においてt=cが特異点であるとする．もしも，曲線の適当な
（向きを保つ）助変数の取り替えt= t(s)(c = t(O))と1(c)の近傍から原点(0,0)の近傍への R2の

（局所）微分同相写像<I>が存在して

<I>。1(t(s))= (s汽討）

と表すことができるとき，平面曲線1(t)はt=cにカスプをもっ，あるいは， t=cは1(t)のカス

プであるという．

次の補題4.2,補題4.6及び補題4.7は定理4.8の証明で用いるものである．
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補題 4.2([8, Proposition 3.21]). a, b ER, a< bとする．波面'Y:[a, b]→鉗は

• 1(a) = "f(b)であり

• (a,b)の点は全て正則点

を満たすとする．このとき， K('Y)> 7rが成り立つ．

圏 1:端点が一致し，かつ (a,b)上に特異点が存在しないフロンタル

定義 4.3.正則点集合Reg("!)上で定義される写像e:Reg("!)→sl 

e(t) := 
'Y'(t) 

11'Y'(t) II 
(t E Reg("!)) 

を7の向き付き単位接ベクトル場と呼ぶ．

定義 4.4.有界閉区間 [a,b]で定義されたフロンタル'Y:[a, b]→ R2しま内部に有限個の特異点をも

っとする．ァの向き付き単位接ベクトル場eに対し，もしt=aがTの特異点ならば，

如）：＝ lim e(t) 
t→a+O 

と定め，もしt=bがTの特異点ならば，

e(b)：＝ lim e(t) 
t→b-0 

と定める．

定義 4.5.有界閉区間 [a,b]で定義されたフロンタル1:[a,b]→ R2は内部に有限個の特異点をも

っとする．さらに， 1(a)=,(b)であるとする．このとき，

cp = arccos(-〈e(a),e(b)〉）

により定まる cpE [O, 1r]をァの端点におけるなす角という．

補題 4.6([3]). a,b ER, a< bとする．波面1:[a,b]→ R2は

• 1(a) = 1(b)であり，

● c E (a, b)においてカスプをもち，

• (a,c)U(c,b)の点は全て正則点

を満たすとする． cpE [O, 1r]をァの端点におけるなす角とする．このとき， K(,)> cpが成り立つ．

補題4.6は高さ関数の臨界点による場合分けを用いて証明を行った（図6,図7).詳しくは[3]を

参照せよ．
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図 2：端点が一致し，（a,b)上にカスプが 1つ存在するフロンタル

補題 4.7([3]). a,b ER, a< bとする．波面'Y:[a, b]→R2は

・1(a)= 1(b)であり，
● ci,c2 E (a,b) (ci < c2)においてカスプをもち，

• (a,c1) U (c叫）u(c2, b)の点は全て正則点

を満たすとする． r.pE [O, 1r］を1の端点におけるなす角とする．このとき， K（1)2 T一ゃが成り

立つ．

図 3:端点が一致し，（a,b)上にカスプが2つ存在するフロンタル

我々は最小全曲率を持つ閉波面の単純性について次の定理4.8を示した．

定理 4.8([3]). R2の余向き付け不可能な閉波面,(t)は最小全曲率K(,)= 7rを持つとする．さ
らに1の特異点は全てカスプとし，その個数を N とする．このとき，次が成り立つ．

(1) Nは3以上の奇数である．

(2) N = 3であることと， ,(t)が単純閉曲線であることは同値である．

(1)は補題4.2を用いて示すことができる．なぜなら，もしN=lならば補題4.2より K(,)> 7r 
となり，最小全曲率K(,)= 7rを持つという仮定に反するからである．
(2)は(N= 3)⇒ (1が単純）であること，（N= 3)--;= (,が単純）であることをそれぞれ個別に
示した．

t> （⇒）の場合t=0,ci心 (0< c1 < c2 < 21r)をカスプとする． 1: [O, 21r)→R2が単射である
ことを背理法で示す． ,(a)=,(b)となるような異なる a,b E [O, 21r）が存在すると仮定し，必

要ならばパラメータ tを平行移動して〇：：：：： a<C1と仮定してよい．この時，次の (i),(ii), (iii) 

の場合が存在する．
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(i) a < b :S c1の場合

この時， il[a,b]は補題4.2の仮定を満たす．したがって K(,)> 7rが成り立つ． a=
0心 <b:S 21rまたは0<a< C1心 <b:S加の場合でも同様の方法で補題4.2より

K(,) > 7rが成り立つ（図4-(i)). 

(ii) 0 <a< C1かつc1<b<c2の場合

冗＝ ,l[a,b]>12 =,l[b,21r十a]とし， 'PE[O, 1r］をnの端点の成す角とする．この時，補
題4.6より K(,1)>ゃが成り立つ．一方，,2の端点の成す角も中となるため，補題
4.7より K(,2)~ 1r -'Pが成り立っ．よって， K(,)= K（,1) + K(,2) > 1rを得る．
O<a<c1かつc2< bく加の場合でも同様の方法でK(,)> 7rを示すことができる
（図4-(ii)). 

(iii) a = 0かつc1<b<c2の場合

il =,l[a,b]'12 =,l[b,21r]とし， 'PE [O, 1r]を,1の端点の成す角とする． この時，補題
4.6より K（叫＞ゃが成り立つ．一方，ア2の端点の成す角は Tーゃとなるので，この

時，補題4.6より K(,2)>'Pが成り立つ．したがって， K(,)= K(,1) + K(,2) > 1rを
得る． 0<a< c1かつb= c2の場合でも同様の方法でK(,)> 7rを示すことができる
（図4-(iii)). 

(i), (ii), (iii)の場合全てでK(,)> 7rが成り立つ．これはK(,)= 7rという仮定に矛盾する．
したがって N=3ならば， 1は単純である．

二
(i) (ii) (iii) 

図4:自己交差を持つ曲線の図

> （←）の場合

ァの内部領域に対して領域版ガウス・ボンネの公式を用いることで示すことができる．詳し

くは [3]を参照せよ．

Gounai-Umehara [9]は…の特異点が全てカスプであり， locallystrictly L-convexな閉波面，か

つ自己交差が全て横断的であると仮定した場合，定理 4.8(2)が成り立つことを示している．こ

こで曲線7がlocallystrictly L-convexであるとは， Kが0とならないことを指す．なお， locally

strictly L-convexは[15]で定義されている £-convexと同じ概念である (cf.[19]）．そのため，我々

の定理4.8はGounai-Umehara[9]の結果の一般化を与えている．より正確に， R2の凸曲線（変曲

点をもたない単純閉曲線）rに対し，その焦点集合Cr（つまり縮閉線の像）は特異点を持つ locally
strictly L-convexな閉波面の像となる． Gounai-Umehara[9]は Crの特異点が全てカスプであ

り，かつ自己交差が全て横断的であると仮定した場合， Crが余向き付け不可能であることとrが
定輻曲線であることは同値であることを示した．さらに Gounai-Umehara[9]は， Crの特異点が

4個以下の場合に， Crの微分同相型を分類している．
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3個のカスプをもつ閉波面 5個のカスプをもつ閉波面

図5:K(,) = 1rとなる曲線

5 今後の方針

本研究では，余向き付け不可能な閉波面に対して Fenchel型定理を示した．とくに，全曲率の

最小性，特異点の個数の評価と単純性との関係を明らかにした（定理3.3,4.8)．これまでの波面と

しての閉曲線の先行研究では余向き付け可能な場合のものが多かったが，本研究を通じて余向き

付け不可能な閉波面の重要性が明らかになった． Fenchelの定理の一般化として Chern-Lashofの

定理が知られている [16,17]．したがって，フロンタルや波面に対する Chern-Lashof型定理とい

うものが考えられる．この場合でも余向き付け不可能ならば，全曲率が非自明な下限を持つので

はないかと予想する．また，もし全曲率が非自明な下限を持つならば，最小全曲率を持っための

必要十分条件に定義域となる多様体の位相的な性質が関連するのではないかと考えている．
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図6:高さ閲数の臨界点で場合分けされた補題4.6の仮定を満たす閉フロンタル．
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図 7:高さ関数の臨界点で場合分けされた補題4.6の仮定を満たす閉フロンタル．




