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実解析写像の像の解析的拡張の不可能性の判定と応用

東京工業大学・情報理工学院，梅原雅顕 (2024年3月）

Masaaki U mehara, Tokyo Institute of Technology 

概要

これは，筆者が 2023年11月に講演した内容をまとめたものである．ただし，ほとん
どの内容が筆者の共同研究で，しかも現在執筆中の論文数編に関わるため，ここではテ

クニカルな部分は避け，動機と研究概要を紹介する（文献にある準備中の論文は，現時

点では年内には完成する予定です．）

1.動機

現在，筆者は「実解析写像の像」の解析的な延長不可能性の判定法を与えることに取

り組んでいるが，まず，その理由から説明しよう：尉を 3次元時空とする，つまり配

に符号（＋＋ー）の標準的な Lorentz計量を入れた空間とする．町において平均曲率が零

の曲面が定義されるが，特に誘導計量が半正定値となるとき極大曲面という．極大曲面

の中でも特に固定点をもつ 1径数のローレンツ変換群の作用で不変なものを G型の極大

カテノイドとよぶが，以下のように全部で3種類ある（小林治氏により見いだされた）．
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図 1．楕円的カテノイド（左端），放物的カテノイド（中央左），双曲的カテ

ノイド（中央右）と双曲的カテノイドの像の解析的拡張（右端）

(1)楕円的カテノイド丘(u,v) := (sinh u cos v, sinh u sin v, u), 

(2)放物的カテノイド fp(u,v) :=（研 uv2 + u, -2uv研, ~-uv2 -u), 

(3)双曲的カテノイド JH(u,v) := (sinh v cosu, u, cosh v cosu). 

楕円的カテノイドの像は解析的な拡張を持たないが，放物的カテノイドの像と双曲的カ

テノイドの像は，共に解析的な拡張をもっ：実際，写像fEの像は，以下の陰関数表示

(1.1) £:=Im(!叫＝ ｛（x, y, t) E厨；炉＋炉＝sinh2t} 

をもち，写像 fpとfHの像は，以下の表示をもつ．

Im(fp) UL= P, Im(!叫UT(Im(J川） ＝1-l． 

ここでT：股fぅ(x,y, t)f---+ (x, -y, -t) E蔚は合同変換であり，

(1.2) P := { (x, y, t) E尉； 12(x2-t2) = (x -t)4 -12炉｝っ L:= { (t, 0, t); t E股｝，
(1.3) 1-l := { (x, y, t) E尉； t2-丑＝cos勺｝．
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である．アおよび1-lは平均曲率零の正則曲面を与えている．部分集合 S(c股りが与え
られ，配上で定義された実解析関数の零点集合に一致しているとすると， Sは解析的

な拡張を持たない（後の命題 2.6(3)における m= 1の場合に対応）．したがって，表示
(1.1), (1.2)および (1.3)から次のことがわかる．

事実 1.1.楕円的カテノイドの像は解析的拡張を持たない．尉の部分集合 Pと1-lは錐
的特異点をもち，それぞれ放物的カテノイド fpと双曲的カテノイド fHの像の解析的
拡張を与え，さらにこれ以上の非自明な拡張をもたない．

図 2.Osgood写像の像と，その等長変換を用いた（実解析的にならない）拡張

結果的に放物的カテノイド fpの像は単に閉包をとることで解析的な拡張が得られる．
一方，双曲的カテノイド fHの像は， h（配）とその合同変換による像の和集合の閉包
をとることで解析的拡張が得られる．このように，時空の平均曲率が零の曲面が非自明

な解析的拡張をもつ場合には，大抵その曲面の性質を個々に調べることで，その拡張が

見いだされることが多い．しかし一方，その拡張が，これ以上の解析的拡張をもたない

ことを判定することはさらに難しい．例えば

fo(u,v) := (u,uv,uveり (u,vE股）

は配から配への実解析写像を与え， Osgoodの写像とよばれ，定義域では Vー軸が特

異点集合となるが，値域では，すべての特異点が原点 (0,0, 0)に写され孤立特異点のよ
うに見える（図 2左）．この曲面は和の像ときと同様に等長変換を用いて，（図 2右）

のような拡張を有するが，残念なことに， Jo（配）との継ぎ目はび級（場所によっては

C竺級）であり，実解析写像にはならない．すると「Joの像は本当に実解析的な拡張を

持たないのだろうか」という疑問が生ずる．より正確には

（◇） M2を連結な2次元多様体とし g:M2 →配を2次元実解析写像（ほとんど至

る処で階数が2の実解析的な写像，定義 2.3参照）とし，解析的に完備（定義2.1

参照），つまり M2の空でない開集合 0が存在しg(O)C Jo（配）ならば，常に

g(MりCJo（配）を満たすだろうか？

という問いである (Osgoodの写像に関しては答はYesである， §3の最後の部分参照）． F

の特異点については， Osgood自身により， Fの像はいかなる実解析関数の零点にもな

り得ないことが示されており，上記の（◇)を示す際には，上記の極大カテノイド fpと
fHのときの方法は使えない．筆者は，藤森氏（広島大），川上氏（金沢大），國分氏（東京
電大）， Rossman氏（神戸大），山田氏（東工大）， Yang氏（高麗大）との共同研究[1]に
おいて，まず錐的な特異点を許す実解析的な写像の像の解析的な拡張不可能性に関する

判定条件を与え，それを

• 3次元時空の極大曲面としての G型カテノイド，あるいは
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• 3次元deSitter空間 Sf（断面曲率は1)における空間的平均曲率1のカテノイ
ド型曲面で錐的な特異点のみを許容するもの

に応用し，それらの解析的拡張性を調べ，拡張が存在する場合には，それ以上の拡張が

存在しないことを証明した．しかし， Sfの平均曲率1のカテノイド型の曲面の中には，
錐的な特異点以外の特異点を許す族があり，それらの解析的拡張を構成した後，それが，

さらなる拡張性を持たないことを示す必要性が生じていたが，最近ようやく，執筆中の

論文 [2,3]の応用として，それに決着をつけることができ（本稿の最後の節参照）．また，
上記の Osgoodの写像の像が（◇)を満たすこともわかった．本稿では，その論文 [2,3] 
を解説する．

2.解析的完備性

ここでは， n~l として，実解析的な n 次元多様体 Nn と，その部分集合 S を 1 つ固
定する．

定義 2.1([1]）．部分集合 Sが解析的に完備 (analyticallycomplete)であるとは，以下

の性質が満たされるときを云う：

r: [O, 1]→炉を任意の実解析的写像とする1. もしも，ある EE (0, 1)に
対してI'([O,1:)) CSならば， r([O,1]) C Sとなる．

似たような概念としてはKurdyka[6]の「arc-symmetry」があるが，上記の概念より
若干弱い． Nn上で定義された実解析的な関数 F:Nn→民があり， SがFの零点集合

であれば， Sは解析的に完備である．特に

•町の線形部分空間は解析的に完備である．
•第 1 節で定義した（極大曲面としての G型カテノイド，あるいはその解析的拡張
を行った後に得られる）配の部分集合E,pそして Hは解析的に完備である．

解析的に完備であることは， Sが空間 N門こおいて解析的な拡張を持たないことを意味
する．

解析的に完備でない例を 1つ与えよう．閉区間 S:= [O, 1]は股の部分集合として解析
的に完備ではない．なぜなら r(t):= 2tとすると I'([O,1/2)) C Sであるがr(1)¢Sと
なるからである．ここで「解析的完備性」の概念が，「与えられた部分集合 Sが非自明な

解析的拡張を持たない」ことを意味する概念としては強すぎる，と感じる例を挙げよう．

例 2.2.標準的な交叉帽子写像

fw(u, v) := (u, uv，炉） （（u,v) E配）

の像fw（配）は解析的に完備ではない．というのは，実解析的な曲線2r(t) := (o, o, ½-t) 
を考えると I'([O,½)) C Sであるが r(l)t/-fw（配）となるからである（図3左）．これ
は，特別な実解析的な曲線は fw（配）から脱出可能であることを意味するが，そもそも

fw（配）は2次元の集合なので，この事実から「fw（配）が非自明な解析的拡張を許さな
い」と判定するには無理がある．

1閉区間で実解析的とは，その閉区間を含むある開区間上で定義された実解析的写像の制限であること

とする．

2本稿では曲線は，区間から他の集合への写像を意味する．実解析的な曲線は「実解析的な写像」と同

じ意味である．
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図 3.標準的な交叉帽子写像を定める解析関数の零点集合（左）および標準

的なツバメの尾写像を定める解析関数の零点集合全体（中央）とその半分

（右）

標準的な交叉帽子だけでなく任意の実解析的な交叉帽子写像芽は，同様に特異点から

脱出する実解析的な曲線を許容する．交叉帽子だけでなく，標準的ツバメの尾写像

fsw(u, v) := (3u4 + u2v, -4u3 -2uv, v) ((u, v) E配）

も同様の性質をもつ．これらの具体例をふまえて，「解析的完備性」の概念を少し弱めた

「m—解析的完備性」を定義する．まず m 次元解析写像の概念を準備する．

定義 2.3([2]）．自然数 m(1 ::; m ::; n)を固定する． Mmを（境界を持たない） m次元実

解析的多様体とし， g:Mm →炉を実解析的写像とする．もしも g が Mm~こおける開か

つ桐密な部分集合において「はめ込み」となるとき， gをm次元解析写像(m-dimensional

analytic map)とよぶ

上記の定義において Mmが連結であれば，もしも gの微分 dgの階数が，ある点でm

なら， gはm次元解析写像となるため，「m次元解析写像」の判定は簡単である．

定義 2.4([2]）．自然数 m(1 ::; mさn)を固定する．部分集合 S(cNn)が m-解析的に
完備 (m-analyticallycomplete)であるとは，以下の性質が満たされるときを云う：

Mmを連結な（境界を持たない） m次元の実解析的多様体とし， g:Mm→

Nnをm次元実解析的写像とする．もしも Mmの空でない開集合 0が存

在し g(O)c Sを満たすならばg(M門 CSとなる．

閉区間 [O,1]上で定義された実解析的な曲線は，区間 [O,1]を含むある開区間で定義さ
れた実解析的な曲線に拡張されるが，それを gと考えると， 1-解析的完備性は，定義 2.1

の解析的完備性と同値であることがわかる．また m<Cのとき， m-解析的完備性は， C-

解析的完備性を導く．特に m—解析的完備性は， m 2 2のとき解析的完備性より弱いが，
「m次元的な意味において解析的な拡張を許さない」という意味をもつ． m-解析的完備

性の判定には，以下の m—解析性の概念が有用である．

定義 2.5([2]). nをNnの開集合とし， SをNnの部分集合とする． Sが開集合 0に対
して m—解析的 (m-analytic) であるとは， Nn の劣解析集合 (subanalytic set) Lと，実解
析的な関数 F:O→戦が存在して，以下の条件を満たすときを云う．

(1) Sn Lは空集合で，
(2) dim(£) < m を満たす，但し Lが空集合のときは dim(£)=-1と定める，
(3)関数 Fの定義域 Qにおける零点集合Z(F)は， z(F) = (s u L) n nを満たし，
かつ次元については dim(Z(F)）2m を満たす．
(4) SはZ(F)の閉部分集合である．特にLnnはZ(F)の開部分集合である．

この状況で，もしも O=N門ことれるならば， S は大域的にm—解析的と云う．特に m=O
ならば， Sは大域的に解析的と云う．
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この定義から以下のことが示される．

命題 2.6.いま m<:'.:£(<:'.:n)とする． Nnの部分集合Sについて以下が成り立つ．

(l) Sが開集合 9に対して贋解析的ならば□＿解析的である，
(2)また， 1-解析的であることと 0ー解析的であることは同値，

(3) S が大域的に加解析的であれば， S は m—解析的完備である．

例 2.2の標準的交叉帽子写像fwの像については，配上の多項式

Fw:配ぅ (x,y,z)→x2z-y2 E股
を考えると

fw（配）＝ Z(Fw)¥ L, L := {(x,y, z) E配； x= y = 0, z < O} 

と書ける．したがって fw（配）は，配において大域的に 2ー解析的である．同様に標準的

カスプ状交叉帽子写像 fewおよび標準的ツバメの尾写像 fswも大域的に 2ー解析的で

あることが示される．すると命題 2.6により， fw（配）と fsw（配）は，共に配において

2ー解析的完備であることがわかる．

3.弧状固有写像 (ARC-PROPERMAPS)と解析的完備性に関する定理

前節で Nnの部分集合 Sの解析的完備性を定義したが，大抵の場合Sは，ある解析的

な写像の像である場合が多い．しかも，その写像の像が，非自明な解析的な拡張をもち，

その結果としてSが得られている場合には， 1つの実解析的な多様体からの実解析写像
の像として表されている保証はない．しかし，そのような場合でも， Sが1つの位相空
間X からの連続写像

f :X→Nn 
の像に一致する（つまり S= f(X)）という設定は自然である．本稿では，位相空間 X

は，局所コンパクトなHausdorff空間で第二可算公理を満たしていると仮定する3. f(X) 

が，これ以上の解析的拡張を持たないことを保証する位相的な条件として，以下の定義

を与える．

定義 3.1([2]). f : X →炉を連続写像とせよ． rは非負整数であるか，あるいは
r E {oo,w}とするとき，連続曲線 'Y: [O, 1)→ X が (Cr，介拡張可能であるとはer_可
微分な写像 r:[O, 1]→炉があり4,r(t)=fory(t)がtE[O,l)について成り立つとき
を云う．このとき， fがCに弧状固有写像(er-arc-proper)であるとは，各（ぴ，D-拡張
可能であるような定値でない連続曲線'Y: [O, 1)→Xと， 1に収束する [O,1)上の任意の
数列 {tk}k=lを与えると，部分列｛伍｝k=lが存在し，極限limk→00ry(tik)EXをもつと
きを云う．

上記の定義は，箪者等の第一論文 [1]で与えたものと少し異なり，「rが定値でないこ
と」などの記述が加わっている．固有な連続写像は，任意の rに関して er_弧状固有写

像であり， r< sのとき（但し 00< W とする） er_弧状固有性はcs＿弧状固有性を導く．
従って， fO'Yに実解析性を課す「CWー弧状固有性」が最も弱い条件である． Sが Nnの
部分集合であり位： S→炉を包含写像とすれば， Sが閉集合であることは Lsが C゚ー弧

状固有であることを意味する． Sが解析的に完備であれば，包含写像 Lsはcw＿弧状固有

3この設定では距離付け定理が適川できて， Xは距離付け可能となる．

4閉区間上でC亡級とは，その閉区間を含むある開区間上で C亡級のものの制限であるときを云う．
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写像でなければいけない，という意味で，我々の定義は自然なものである．以下，例を

挙げよう．

例 3.2.写像f1：罠ぅ t→ (cost,sint) E配は固有ではないが， C。-弧状固有である．

例 3.3.よく知られるように，『：＝配／z2を正方トーラスとするとき，写像
f2 ：股ぅ t→ (t,v2t) E T2 

の像は戸において桐密である． f2は固有ではないが， C。-弧状固有写像である．

例 3.4.写像

閏）：＝（t, sin}) (t > 0) 
は， トポロジストの正弦曲線とよばれ，その像の閉包は連結だが弧状連結でないことで

有名である．特にん((0,oo)）は配において閉集合ではないが， f3しま C゚ ー弧状固有写像
である．

例 3.5.対数うずまき線

f4(t) := et(cost, sint) (t E股）

は， 1変数の実解析関数に関する一致の定理を使うと cw＿弧状固有写像であることが示
されるが， C又弧状固有写像にはならない．実際

r(s) ＝ {[;>;s) ［:[ : ：闊：
f4(-l/s) (ifs> 0) 

はC竺写像であり，連続曲線 'Y:[-1,0)→股で

f4 0 cy(t) =「（t) (t E [-1, 0)) 

を満たすものがとれるが，区間 [-1,0)上で0に収束する数列{tk}k=lに対して，常に
b(tり｝芦1は股上において―ooに発散するので収束する部分列をもたない．

次に，「像解析性」の概念を与える．

定義 3.6.写像 f:X →炉は連続であるとせよ．与えたれた点 x。€ X が像解析的
(image analytic)であるとは， x。の開近傍 U(cX)と， f(xo)の開近傍 D(cNn)が存在
して以下の性質が満たされるときを云う．

(1) Ulu)-1(f(xo)) = {xo}であり，かつ
(2) f(U)は， Qに関して 0ー解析的（定義 2.5参照）である．

写像に像解析性を仮定することは，それほど不自然ではない．例を挙げよう．

• xmをm次元実解析的多様体とし f:xm→炉をはめ込みとすると xmの各
点の近傍で fは埋め込みとなるため，像解析的であることが示される．
•上記の f が錐的特異点を許すときも，適切な設定のもとで像解析的であること
が示される ([1]). 

• m = 2のとき， f:炉→配が正則点かカスプ辺のみを許容すればfは像解析
的である．

この状況における我々の得た結果は次の2つである．まず，固有な連続写像について

は，以下が示される．
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定理 3.7([2]). f: X→炉を固有な連続写像とし， X上のすべての点が像解析的であ
り，かつすべての xに対してf―l(j(x)）が有限集合となるならば， f(X)は解析的に完

備である．

定義域が多様体で写像fがm次元の実解析的な写像の場合には，次が示される．

定理 3.8([2]). xmをm次元実解析多様体で， f:xm→炉がm次元実解析的写像と
せよ．もしも f が CW—弧状固有写像で， xm 上の各点 X EXmは像解析的かつ制限写像
f如が単射となる近傍にをもつならば， J(xm)は解析的に完備である．

この定理により例3.2,例3.3,例3.4および例3.5で与えた写像の像は，すべて解析

的に完備となる．冒頭で紹介した Osgoodの写像はC巳弧状固有ではあるが，写像の特

異点は像解析的にはならない．けれども少しの修正で，上記の定理を適用することが可

能であり，結果的にOsgoodの写像の像の解析的完備性が従う．

4. m—解析的完備性に関する定理

m は 1 以上 n 以下の自然数とする．今度は m—解析的完備性に関する定理を紹介する．

定義 4.1.連続写像f:X →炉が与えられたとき，点 x。€ Xがm像解析的(m-image
analytic)であるとは， x。の開近傍 U(cX)と， f(xo)の開近傍 O(cNn)が存在して以

下の性質が満たされるときを云う．

(1) (flu)-1(f(xo)) = {xo}, 
(2) f(U) が，開集合 Q に関して m—解析的（定義 2.5 参照）であるときを云う．

さらに x。の近傍 U を， U 内の点がすべて m—像解析的となるように取れるとき， x。は
正規な m—像解析的点であると云う．

自明ではないが「L像解析性」は前節の「像解析性」と同値である．また m三fさn
のとき， m-像解析性はtー像解析性を意味する．次が成り立つ．

命題 4.2. 「m—像解析的J という概念は写像芽に付随する．つまり x が写像 f に関して
m像解析的であれば，任意の xの開近傍にに対して，制限写像fにも xにおいてm-
像解析的となる．

この命題の証明では，位相空間 Xの局所コンパクト性が重要な役割を演ずる．連続写
像においても，我々がよく知っている特異点を定義することができる．例えばf:X→即
を連続写像とし， x。が交叉帽子点であるとは

<p O j 0心＝ fw

を満たす局所微分同相写像①と局所同相写像心が存在するときを云う，但し fwは，

例 2.2で与えた標準的交叉帽子写像である．このように定義すると，連続写像の交叉帽

子点は2ー像解析的となる．ちなみに，この要領で正則点・カスプ辺点・ツバメの尾点・

カスプ状交叉帽子点を定義すると，正則点とカスプ辺点は像解析的，ツバメの尾点とカ

スプ状交叉帽子点は2像解析的となる．高次元の場合であるが，波面としての超曲面に

現れる A,DE型の特異点をモデルとし，与えられた連続写像上に同じ名前の点を定義
すると，それらは m—像解析的となる（山田氏と佐治氏との共同研究 [7] 参照），さらに m
次元の多様体から股n(1 :Smさ7,n > m) に現れる Morin 特異点は m—像解析的となる．
すべての特異点がm—像解析的なわけではない．例えば，例 2.2 で与えた標準的交叉帽子
写像 fwを用いて， g(u,v) := fw(u，炉）とすれば原点 (0,0)は写像 g:配→配に対す
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る 2—像解析的でない点を与える．この状況で，我々の得た結果は次の 2 つである．まず，
固有な連続写像については，以下が示される．

定理 4.3([2]). f : X →炉を固有な連続写像とし， X 上の各点が m—像解析的であり
f―l(j(x)）が有限集合ならば， f(X)はm-解析的に完備である．

この定理の m=1の場合が，定理 3.7と解釈できる．定義域が多様体で，写像が m

次元の実解析的な写像の場合には，次が示される．

定理 4.4([3]). xmをm次元実解析多様体で， f:xm→炉がm次元実解析的写像で

C“—弧状固有写像であり，かつ xm の各点がm—像解析的ならば， f(Xm) は m-解析的に
完備である．

この定理の証明は劣解析集合の性質等を駆使するため，証明は簡単ではなく本稿では

割愛する．ここまで紹介した定理群は，すべて定義域上の点が像解析的であるか m—像
解析的であることを仮定していた．しかし，一般に，具体的に与えられた写像上の点が，

そのようば性質をもつかどうかを判定することは容易ではない．そこで実用性を高める

ため， fが波面としての特異点を許す場合に定理 4.4を拡張しよう．

定義 4.5.f: xm→炉を実解析写像とする．また Gm(TNりを Nnの接束 TNn上の

階数 mのグラスマン束とする．写像 fが波面的写像 (frontal)であるとは，実解析的な

写像ら： xm→叫(T炉） （ f の m—持ち上げと云う）が存在し

df(TxX門Cら(x) (x EX門

を満たすときを云う．この状況において，もしもらが「はめ込み」にとれるならば， f
は波面とよぶ

この定義を用いて，さらに以下の定義を与える．

定義 4.6.f: xm→炉を実解析写像とする．点 xEXmが波面点(frontpoint)である

とは， xの開近傍にが存在し， fにが波面となるときを云う．

以下の定理が成り立つ．

定理 4.7.f: xm →炉がm次元実解析的写像で CW—弧状固有写像であり，かつ xm 上

のすべての点が波面点であるか，あるいは正規な m—像解析的点であるとすると， f(X門
は m—解析的に完備である．

周囲の点がすべて mー像解析的な点は正規な m—像解析的となるので，この定理は，定
理 4.4を系として含み，本稿で紹介する定理の中で最も深いものである． fが波面的で
ないような点は，余次元2の劣解析集合の元となるため，その補集合が連結であること

が証明の鍵となる．波面点な特異点 xの判定には， X EXmの十分小さな近傍いにつ

いて (f|u”戸(f(x)）が有限集合となることのチェックは不要で，単純に fの持ち上げの
ヤコビ行列の階数を調べればよいため，実用性は高い．

5.応用

ここまで，紹介した定理の具体的な応用を1つ紹介する． 3次元時空蔚の極大曲面
（つまり空間的零平均曲率曲面）および3次元deSitter空間Sfの空間的平均曲率1の曲
面は，共に Weierstrass型の表現公式により曲面が構成でき，すべて実解析的な写像に

よって曲面を表示することができる．これらの曲面は，一般的に特異点を許容する．こ

の2つの曲面のクラスは，以下のようにそれぞれ2つの型のカテノイド型の曲面を含む：
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(W)球面から 2点を除いたリーマン面上で定義され， Gauss写像の写像度が1で， Hopf
微分が，除かれた2点で2位の極をもつ．

(G)曲面は，外の空間の不動点をもつ 1径数等長部分群の作用で不変である．

2種類のカテノイドはそれぞれ(Weierstrass型表現公式と関係が深いため）W 型カテノ
イド，（定義が幾何学的なため）G型カテノイドと呼んで区別する．極大面としての G型

カテノイドは，既に本稿の第1節で紹介し，楕円的なもの以外（の2つ）は解析的拡張を
もち，拡張後の曲面の解析的完備性も指摘済みである． w型カテノイドは2種類あるが，
1つは楕円的G型カテノイドなので，新しいものはただ1つで，それは解析的な拡張を

もち，拡張後は，⑬-平面上で定義されたグラフ t= xtanhyとなるため解析的に完備で
ある ([1]).
S和の空間的平均曲率1の曲面における G型カテノイドは全部で8種類あり，その中
で5種が非自明な解析的な拡張をもち，拡張後の曲面の助変数表示は固有であるか，あ
るいはco弧状固有写像となるため，これは本稿の定理 3.8により解析的に完備である
ことが示される ([1]では，定理 3.8を用いずに証明している）．一方， S化の空間的平均曲

率1の曲面における W型カテノイドは，

•楕円的w型カテノイド，
•放物的W型カテノイド，
•双曲的w型カテノイド，
•例外 I 型楕円的w型カテノイド，
•例外 II 型楕円的w型カテノイド

の5種類に分かれ，後半のI型と II型の例外的w型カテノイドのみが非自明な解析的
な拡張をもっ．拡張後に解析的に完備となることの証明は，本稿の定理 3.8により示さ

れる ([2])．一方，放物的w型カテノイドは固有写像であり，双曲的w型カテノイド
は固有ではないが C゚ ー弧状固有写像となり，錐的特異点あるいはカスプ辺のみを許容す
るため，やはり本稿の定理 3.8により解析的完備性が示される．最後に（非例外的な）楕

円的w型カテノイドは，曲面の第二Gauss写像の形により全部で以下の 3種類に分か
れる．

(i) g = z°'(0: > 0 0: i Z), 
(ii) g =抄＋c(c2:0,ci{l/v'2,1}), 
(iii) g＝竺＋1/v'2,

ここで Kは2以上の正の整数を動く． 3つの場合すべてにおいてカテノイドを定める写

像は固有である．しかし (iii)の場合のW型カテノイドの特異点が最近まで特定できず，

波面点でもないため定理4.7を適用できない状態であったが，本田・佐藤の論文 [4]の非

退化な特異点の分類を用いて，本田氏・山田氏との共同研究 [5]にて，その特異点を特
定し，それが 2ー像解析的であることを示すことでき，最終的に以下の結果を得た．

定理 5.1([2, 5]). 3次元 deSitter時空における W型カテノイドは，例外型のものを除
けば解析的に完備あるは2ー解析的に完備で， 2つの例外型の楕円的W 型カテノイドは，
適切な解析的な拡張により解析的に完備となる．

以上により，筆者等が長年取り組んできた Sfの空間的平均曲率1のカテノイドの解
析的な拡張の決定問題が，ようやく決着した．
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