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A型単純特異点と関係する振動積分の満たす微分方程式
に対する完全WKB解析

Exact WKB analysis of a differential system

satisfied by an oscillatory integral

related to a simple singularity of type A

By

廣瀬 三平
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Abstract

In this paper, we consider a differential system satisfied by an oscillatory integral related

to a simple singularity of type A. We show that the Borel summability of WKB solutions of

the system can be described by using the Stokes set.

§ 1. はじめに

t = (t1, t2, . . . , tm) ∈ Cm, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn の函数 F (t, x)から定まる振動
積分

ψ(x, η) =

∫
eηF (t,x)dt, dt = dt1 ∧ dt2 ∧ · · · ∧ dtm

の満たす微分方程式は完全WKB解析において重要な対象であり, 様々な例が考えられ
ている. 例えば F (t, x) = − 1

3 t
3 + xtから定まる振動積分 (Airy積分)の満たす微分方程

式は Airy方程式と呼ばれ, 単純変わり点におけるWKB解析的な変換による標準形とな
る. さらにこのことを用いて単純変わり点から出る Stokes曲線上での接続公式が導かれ
る ([10]). F (t, x) = t4 + x2t

2 + x1tから定まる振動積分 (Pearcey積分)の満たす微分方程
式は Pearcey系と呼ばれ, 変わり点集合のカスプ点における標準形となる ([7]). また, [12]
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では量子 Hénon写像に関連して首藤積分と呼ばれる振動積分の満たす微分方程式を完全
WKB解析を用いて考察している.

Pearcey系や首藤積分の満たす微分方程式は, [1]において完全WKB解析を多変数
の微分方程式 (ホロノミック系)に拡張するための例として扱われ, WKB解や変わり点,

Stokes集合 (Stokes曲面)の定義が与えられた. また, [3]では Pearcey系に対するWKB

解の Borel変換を代数函数を用いて記述し, その性質を調べている. 一方, [13]において,

適切な仮定を満たす振動積分を解として持つ微分方程式のWKB解は振動積分の漸近展
開により得られることが示された. さらに, このようにして得られるWKB解の Borel総
和可能性についても論じられた.

本稿では, Airy積分や Pearcey積分を一般化した A型単純特異点を持つ多項式 tn+1

の変形
F (t, x) = tn+1 +

n−1∑
l=1

xlt
l

から定まる振動積分の満たす微分方程式Mnを考え, MnのWKB解の Borel総和可能性
が Stokes集合で記述できることを示す. また, このことを証明するために, [14, 4, 11]な
どにおいて考察された振動積分に対する Stokes集合がMnの Stokes集合と一致すること
も示す. さらに, Mn の Stokes集合は半代数的集合であることも示す.

本稿の構成は次である: §2ではMn のWKB解, 変わり点, および Stokes集合の定
義を与える. また, [13]で与えられた振動積分の漸近展開を用いたWKB解の構成につい
ても述べる. §3では本稿の主定理を述べ, これを用いるとMnのWKB解の Borel総和可
能性が Stokes集合で記述できることについて説明する. 主定理を得るために, §4ではMn

のWKB解の Borel総和可能性, §5ではMn の Stokes集合の性質について調べる.

本稿は 2023年度に数理解析研究所で開催された RIMS研究集会「可積分系数理にお
ける最近の進展」での講演をもとに作成したものである. このような機会を与えてくだ
さった研究代表者である三木啓司先生 (同志社大学)に感謝申し上げます. また, 本稿の内
容についてご議論いただいた京都でのセミナーの参加者の皆様にも感謝申し上げます.

§ 2. WKB解, 変わり点, および Stokes集合

ここでは微分方程式Mnに対して,完全WKB解析における基本的な対象であるWKB

解, 変わり点, および Stokes集合を定義する. 以下ではパラメタ ηは η > 0とする.

まず, [1]で述べられているように, Mn は

Mn : Pjψ = 0 (j = 1, 2, . . . , n− 1)

で与えられる. ただし, P1 は

P1 = (n+ 1)η−n
∂n

∂xn1
+
n−1∑
l=1

lxlη
−l+1 ∂

l−1

∂xl−1
1
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であり, Pj (j = 2, 3, . . . , n− 1)は

Pj = η−1 ∂

∂xj
− η−j

∂j

∂xj1

である. これらの微分作用素は可換である. また, Mn は

Ψ =



ψ

η−1 ∂ψ
∂x1

...

η−n+2 ∂
n−2ψ

∂xn−2
1

η−n+1 ∂
n−1ψ

∂xn−1
1


により

η−1 ∂Ψ

∂xj
=

{
A(x)j + η−1

j−1∑
i=1

iA(x)j−i−1 ∂A

∂x1
(x)A(x)i−1

}
Ψ (j = 1, 2, . . . , n− 1)

に変換できる. ただし, A(x)は

A(x) =



0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · 0 1
−x1

n+1
−2x2

n+1
−3x3

n+1 · · · −(n−1)xn−1

n+1 0


である. Mn は Cn−1 において特異点集合が空集合のホロノミック系であり, その階数は
nである. 特に Cn−1 の任意の点におけるMn の正則函数解の次元は nである.

Mn のWKB解は

ψ(x, η) = η−1/2 exp

∫ x n−1∑
j=1

Sj(x, η)dxj , Sj(x, η) =
∞∑

k=−1

Sj,k(x)η
−k

のかたちの解である. このWKB解は

ψ(x, η) = eη
∫ x ω

∞∑
k=0

ψk(x)η
−k−1/2, ω =

n−1∑
j=1

Sj,−1(x)dxj

と展開できる. ここで

(2.1) Sj(x, η) =
∂

∂xj
logψ(x, η)
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が成り立つことに注意する. Mnについては, 以下で述べるように n個のWKB解を構成
することができる. まず, P1ψ = 0に対して [2]の議論を用いると S1(x, η)は

exp

(
η−1 ∂

∂z

∂

∂ζ

)
p

(
x, ζ + η−1

∞∑
i=0

zi

(i+ 1)!

∂iS1

∂xi1
(x, η)

)∣∣∣∣∣
z=ζ=0

= 0

を満たす. ただし, p(x, ζ)は

p(x, ζ) = (n+ 1)ζn +
n−1∑
l=1

lxlζ
l−1

である. これより S1,−1(x)は
p(x, S1,−1(x)) = 0

を満たし, S1,−1(x) を定めれば S1,k(x) (k = 0, 1, . . .) は帰納的に一意に定まる. 次に
Pjψ = 0 (j = 2, 3, . . . , n− 1)より

η−1Sj(x, η)− exp

(
η−1 ∂

∂z

∂

∂ζ

)(
ζ + η−1

∞∑
i=0

zi

(i+ 1)!

∂iS1

∂xi1
(x, η)

)j∣∣∣∣∣∣
z=ζ=0

= 0

が成り立つので, Sj(x, η)は S1(x, η)から一意的に定まる. 特に Sj,−1(x) = S1,−1(x)
j が

成り立つことに注意する. 以上より S1,−1(x, η)を定めれば
n−1∑
j=1

Sj(x, η)dxj

が一意的に定まり, 従ってWKB 解を得る. Pearcey 系M3 の場合に [1, 6] で述べられ
ているように, この 1 形式は閉形式である. 以下では p(x, ζ) = 0 の ζ についての解を
ζi(x) (i = 1, 2, . . . , n)として, S1,−1(x) = ζi(x)から定まる Sj(x, η)を

Si,j(x, η) =
∞∑

k=−1

Si,j,k(x)η
−k

と表し, WKB解を

ψi(x, η) =η
−1/2 exp

∫ x n−1∑
j=1

Si,j(x, η)dxj

=eη
∫ x ωi

∞∑
k=0

ψi,k(x)η
−k−1/2

と表す. ただし, Si,j,−1(x) = Si,1,−1(x)
j = ζi(x)

j より

(2.2) ωi =

n−1∑
j=1

ζi(x)
jdxj
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である.

このようにして構成されたWKB解は発散級数であるが, 完全WKB解析では η に
関する Borel総和法を用いて解析的な意味付けを与える.

Definition 2.1. y0, φk ∈ C, α ∈ C \ {0,−1,−2, . . .}から定まる形式級数

φ(η) = eηy0
∞∑
k=0

φkη
−k−α

は次を満たすとき, Borel総和可能であるという:

(i)
∞∑
k=0

φk
Γ(k + α)

(y + y0)
k は y = −y0 の近傍で収束する.

(ii)
∞∑
k=0

φk
Γ(k + α)

(y+ y0)
k は定数 ρ > 0が存在して {y ∈ C | dist(y + y0,R≥0) < ρ}上の

正則函数に解析接続できる.

(iii) φ(η)の Borel変換
φB(y) =

∞∑
k=0

φk
Γ(k + α)

(y + y0)
k+α−1

は定数R,C1, C2 > 0が存在して{y ∈ C | dist(y + y0,R≥0) < ρ, |y| > R}上で |φB(y)| ≤
C1e

C2|y| を満たす.

φ(η)が Borel総和可能であるならば, φB(y)の Laplace積分

Φ(η) =

∫ ∞

−y0
e−ηyφB(y)dy

は well-definedであり, このとき Φ(η)を φ(η)の Borel和という. ただし, 積分路は正の
実軸に平行に取るものとする.

以下では形式級数
φ(η) =

∞∑
k=−1

φkη
−k

が Borel総和可能であるとは

φ̃(η) =φ(η)− (φ−1η + φ0)

=
∞∑
k=0

φk+1η
−k−1

が Borel総和可能であるときと定める. また, φ(η)の Borel和は

Φ(η) = φ−1η + φ0 +

∫ ∞

0

e−ηyφ̃B(y)dy
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と定める.

WKB解は xに依存しており, Borel総和可能であるかどうかは xに依存する. Borel

総和可能な xの領域の記述に用いられる (ことが期待される)のが, 変わり点と Stokes集
合である. Mn の場合, 変わり点と Stokes集合を次で定める.

Definition 2.2.

(i) x = aは ωi(a) = ωi′(a)を満たす i ̸= i′ が存在するとき, 変わり点と呼ぶ. 変わり点
全体の集合を T で表し, 変わり点集合と呼ぶ.

(ii) 次を満たす x = s全体の集合を S で表し, Stokes集合と呼ぶ: ωi(a) = ωi′(a)を満
たす変わり点 a ∈ T , および始点 x = aと終点 x = sを結ぶ滑らかな曲線 C : x =

x(u) (u ∈ [0, 1])であって, 任意の r ∈ (0, 1]に対して

ℑ
∫
Cr

(ωi − ωi′) = 0

を満たすものが存在する. ただし, Cr は x = x(u) (u ∈ [0, r])により定まる曲線と
する.

変わり点集合の定義における ωi(a) = ωi′(a)は (2.2)より ζi(a) = ζi′(a)を考えれば
よい. さらに, ζi(x), ζi′(x)は p(x, ζ) = 0の ζ についての解であるので, 変わり点集合は

T =

{
x ∈ Cn−1

∣∣∣∣ p(x, ζ) = ∂p

∂ζ
(x, ζ) = 0を満たす ζ ∈ Cが存在

}
で与えられる. ここで p(0, ζ) = (n + 1)ζn であるので x = 0は任意の i ̸= i′ に対して
ωi(0) = ωi′(0)を満たす変わり点である. また, c′ = (c2, . . . , cn−1) ∈ Cn−2 とし, Mn を

(2.3)
{
x = (x1, x

′) ∈ Cn−1
∣∣ x′ = c′

}
に制限することにより得られる微分方程式(

(n+ 1)η−n
dn

dxn1
+
n−1∑
l=2

lclη
−l+1 d

l−1

dxl−1
1

+ x1

)
ψ = 0

の変わり点集合は{
(x1, c

′) ∈ Cn−1

∣∣∣∣ p(x1, c′, ζ) = ∂p

∂ζ
(x1, c

′, ζ) = 0を満たす ζ ∈ Cが存在
}

であり, Mn の変わり点集合 T と (2.3)の共通部分に等しい.

Mn は振動積分を解に持つので, [13]の議論を用いれば, Mn のWKB解を振動積分
の漸近展開を用いて構成することができる. F (t, x)の分岐集合 Bを

B =

{
x ∈ Cn−1

∣∣∣∣ ∂F∂t (t, x) = ∂2F

∂t2
(t, x) = 0を満たす t ∈ Cが存在

}
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と定める. ∂F
∂t (t, x) = p(x, t)より B = T となることに注意する. ∂F

∂t (t, x) = 0 の tに
ついての解を ti(x) (i = 1, 2, . . . , n)とする. WKB 解を構成するときに用いた ζi(x)は
p(x, ζ) = 0の ζ についての解であり, p(x, ζ) = ∂F

∂t (ζ, x)であるので ti(x) = ζi(x)が成り
立つとしてよい. Bの定め方より, x ∈ Cn−1 \ Bに対する ti(x)は F (t, x)の tについての
非退化な臨界点である. x ∈ Cn−1 \ Bに対して, Γi(x)を t = ti(x)を通る ℜF (t, x)の tに
ついての最急降下路とする. これは R2 上のベクトル場

V (tR, tI) =

(
∂

∂tR
ℜF (tR +

√
−1tI , x),

∂

∂tI
ℜF (tR +

√
−1tI , x)

)
の解曲線 (tR(s), tI(s)) (s ∈ [0,∞))から定まる t(s) = tR(s) +

√
−1tI(s)を用いると

Γi(x) =

{
t0 ∈ C

∣∣∣∣∣ V (tR, tI)の解曲線から定まる t(s)であって
t(0) = t0, lims→∞ t(s) = ti(x)を満たすものが存在

}

と表すことができる. ここで ℑF (t, x) = ℑF (ti(x), x) (t ∈ Γi(x))が成り立つことに注意
する. この Γi(x)を積分路とした振動積分

Ψint
i (x, η) =

∫
Γi(x)

eηF (t,x)dt

の η → ∞についての漸近展開は

(2.4) ψint
i (x, η) = eηyi(x)

∞∑
k=0

ψint
i,k(x)η

−k−1/2

で与えられ, この ψint
i (x, η)は S1,−1(x) = ζi(x)から定まるMn のWKB解となる. ここ

で yi(x) = F (ti(x), x)である. また

(2.5) ψint
i,0 (x) = ±

√
−2π

∂2F
∂t2 (ti(x), x)

であり, ±は積分路の向きにより定まる. さらに xが

(2.6) Γi(x) ∩ {t1(x), . . . , ti−1(x), ti+1(x), . . . , tn(x)} = ∅

を満たせば ψint
i (x, η)は Borel総和可能であり, その Borel和はΨint

i (x, η)に一致する. た
だし, Γi(x)は Γi(x)の閉包である.

ℑF (t, x) = ℑF (ti(x), x) (t ∈ Γi(x))より

{ℑyi(x)} ∩ {ℑy1(x), . . . ,ℑyi−1(x),ℑyi+1(x), . . . ,ℑyn(x)} = ∅

を満たす xは (2.6)を満たす. そこで次を考える.
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Definition 2.3. 集合

S int =
{
x ∈ Cn−1

∣∣ ℑyi(x) = ℑyi′(x)を満たす i ̸= i′ が存在}
を振動積分に対する Stokes集合と呼ぶ.

ここで x ∈ Bに対しては yi(x) = yi′(x)を満たす i ̸= i′が存在するので, B ⊂ S intが
成り立つことに注意する. §1で述べたように, S intは例えば [14, 4, 11]において考察され
ている. ただし, [14, 11]においては ℑyi(x) = ℑyi′(x)ではなく, ℜyi(x) = ℜyi′(x)を考え
ている.

以上で述べたことにより, x ∈ Cn−1 \ S int において ψint
i (x, η) (i = 1, 2, . . . , n) は

Borel総和可能である. つまり, 振動積分の漸近展開により得られるWKB解の Borel総
和可能性は S int で記述することができる.

§ 3. 主定理

本稿の主定理は次である.

Theorem 3.1. S̃i,j(x, η)を

S̃i,j(x, η) = Si,j(x, η)− (Si,j,−1(x)η + Si,j,0(x))

と定め, その Borel 変換を S̃i,j,B(x, y) とする. このとき, 任意のコンパクト集合 K ⊂
Cn−1 \ S に対して次が成り立つ:

• 定数 ρ > 0が存在して S̃i,j,B(x, y)はK × Σρ 上の正則函数である.

• 定数 C1, C2 > 0が存在して S̃i,j,B(x, y)はK × Σρ 上で

(3.1)
∣∣∣S̃i,j,B(x, y)∣∣∣ ≤ C1e

C2|y|

を満たす.

ただし, Σρ = {y ∈ C | dist(y,R≥0) < ρ}とする. これよりx ∈ Cn−1\SにおいてSi,j(x, η)

は Borel総和可能である.

これは Proposition 4.1と Proposition 5.1を合わせることにより得ることができる.

Theorem 3.1の評価 (3.1)の C1, C2 は xに依存しないことに注意すると, Cn−1 \ S
内の曲線 ℓに対して ∫

ℓ

n−1∑
j=1

Si,j(x, η)dxj
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は Borel 総和可能である. これより Cn−1 \ S 内の x を終点とする曲線 ℓx から定まる
WKB解

ψi(x, η) = η−1/2 exp

∫
ℓx

n−1∑
j=1

Si,j(x, η)dxj

は Borel総和可能である. つまり, MnのWKB解の Borel総和可能性を S で記述するこ
とができる. ただし, S は Borel総和可能性を完全に記述していない. つまり, 次の例で述
べるように, s ∈ S であっても Si,j(s, η) (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n− 1)が Borel総和
可能な場合がある.

Example 3.2. F (t, x) = t4 + x2t
2 + x1t から定まる Pearcey 系M3 を考える.

Figure 1はM3 の Stokes集合 S と
(3.2)

{
x = (x1, x2) ∈ C2

∣∣ x2 = 1 +
√
−1
}

の共通部分を描いたものである. ただし, (3.2)は x1 だけを考えることにより複素平面と
同一視している. ここで Figure 1の x = a(1), a(2)はM3の変わり点であり, x = vは後述
するM3 の仮想的変わり点である. x = v を通る直線は変わり点 x = a(1), a(2) とは離れ
ているが, この直線は Stokes集合 S に含まれている. 実際, Figure 1の直線上の点 x = s

における ti(s) (i = 1, 2, 3)を Figure 2のように番号付けすると ℑy1(s) = ℑy3(s)が成り
立つので s ∈ S int であり, 従って Proposition 5.1より s ∈ S となる. また, Figure 2の
Γi(s)は t = ti(s)を通る ℜF (t, s)の最急降下路である. これより

Γ1(s) ∩ {t2(s), t3(s)} = Γ2(s) ∩ {t1(s), t3(s)} = Γ3(s) ∩ {t1(s), t2(s)} = ∅

が成り立つので ψint
i (s, η) (i = 1, 2, 3)は Borel総和可能であり, 従って Proposition 4.1よ

り Si,j(s, η) (i = 1, 2, 3, j = 1, 2)は Borel総和可能であることがわかる. さらに
(3.3)

{
x ∈ C2

∣∣∣ Γi(x) ∩ {ti′(x)} ̸= ∅となる i ̸= i′ が存在
}

の C2 における補集合の点 xにおいても Si,j(x, η) (i = 1, 2, 3, j = 1, 2)は Borel総和可能
であることがわかる. ここで (3.3)の集合は S の真部分集合であることに注意する.

一方, 高階の微分方程式では変わり点だけでなく, 仮想的変わり点を考えることが重
要である. ここで仮想的変わり点はM3 の場合は ti(v) ̸= ti′(v), yi(v) = yi′(v)を満たす
i ̸= i′ が存在する x = vで与えられる. M3 の仮想的変わり点全体の集合は S の部分集合
であるが, (3.3)の集合とは共通部分を持たないことに注意する. (仮想的変わり点につい
ては [8]を参照.)

§ 4. WKB解のBorel総和可能性

振動積分の漸近展開により得られる形式級数 ψint
i (x, η)が S1,−1(x) = ζi(x)から定ま

るWKB解であるということは, ψint
i (x, η)は

ψi(x, η) = η−1/2 exp

∫ x n−1∑
j=1

Si,j(x, η)dxj
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a(1)

a(2)
v

s

Figure 1: M3 の Stokes集合 S と (3.2)の共
通部分

t1(s)Γ1(s)

t2(s)
Γ2(s)

t3(s) Γ3(s)

Figure 2: 最急降下路 Γi(s) (i = 1, 2, 3)

　

の積分を適切に定めると得られることを意味する. 実は, Si,j(x, η)は ψint
i (x, η)で表すこ

とができ, これを用いると Si,j(x, η)や ψi(x, η)の Borel総和可能性を S int で記述するこ
とができる.

Proposition 4.1. Si,j(x, η)について

(4.1) Si,j(x, η) =
∂

∂xj
logψint

i (x, η)

が成り立つ. これより S̃i,j(x, η)の Borel変換 S̃i,j,B(x, y)は任意のコンパクト集合 K ⊂
Cn−1 \ S int に対して次を満たす:

• 定数 ρ > 0が存在して S̃i,j,B(x, y)はK × Σρ 上の正則函数である.

• 定数 C1, C2 > 0が存在して S̃i,j,B(x, y)はK × Σρ 上で∣∣∣S̃i,j,B(x, y)∣∣∣ ≤ C1e
C2|y|

を満たす.

証明には次を用いる.

Lemma 4.2. 形式級数

φ(η) =

∞∑
k=1

φkη
−k

の Borel変換 φB(y)は定数 ρ,C1, C2 > 0が存在して Σρ 上の正則函数であり, Σρ 上で

|φB(y)| ≤ C1e
C2|y|
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を満たすとする. このとき, φ(η)の l個の積 φ(l)(η) = φ(η)l の Borel変換 φ
(l)
B (y)は Σρ

上の正則函数であり, Σρ 上で

|φ(l)
B (y)| ≤ 1

(l − 1)!
Cl1|y|l−1eC2|y|

を満たす.

Proof. lの場合に成り立つとして, l + 1の場合に示す. まず, φ(l+1)(η)の Borel変
換 φ

(l+1)
B (y)は [0, 1]上の積分

(4.2) φ
(l+1)
B (y) =

∫ 1

0

φ
(l)
B (ys)φB(y(1− s))yds

で表すことができる. 実際,

φ(l)(η) =
∞∑
k=l

φ
(l)
k η

−k

とすると

φ(l+1)(η) =φ(η)lφ(η)

=

∞∑
k1=l

∞∑
k2=1

φ
(l)
k1
φk2η

−k1−k2

であるので |y| < ρを満たす yに対して∫ 1

0

φ
(l)
B (ys)φB(y(1− s))yds =

∫ 1

0

∞∑
k1=l

φ
(l)
k1

Γ(k1)
(ys)k1−1

∞∑
k2=1

φk2
Γ(k2)

(y(1− s))k2−1yds

=

∞∑
k1=l

∞∑
k2=1

φ
(l)
k1
φk2

Γ(k1)Γ(k2)
B(k1, k2)y

k1+k2−1

=
∞∑
k1=l

∞∑
k2=1

φ
(l)
k1
φk2

Γ(k1 + k2)
yk1+k2−1

=φ
(l+1)
B (y)

が成り立つ. y ∈ Σρに対して ys, y(1−s) ∈ Σρ (s ∈ [0, 1])となるので, (4.2)よりφ
(l+1)
B (y)

は Σρ 上の正則函数であることがわかる. さらに

|φ(l+1)
B (y)| ≤

∫ 1

0

|φ(l)
B (ys)||φB(y(1− s))||y|ds

≤
∫ 1

0

1

(l − 1)!
Cl1(|y|s)l−1eC2|y|s · C1e

C2|y|(1−s)|y|ds

=
1

l!
Cl+1

1 |y|leC2|y|
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が成り立つ.

Proof of Proposition 4.1. (2.1)は

Si,j(x, η) =
∂

∂xj
logψi(x, η)

であるので, 特に ψi(x, η)として ψint
i (x, η)を用いると (4.1)が成り立つ.

次に S̃i,j(x, η)の Borel変換 S̃i,j,B(x, y)について考える. (2.4)より (4.1)は

Si,j(x, η) =
∂yi
∂xj

(x)η +
∂

∂xj
logψint

i,0 (x) +
∂

∂xj
log

(
1 +

∞∑
k=1

ψint
i,k(x)

ψint
i,0 (x)

η−k

)

となる. これより
S̃i,j(x, η) =

∂

∂xj
log

(
1 +

∞∑
k=1

ψint
i,k(x)

ψint
i,0 (x)

η−k

)
を得る. (2.5)より ψint

i,0 (x) ∈ C \ {0} (x ∈ Cn−1 \ B)であり, B ⊂ S int なので, ψint
i,0 (x) ∈

C \ {0} (x ∈ Cn−1 \ S int) となることに注意する. S̃i,j,B(x, y) の性質を調べるために
ψint
i (x, η)の Borel変換 ψint

i,B(x, y)を考える. ここで S̃i,j,B(x, y)の yと ψint
i,B(x, y)の yは

異なるので, 以下では S̃i,j,B(x, y)の yを ỹで表す. ỹと yの関係は ỹ = y + yi(x)である.

(2.4)より
ψint
i,B(x, y) =

∞∑
k=0

ψint
i,k(x)

Γ(k + 1/2)
(y + yi(x))

k−1/2

であるので, ỹ1/2ψint
i,B(x, ỹ − yi(x))は ỹの函数として ỹ = 0において正則である. [13]よ

り ψint
i,B(x, y)は F (t, x) + y = 0の tについての解 ti,±(x, y)を用いて

ψint
i,B(x, y) =

−1
∂F
∂t (ti,+(x, y), x)

− −1
∂F
∂t (ti,−(x, y), x)

=
∂ti,+
∂y

(x, y)− ∂ti,−
∂y

(x, y)

と表される. 従って ψint
i,B(x, y)は

(
Cn−1 × C

)
\
{
(x, y) ∈ Cn−1 × C

∣∣∣∣ F (t, x) + y =
∂F

∂t
(t, x) = 0

}
上の多価正則函数に解析接続することができる. また, yi(x)の定義より, F (t, x) + y =
∂F
∂t (t, x) = 0を満たす yは y = −yi(x) (i = 1, 2, . . . , n)で与えられる. 従って, ψint

i,B(x, y)

は y については C \ {−y1(x),−y2(x), . . . ,−yn(x)}上の多価正則函数に解析接続できる.

ここまでに述べた性質を用いて S̃i,j,B(x, ỹ) の性質を調べる. 以下では ε > 0 に対し
て Kε =

{
x ∈ Cn−1

∣∣ dist(x,K) ≤ ε
} と定め, Kε ⊂ Cn−1 \ S int を満たす ε を考える.
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ψint
i,B(x, y)の性質より, ỹ1/2ψint

i,B(x, ỹ− yi(x))は定数 δ, C > 0が存在してKε ×Σδ 上の正
則函数であり, Kε × Σδ 上で∣∣∣ỹ1/2ψint

i,B(x, ỹ − yi(x))
∣∣∣ ≤ C

(
1 + |ỹ|1/2

)
を満たす. φi(x, η)を

φi(x, η) =
∞∑
k=1

ψint
i,k(x)

ψint
i,0 (x)

η−k

とし, その Borel変換を考える. φi(x, η)の Borel変換は

φi,B(x, ỹ) =
∞∑
k=1

ψint
i,k(x)

Γ(k)ψint
i,0 (x)

ỹk−1

=
1

ψint
i,0 (x)

∂

∂ỹ

(
∂

∂ỹ

)−1/2

ψint
i,B(x, ỹ − yi(x))

で与えられる. ただし,(
∂

∂ỹ

)−1/2

ψint
i,B(x, ỹ − yi(x)) =

1

Γ(1/2)

∫ ỹ

0

(ỹ − t)−1/2ψint
i,B(x, t− yi(x)dt

である. これはKε × Σδ 上の正則函数であり, Kε × Σδ 上で∣∣∣∣∣
(
∂

∂ỹ

)−1/2

ψint
i,B(x, ỹ − yi(x))

∣∣∣∣∣ ≤π1/2C

(
1 +

2

π
|ỹ|1/2

)
≤2π1/2Ce|ỹ|

が成り立つ. 従って 0 < ρ < δ を満たす ρに対して φi,B(x, ỹ)は Kε × Σρ 上の正則函数
であり, ỹについての Cauchyの評価式よりKε × Σρ 上で

|φi,B(x, ỹ)| ≤ C ′e|ỹ|

を満たす. ただし,

C ′ = sup
x∈Kε

∣∣∣∣∣ 1

ψint
i,0 (x)

∣∣∣∣∣ 2π1/2eδ−ρC

δ − ρ

とした. よって
ϕi(x, η) = log (1 + φi(x, η))

の Borel変換 ϕi,B(x, ỹ)はKε × Σρ 上の正則函数であり, Kε × Σρ 上で

|ϕi,B(x, ỹ)| ≤
e(C

′+1)|ỹ| − e|ỹ|

|ỹ|
≤C ′e(C

′+1)|ỹ|
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が成り立つ. ここで
ϕi(x, η) =

∞∑
l=1

(−1)l+1

l
φi(x, η)

l

と展開し, Lemma 4.2を用いた. 以上より S̃i,j(x, η) =
∂ϕi

∂xj
(x, η)の Borel変換 S̃i,j,B(x, ỹ)

はK × Σδ 上の正則函数であり, xj についての Cauchyの評価式よりK × Σρ 上で∣∣∣S̃i,j,B(x, ỹ)∣∣∣ ≤ C ′

ε
e(C

′+1)|ỹ|

を満たす. 従って, C1 = C ′/ε, C2 = C ′ + 1とすれば結論を得る.

Proposition 4.1より, Theorem 3.1の後に述べたのと同様にして Si,j(x, η)や ψi(x, η)

の Borel総和可能性を S intで記述することができる. さらに, Cn−1 \ S int(= Cn−1 \ S)内
の x = x0 を始点, xを終点とする曲線 ℓx0,x から定まるWKB解

ψi(x, η) = η−1/2 exp

∫
ℓx0,x

n−1∑
j=1

Si,j(x, η)dxj

は (4.1)より

ψi(x, η) =η
−1/2 exp

∫
ℓx0,x

n−1∑
j=1

∂

∂xj
logψint

i (x, η)dxj

=η−1/2 ψ
int
i (x, η)

ψint
i (x0, η)

となるので, ψint
i (x, η)の Borel和は

Ψint
i (x, η) =

∫
Γi(x)

eηF (t,x)dt

であることに注意すると, ψi(x, η)の Borel和は

Ψi(x, η) =η
−1/2 Ψint

i (x, η)

Ψint
i (x0, η)

=η−1/2

∫
Γi(x)

eηF (t,x)dt
/∫

Γi(x0)

eηF (t,x0)dt

で与えられる. この関係を用いることによりWKB解の Borel和の性質と振動積分の性質
を互いに翻訳することができる.

Remark. Proposition 4.1の証明で述べたように, ψint
i (x, η)のBorel変換ψint

i,B(x, y)

は (
Cn−1 × C

)
\
{
(x, y) ∈ Cn−1 × C

∣∣∣∣ F (t, x) + y =
∂F

∂t
(t, x) = 0

}
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上の多価正則函数に解析接続することができる. これより φi(x, η)のBorel変換 φi,B(x, y)

は endlessly continuableであり, 従って φi(x, η)は resurgent函数となる. さらに, [9]の
結果を用いれば, Si,j(x, η)やWKB解 ψi(x, η)の resurgence性についても調べることが
できる. (endlessly continuableや resurgent函数については例えば [5]を参照.)

§ 5. Stokes集合の性質

ここではMn の Stokes集合 S の性質について述べる. S と S int の関係は次である.

Proposition 5.1.

S = S int.

Proof. 最初に S ⊂ S intを示す. s ∈ S とする. S の定義より, ωi(a) = ωi′(a)を満た
す変わり点 a ∈ T , および始点 x = aと終点 x = sを結ぶ滑らかな曲線 C : x = x(u) (u ∈
[0, 1])であって, 任意の r ∈ (0, 1]に対して

ℑ
∫
Cr

(ωi − ωi′) = 0

を満たすものが存在する. まず, 任意の r ∈ [0, 1]に対して

(5.1) yi(x(r))− yi′(x(r)) =

∫
Cr

(ωi − ωi′)

が成り立つことを示す. yi(x(r)) = F (ti(x(r)), x(r))を rで微分すると

d

dr
yi(x(r)) =

∂F

∂t
(ti(x(r)), x(r))

d

dr
ti(x(r)) +

n−1∑
j=1

∂F

∂xj
(ti(x(r)), x(r))

dxj
du

(r)

=

n−1∑
j=1

ζi(x(r))
j dxj
du

(r)

を得る. ここで ti(x) = ζi(x)であることを用いた. また, x(u) = (x1(u), x2(u), . . . , xn−1(u))

として xj(u) (j = 1, 2, . . . , n− 1)を定めると, (2.2)より∫
Cr

ωi =

∫ r

0

n−1∑
j=1

ζi(x(u))
j dxj
du

(u)du

となるので
d

dr

∫
Cr

ωi =
n−1∑
j=1

ζi(x(r))
j dxj
du

(r)

を得る. 従って
d

dr
yi(x(r)) =

d

dr

∫
Cr

ωi
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となるので, 定数 ci が存在して

yi(x(r)) =

∫
Cr

ωi + ci

が成り立つ. 同様に定数 ci′ が存在して

yi′(x(r)) =

∫
Cr

ωi′ + ci′

が成り立つ. よって

(5.2) yi(x(r))− yi′(x(r)) =

∫
Cr

(ωi − ωi′) + ci − ci′

を得る. ここで x(0) = aであり, ωi(a) = ωi′(a)より ζi(a) = ζi′(a)が成り立つので

yi(x(0))− yi′(x(0)) =F (ti(a), a)− F (ti′(a), a)

=F (ζi(a), a)− F (ζi′(a), a)

=0

となる. これより (5.2)に r = 0を代入すると ci − ci′ = 0であることがわかるので (5.1)

を得る. (5.1)より任意の r ∈ (0, 1]に対して

ℑ (yi(x(r))− yi′(x(r))) =ℑ
∫
Cr

(ωi − ωi′)

=0

が成り立ち, 特に r = 1とすると x(1) = sであるので

ℑ (yi(s)− yi′(s)) = 0

を得る. 以上より s ∈ S int である.

次に S int ⊂ S を示す. s ∈ S int とする. S int の定義より ℑyi(s) = ℑyi′(s) を満
たす i ̸= i′ が存在する. x(u) = u · s と定め, 始点 x = 0 と終点 x = s を結ぶ曲線
C : x = x(u) (u ∈ [0, 1])を考える. ただし, u ∈ C, s = (s1, s2, . . . , sn−1) ∈ Cn−1に対して

u · s = (un/(n+1)s1, u
(n−1)/(n+1)s2, . . . , u

2/(n+1)sn−1)

と定める. Cの始点 x = 0は任意の i ̸= i′に対して ωi(0) = ωi′(0)を満たす変わり点であっ
たことに注意する. また, Cr を x = x(u) (u ∈ [0, r])により定まる曲線とする. u, t ∈ Cに
対して u · t = u1/(n+1)tと定めると F (u · t, u · s) = uF (t, s)が成り立つので

∂F

∂t
(u · t, u · s) = un/(n+1) ∂F

∂t
(t, s)
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を得る. 従って
∂F

∂t
(ti(u · s), u · s) = 0,

∂F

∂t
(u · ti(s), u · s) = 0

より
ti(u · s) = u · ti(s)

が成り立つ. これより
ζi(x(u)) = u1/(n+1)ti(s)

となり, xj(u) = u(n−j+1)/(n+1)sj より
dxj
du

(u) =
n− j + 1

n+ 1
u−j/(n+1)sj

となるので ∫
Cr

ωi =

∫ r

0

n−1∑
j=1

ζi(x(u))
j dxj
du

(u)du

=

∫ r

0

n−1∑
j=1

n− j + 1

n+ 1
sjti(s)

jdu

=r
n−1∑
j=1

n− j + 1

n+ 1
sjti(s)

j

=r

(
F (ti(s), s)−

1

n+ 1
ti(s)

∂F

∂t
(ti(s), s)

)
=rF (ti(s), s)

=ryi(s)

を得る. ここで ∂F
∂t (ti(s), s) = 0を用いた. 同様にして∫

Cr

ωi′ = ryi′(s)

を得る. これより任意の r ∈ (0, 1]に対して

ℑ
∫
Cr

(ωi − ωi′) =rℑ (yi(s)− yi′(s))

=0

となる. 以上より s ∈ S である.

最後に次を示す.

Theorem 5.2. S int は半代数的集合である.
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ここでは x ∈ Cn−1 を実部 xR ∈ Rn−1, 虚部 xI ∈ Rn−1 を用いて x = xR +
√
−1xI

と表し, xに (xR, xI)を対応させることによって Cn−1 を R2(n−1) と同一視している. ま
た, 半代数的集合とは有限個の実係数多項式の方程式, あるいは不等式で定義される集合
である. 半代数的集合に対しては, その射影による像も半代数的集合になるという Tarski-

Seidenbergの定理が知られている.

Theorem 5.2の主張は [11]において証明なしで述べられている. また, Proposition

5.1と Theorem 5.2を合わせると S は半代数的集合であることがわかる. Pearcey系M3

の S が半代数的集合であることについては, [3]において証明が与えられている.

Proof. pF (x, y)を F (t, x) − y と ∂F
∂t (t, x)の tについての終結式として定まる多項

式とする. F (t, x) − y = ∂F
∂t (t, x) = 0を満たす y は y = yi(x) (i = 1, 2, . . . , n)で与えら

れるので, pF (x, y) = 0の yについての解は yi(x) (i = 1, 2, . . . , n)である. S int の条件に
おける ℑyi(x) = ℑyi′(x)は, yi(x) − yi′(x) = rを満たす r ∈ Rが存在することを意味す
る. また, yi(x), yi′(x) = yi(x) + rはともに pF (x, y) = 0の yについての解である. この
ことに注意すると

S int =
⋃
r∈R

S int
r

が成り立つ. ただし, S int
r は r ̸= 0のときは

S int
r =

{
x ∈ Cn−1

∣∣ pF (x, y) = pF (x, y + r) = 0を満たす y ∈ Cが存在}
と定め, r = 0のときは

S int
0 =

{
x ∈ Cn−1

∣∣∣ pF (x, y) = ∂pF
∂y (x, y) = 0を満たす y ∈ Cが存在

}
と定める. S int

r (r ̸= 0)は

p̃F (x, y, r) =
pF (x, y + r)− pF (x, y)

r

を用いると

S int
r =

{
x ∈ Cn−1

∣∣ pF (x, y) = p̃F (x, y, r) = 0を満たす y ∈ Cが存在}
と書き換えられる. S int

0 は, pF (x, y)を

pF (x, y) =

n∑
j=0

pF,j(x)y
j

と表すと

p̃F (x, y, r) =

n∑
j=1

pF,j(x)

j−1∑
k=0

(
j

k

)
ykrj−k−1
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より p̃F (x, y, 0) =
∂pF
∂y (x, y)となるので

S int
0 =

{
x ∈ Cn−1

∣∣ pF (x, y) = p̃F (x, y, 0) = 0を満たす y ∈ Cが存在}
と書き換えられる. 以上より

S int =
⋃
r∈R

{
x ∈ Cn−1

∣∣ pF (x, y) = p̃F (x, y, r) = 0を満たす y ∈ Cが存在}
=
⋃
r∈R

{
x ∈ Cn−1

∣∣ PF (x, r) = 0
}

が成り立つ. ただし, PF (x, r)は pF (x, y)と p̃F (x, y, r)の yについての終結式として定ま
る多項式である. さらに, Cn−1 を R2(n−1) を同一視すると

S int =
⋃
r∈R

{
(xR, xI) ∈ R2(n−1)

∣∣∣ PF,R(xR, xI , r) = PF,I(xR, xI , r) = 0
}

=π
({

(xR, xI , r) ∈ R2(n−1) × R
∣∣∣ PF,R(xR, xI , r) = PF,I(xR, xI , r) = 0

})
となる. ただし, PF,R(xR, xI , r), PF,I(xR, xI , r)はそれぞれ

PF,R(xR, xI , r) = ℜPF (xR +
√
−1xI , r), PF,I(xR, xI , r) = ℑPF (xR +

√
−1xI , r)

として定まる実係数多項式であり, πは π(xR, xI , r) = (xR, xI)として定まるR2(n−1) ×R
から R2(n−1) への射影である. よって, S int は代数的集合{

(xR, xI , r) ∈ R2(n−1) × R
∣∣∣ PF,R(xR, xI , r) = PF,I(xR, xI , r) = 0

}
の射影 πによる像であるので, Tarski-Seidenbergの定理より半代数的集合である.
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