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Abstract 

De Branges空間とは整涵数の成す再生核Hilbert空間の一種であり， Louisde Brangesに
よって 1959年から 1962年にかけての一連の論文で導入された．近年， deBranges空間は函数
解析や調和解析などの分野で再び盛んに研究されているばかりでなく，数論など他分野へも応
用されるようになってきた．本論ではdeBranges空間について入門的な解説を行う．

1 De Branges空間を学ぶ動機について

筆者にとって Lagariasの論文 [19]がそうであったように，特定の読者に deBranges空間の理
論に興味を持ってもらうには，彼．彼女らが関心を持っている研究テーマにそれが応用可能なこ

とを述べるのが最も効果的であろう．しかしながら， deBranges空間の理論の応用範囲は存外広

いのにも関わらず，筆者が不勉強なため解説できるような例は数少ない．そこで本論では，何か特

定の応用例を軸にして deBranges空間を解説するのではなく， deBranges空間の理論を調和解
析における Paley-Wiener理論の拡張として述べることとした． DeBranges自身も Paley-Wiener
の定理がdeBranges空間の起源だと著書 [8]の巻頭言で述べている．

こういった方針をとったもう一つの理由は， deBranges空間の理論は特定の事柄にしか応用

の効かない特殊なものなのではなく， Lebesgue空間やHardy空間のように，応用範囲の広い便利
な枠組みなのだという印象を読者諸氏に持ってもらいたかったためである． DeBranges空間の理

論は deBrangesが 1960年前後に独力で構築して以来（といっても Krefoの影響は無視できない
であろう），しばらくは限定的な人々にしか注目されて来なかったと思われるしかしながら今世

紀に入ってからの応用範囲の広がりは， deBranges空間の懐の深さを示しているように感じられ
る．本解説が将来の新たな応用の発見への切っ掛けとなれば、筆者にとって望外の喜びである．

2 Paley-Wiener spaces 

まずPaley-Wiener空間について復習する．実数a>Oに対して， Paley-Wiener空間PW(a)は
有界閉区間 [-a,a]上の Lebesgue空間び(-a,a)のFourier変換像として定められる：

00 

PW(a) := F(L2(-a,a)), (Ff)(z) = l: f(x)eizxdx. 
-oo 
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Paley-Wiener空間の元はどれも整函数に延長される． Paley-Wienerの定理によれば， PW(a)は
exponential type aの整函数であって，任意の実軸に平行な置線上で二乗可積分なもの全体として
特徴付けられる．しかも， PW(a)は

sin(a(w -z)) 

1r(w-z) 

を再生核とする再生核Hilbert空間になっており，以下のような複数の著しい性質を持つ．

［直交構造］ H2= H2(C+) = F(L2(0, oo))を上半平面 C+= {S'z > 0}のHardy空間としたとき，

PW(a) = F(L2(-a,a)) = F(L2(-a,oo)) 8 F(L2(a,oo)) 

=e―iaz H2 8 eiazが＝ e―iaz (H2 8 e2iazが）．
(1) 

ここで AeBはAにおける Bの直交補空間を表す．このように見ると， PW(a)の構造は指数
函数 e―iazで決定されているのが分かる．

［展開定理］ FEPW(a)ならば，

F(z)＝L F(1rn/a) sin(a(z -1rn/a)) 
nE'll, 

a(z -1rn/a) 
(2) 

が成り立つ．ここで
sin(a(z -1rn/a)) 

(n E Z)たちはPW(a)の直交基底を成す．基底を成すこ
a(z -1rn/a) 

れらの面数と再生核との関連は明白であろう．

［整列構造］ O<t<u:Saならば{O}=/ PW(t)<;; PW(u) c PW(a). 

［生成元の発展］ PW(t) (0 < t :S a)たちを決定する e→tzは実整函数 cos(tz)とsin(tz)により

e―itz = cos(tz) -i sin(tz) 

と表され， zECでパラメータ付けられた次の常微分方程式系を満たす：

羞［二瓜Sg:}］＝ z [『 閏］ ［｝ 『］ ［□霊：｝］， 0 < t：：：：： a (3) 

[Fourier変換］ Ff E PW(a) (f E L2(-a, a)）について， f+(t)= (f(t) + J(-t))/2とJ_(t)= 
(f(t) -f(-t))/(-2i)によって f(t)= f+(t) -if_(t)と分解すると， Ffは微分方程式系 (3)の解
t (cos(tz) sin(tz))を用いて

(F f)(z) = 2「f+(t)cos(tz)dt+21aJ_(t)sin(tz)dt. 
0 JO 

と表される．

3 De Branges spaces 

3.1 Hermite-Biehler classー指数函数の一般化

Paley-Wiener空間の表示（1)において，指数函数 e―iazをより一般の函数におきかえることを
考える．以下では記法

戸(z)：＝亨

を用いる．この右辺でバーは複素共役を表す．
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Definition 3.1.整函数 E(z)で二条件

(HBl) IEij(z)I < IE(z)I if z EC十 9

(HB2) E(z)ヂ0if z E良

を渦たすもの全体の集合を Hermite-Biehlerクラスと呼び，本論では 1iBと表す． 1iBの元は
しばしばdeBranges函数とも呼ばれる．

Hermite-Biehlerクラスの元から以下のように deBranges空間を定めるとき，本質的なのは比
庁(z)/E(z)なので (HB2)の条件は本質的な制限ではないまた，講演時には正規化条件 E(O)= 1 
を課したが，これも本質的な制限ではない．本論ではこの正規化条件は課さないこととした．

Example 3.2. a > 0ならば指数函数 e→azは甘Bに属す．実際， y> 0ならば leia(x+iy)I < 
le―ia(x+iy) Iが成り立つことが容易に分かる．また，すべての根が下半平面 (C_= {S'z < 0}に
含まれるような多項式 P(z)E C[z]はみな社Bに属す．これは zEC十かつ wE C＿ならば
lz―wl < lzー叫が成り立つという簡単な幾何的事実による．

3.2 Definition of de Branges spaces 

まず炉＝炉(C+）を上半平面上の Hardy空間，即ち， C＋上の正則函数Fで

||F|1加＝supf |F(x+iy)|2dx < OO 
y>O 艮

を満たすもの全体の成すHilbert空間とする．各FEH2に対し，実軸への制限

F反(x):= liI!lF(x+iy) 
y→O 

がほとんどすべての XE民について定まり，

||F||m= ||F|町|L噂）

が成り立つ．これにより H2はび（股）の閉部分空間と同一視される以後， F|Rも単に Fと表す．
この同一視により， H2= F（だ（0,oo)). 

Definition 3.3.与えらえた EE1-lBに対し，

F Fi 
1-l(E) := { F entire 万EH2 and ; E H2 } 

と定めるさらに 1-l(E)の元に対して，

〈F,G〉1i(E):=<f,~>m = JRF(x)G(x) |Et:)|2 

によって内積を定める．このとき， 1-l(E) は〈•,•〉1i(E) について再生核 Hilbert 空間を成す．これ
をEで生成された deBranges空間とよぶ．

この deBranges空間の定義は deBrangesによる [8,Section 19]とは異なるが，［23,Propo-
sition 2.1]で示されているように，それと同値な定義である (1-l(E)がHilbert空間を成すことは
[8, Theorem 21].) De Branges空間 1-l(E)の再生核は，生成元Eを用いて

K(z,w) = 
麟 E(w)-Ett(z)炉(w)
2面(z-w)
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で与えられる ([8,Theorem 19]）．即ち，

<F,K(z,•)>1i(E) = F(z). 

また， FE社(E)であることと， 1|F|I社(E)< 00かつ

IF(z)l2 ~ IIF||負(E)K(z,z), z Ere＼股

が成り立つことは同値である ([8,Theorem 20]）．つまり， deBranges空間 1-i(E)の元は各点での
評価で特徴付けられる

Example 3.4. Paley-Wiener空間PW(a)はe―iazE 1-{Bで生成された deBranges空間社(e―iaz)
に他ならない．この意味でdeBranges空間は Paley-Wiener空間の一般化になっている．

3.3 Orthogonal basis 

De Branges 空間 1-l(E) における直交系を記述するため， 0€ 股で定まる整函数の族

S0(z) := e'0 E(z) -e―i0庁(z)E 1-l(E) + z1-l(E) (4) 

を導入する（文献によって Soの定義は土2i倍異なることがある）． Definition3.1から S0は実零
点のみを持つことが分かる．それらの実零点によって 1i(E)の直交基底が次のように定まる ([8,
Theorem 22]およびその証明と [8,Problem 48]). 

Theorem 3.5.幣函数の集合

｛竺;WE股， S0(w)= 0} 
はS。tf_1i(E) ならば社（E) の直交基底を成し， s。€社(E) ならば H(E) における cs。の直交補
空間の直交基底を成す．しかも S。tf_1i(E)ならば， FE社(E)は

F(z)＝ L F(t) K(t, z) 
Se(t)=O 

K(t, t) 

と展開され，

||F|1恥(E)＝こ IF(t) 12 
品（t)=O
K(t, t) 

が成り立つ．

S。(/_1-l(E)である 0E [O, 1r）は向々一つに限ることが知られている（［14,Proposition 6.1]). 

Example 3.6. PW(a) = 1-l(e→az)について， Riemann-Lebesgueの定理により

S0(z) = e'゚e→az-e―’゚eiaz(/_ PW(a),'v0 E訊．

したがって，例えば 0=0とすると，

昌~lwE 戸｝
はPW(a)の正規直交基底を成す．これより展閲定理 (2)が従う． DeBranges空間 (C[z]n,〈・，和）
の生成元 Eは多項式なので， S0E 1i(E)となる 0E [0,1r)が丁度一つ存在することが分かる．
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3.4 Abstract de Branges spaces 

E E1iBで生成される deBranges空間社(E)は次の (dBl)-(dB4)を欄たす([8,Problem 50]). 

(dBl)社は整函数 Fたちが成すHilbert空間である．

(dB2)各 wE C＼戦に対し， pointevaluation F c-+ F(w)はH上の連続な線形汎函数である．

(dB3)各 FE1iに対し，戸は再び Hに属し， 1|F|m＝ ||F月出を満たす．

(dB4) FE 1iが実軸の外に零点 wE I['.＼政を持つならば，
z-w _,, _.  llz-w 
F(z) E 1i と F(z)II = IIF||社

Z-W  IIZ-W 
甘

が成り立つ．

逆に Hilbert空間社が (dBl)―(dB4)を満たすとき，

1l = 1l(E), 〈F,G〉1-l=〈F,G〉1-l(E), VF, GE 1l (5) 

を満たすような EEHBが存在する ([8,Theorem 23]）．つまり， deBranges空間 H は公理
(dB1)-(dB4)で特徴付けられる．応用上は公理 (dB1)-(dB4)によって deBr皿 ges空間を定義し
た方が便利であることも多い．

Example 3.7. μ(x)を股上の Borel測度で 2n次までのモーメント

00 
繹：＝J砂dμ(x)< oo, 0さk:S 2n 

-oo 

がすべて存在するものとするこのとき， n次以下の多項式の空間C[z]nに

〈f,g〉μ :＝100 f（疇可dμ(x)
-oo 

によって内積〈・，和を定めると，（C[z]n,〈・，和）は (dB1)-(dB4)を満たし deBranges空間になる．

3.5 Change of generators 

与えられた deBranges空間社に対して (5)を満たすEE1-iBは複数存在するが，それは次の
ようにして尽くされる．まず EE1-iBに対して，

l i 
A(z) := ~(E(z) + Eij(z)), B(z) := ;(E(z) -Eij(z)). 

2 2 

と定めると， A(z)とB(z)は単純な実零点のみを持つ実整函数であるさらに， A(z)とB(z)は
共通零点を持たず，これらの零点は実軸上で交互に現れる ([2,Lemma 5]). 

いま MESL疇）に対して，行列の積により

［え：に｝］ ：＝ M [え~:~]'EM(z) := AM(z) -iBM(z) 
と定める．このとき， EMは社Bに属し，

1-i(E) = 1-i(EM) 

が成り立つ．さらに 1-i(E)= 1-i(E)が成り立つならば E=EMとなるような MESL2（股）が存
在する ([3,Theorem I]). 
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3.6 Multiplication by the independent variable 

De Branges空間 1-l(E)上の掛け算作用素 Mを，

'.D(M) :={FE 1-l(E) I zF(z) E 1-l(E)} 

を定義域とし，

(MF)(z) := zF(z), FE'.D(M) 

により作用するものとする．掛け算作用素 MはdeBranges空間論において特別の意味をもつ．

Theorem 3.8. De Branges空間 1-l(E)上の掛け算作用素 Mについて次が成り立つ．

(i) Mは閉対称作用素である．即ち，〈MF,G〉H(E)=〈F,MG〉1i(E)が任意の F,GE 1'(M)につ
いて成り立ち， MのグラフはH(E)EBH(E)内の閉集合である．

(ii) Mは不足指数 (1,1)をもつ．即ち，共役作用素の定義域の分解

1'(M*) = 1'(M)①Ker(M* -i)①Ker(M* + i) 

において， dimKer (M*士i)= 1が成り立つ．

(iii) Mは対合＃に関して実である．即ち，任意の FE1'(M)について M(Fり＝ （MF)H. 

(iv) 1'(M)がH(E)内で桐密でなければ，ある 0E [0, 1r)に対して (1'(M))1-= <CS0. 

論文 [2]の冒頭で述べられているように，（i)-(iii)は(dB2)-(dB4)から従う (cf.[14, Proposition 
4.2]). (iv)は[8,Theorem 29]．前半の二項から，掛け算作用素 Mは自己共役拡張を持つ．それら
は (4)のS。を用いて次のように記述される ([14,Propositions 4.6 and 6.1]). 

Theorem 3.9. 0をS。(/_H(E)を満たす実数とし， Se(wo)ヂ0を満たす WoE (Cを一つとる．
このとき

1'(M0) := { G(z) = ~ I F(z) E H(E)} 
を定義域とし，

MeG(z) = zG(z) + F(wo)Se(z) 

により定まる作用素 M。は Mの自己共役拡張作用素である．ここで定義域の(Mo)はWoの選択
に依存しない．また， Theorem3.5の Se(z)/(z-w)は， wを固有値とする Moの固有函数であ
る．さらに， Mの標準的な自己共役拡張作用素全体は {MeI 0 E [0,1r), S。(/_H(E)｝に一致する．

Example 3.10. Paley-Wiener空間PW(a)において常に S。(/_PW(a)であったから，

1'(M) = PW(a). 

多項式が成す deBranges 空間 (<C[z]n, 〈•,•〉µ)については明らかに，

:D(M) = :D(M) = (C[z]n-1, dim C[z]n/'.D(M) = 1. 

したがって， S。¢C[z]nとなる 0E [0,1r)が唯一つ存在し，

1i(E) ='.l:J(M)EB CS0. 
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3. 7 Meromorphic inner functions 

Paley-Wiener空間は（1)に見られるように， Hardy空間がの不変部分空間 e2iazH2の直交
補空間により記述されるこれは一般の deBranges空間でも同様である．

Definition 3.11. 上半平面上の有界正則函数 0€H°°(C+）は実軸上で殆ど至るところ l8(z)I = 1 
であるとき， innerfunctionと呼ばれる．さらに， innerfunction 8が C上の有理型函数である
とき hie i , meromorphic inner function (MIF)と呼ばれる．

Definition 3.12. 8が innerfunctionならば 8H2c H2が成り立ち，直交補空間

K.(8) := H臼 8H2

が定義される k(O)をinnerfunction 8により生成される modelsubspaceとよぶ

E" 
Eが HBの元ならば，―-はMIFであり，

E 

EH 
H(E) = E-K.げ）＝EH28E甲

EH 
が成り立つ．逆に，任意の MIF8はある EEHBによって e＝一ーと表される ([13,Sections 

E 
2.3 and 2.4]）．つまり E倍の差を除き， deBranges空間はMIFで生成される modelsubspaceに
他ならない．

3.8 Relation with de Branges-Rovnyak spaces 

先に定義した deBranges空間と名前は似ているが異なる概念として deBranges-Rovnyak空
間がある両者は一般には異なる概念だが，後者を H2= H2(C+）に限定して考えると直接的な
関係性がある．

有界線形作用素 T:H2→H2に対して， M(T)を像 TH2上に内積を

〈Ta,Tb〉T=〈a',b'〉m

によって導入することで定まる Hilbert空間とするここで a'は aの (KerT)_1_への射影を表
す．炉を股上での境界値によりだ＝び（政）の部分空間と見なしたとき，びから H2への射影
をPとする．各 bE L00償）に対して H2上の Toeplitz作用素 TbF= P(bF) (FE Hりが定ま
り， IITbll= llbllL=．このとき，定数でない上半平面上の有界正則函数 bE H00 = H00(C+)で
llbllH= :S 1を満たすものに対して， 1-孔Tb2 0なので (1-TbT,;)1/2が定まるこのとき，

H(b) := M((l -Tb乃）1/2)

はdeBranges-Rovnyak空間を成す．（より一般的な状況での deBranges-Rovnyak空間の定義は
瀬戸 [27，第二部］を見よ．）

もし bE H00が innerfunctionならば， deBranges-Rovnyak空間社(b)はモデル空間 K,(b)
に一致する．従って適当な EEHBをとれば EH(b)はEで生成される deBranges空間に一致
する．こういった意味で， deBranges空間はdeBranges-Rovnyak空間の一種になっている．
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4 De Branges subspaces 

4.1 Ordering structure 

Paley-Wiener空間全体はび(-a,a)の定義域の包含関係から従う自然な包含関係により全順序
付けられるこれはdeBranges空間に対して一般化される ([8,Theorem 35]). 

Definition 4.1. 1lをdeBranges空間とする． HのCベクトル空間としての部分空間£がそれ
自身deBranges空間であって，しかもそのノルムが1lから誘導されるものと一致するとき，£を
HのdeBranges部分空間とよぶ

Theorem 4.2. De Branges空間1lのdeBranges部分空間全体の集合Sub社は，包含関係に関
して全順序集合を成す．

この包含関係は，大まかにはdeBranges空間の生成元Eの増大度により定まる．

Example 4.3. Paley-Wiener空間 PW(a)と(C[z]n,〈・，松）の deBranges部分空間は次の通り：

SubPW(a) = {PW(b), 0 :Sb臼｝， SublC[z]n = {IC[z]k, 0 :'.".: k :'.".: n}. 

4.2 Canonical systems 

De Branges空間における deBranges部分空間たちは単に全順序集合を成すだけでなく，それ
らは一階常微分方程式系で統制される．それを述べるためまず次を定義する．

Definition 4.4.区間 I=(to, t1) (-oo < t。<t1さoo)上で定義された二次の実対称行列に値
を持つ写像H:I→Syrn2（良）は，以下の三条件を渦たすとき Hamiltonianと呼ばれる：

(Hl)高々 Lebesgue測度 0のtEIの集合を除き，実対称行列H(t)は非負値．

(H2)どんな Lebesgue測度が正の部分集合に制限しても Hは零写像でない．

(H3) Hの各成分はLebesgue測度に関して局所可積分な函数．

与えられた HamiltonianH : I→Sym2（艮）に対して， ZE Cでパラメータ付けられた I上の
一階常微分方程式系

羞［え｛［闘＝z ［『―~l] H(t)［え{[:}］
をI上の canonicalsystemとよぶ

例えば左端点での初期条件

凰［盟，:~] = [~] 

(6) 

の下で canonicalsystemが（一意な）解 t[A(t,z)B(t,z)]を持ったとするこのとき E(t,z) := 
A(t, z) -iB(t, z)と定めると， E(t,z)は各 tE Iに対して 1-iBに属す整函数になるつまり
canonical systemから甘Bの元が得られる． deBrangesは1-iBの元から Hamiltonianが本質的
に唯一つ定まることを示した．
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4.3 Structure Hamiltonian 

まず用語を一つ用意しておく．

Definition 4.5. I上の HamiltonianHに対して，空でない開区間 (a,b) c Iがindivisible(for 
H)であるとは，（a,b)上の C値函数h(t)とOE股が存在して， Hが(a,b)上で

H(t) = h(t) [ 
cos2 0 cos 0 sin 0 
cos OsinO sin2。]， tE (a, b) a.e. 

と表されることを言うまたこのとき， indivisibleinterval (a, b)はO型であるというまた， tEJ
がどの indivisibleintervalの内点でもないとき regularであるといい，そのような Iの点全体の

集合を Iregと表す．

de Brangesは次の逆定理を示した ([5,Theorem V], [8, Theorem 40]). 

Theorem 4.6.各 EE 1iBに対し，ある区間 I=(to,t1]上で定義された HamiltonianH で，
次の条件を満たすものが存在する：

(i) t[A(t, z) B(t, z)] (t EI, z E <C)をHで定まる canonicalsystem (6)の解で初期条件

[;［公'9二｝］＝［え［｝］
を満たす唯一のものとするこのとき，すべての tEIについて

凪(z):= A(t, z) -iB(t, z) 

は1iBに属す．

(ii) Sub1i(E) = {1i(Et) It E Ireg}-

(iii)各点 ZE C＼良において，

Kt(z, z) := 
A(t, z)B(t, z) -A(t, z)B(t, z) 

1r(zー芝）
→0 (t→to) 

が成り立つ．

Definition 4.7. Theorem 4.6のような H を1i(E)のstructureHamiltonianとよぶ

Theorem 4.6のH(t)は，異なるものたちが絶対連続な変数変換 t→x(t)で逆変換 x→t(x)
も絶対連続なもので移り合うという意味で一意である．生成元EをMESL2償）で変換すれば，
対応する H はM による共役に移る．これらの性質から，上記の structureHamiltonianという
名称は妥当に思われるであろう．

Example 4.8. Paley-Wiener空間 PW(a)=社（e―iaz)の structureHamiltonian Ha（の一つ）
は [O,a]でつねに単位行列に値を持つ写像である．また，

1 
A(t, z) = ~(e• tz + eitz) = cos(tz), B(t, z) = ;(e→tz -eitz) = sin(tz) 

2 2 

であり，これらはcanonicalsystem 

羞［二］に?]= z［『 —~l] Ha(t)『s：贔昌］ (z E C) 
を満たす．更に PW(t)の再生核について，

Kt(z,w)= 
cos(tz) sin(tw) -cos(tz) sin(tw) sin(t(w -z)) 

7r(Wー乏） ＝ 
→0 as t→0. 

1r(w―乏）
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Example 4.9.多項式が成す deBranges空間 C[z]nのstructureHamiltonianはWinkler[30, 
Section 4]にあるように，複数の indivisibleintervalsの閉包上で定義されたものになるいま
E(z) = z3 + 2iz2 -z -i E 1iB を例にとると，まず A(z) ＝抄— z, B(z) = l -2z乞このとき，

1 1 1 1 
t0 := 0, t1 := ;:;-2 , t2 :=—2 +4, t3 :=— +4+-

2 2 

として，

[〗［]， t。<:::'. t < tぃ t2 <:;: t <:;: t3 
H(t) = { (7) 

[~> ,t1.:::: t < t2 

と定めると，この H はI=[to, t叶＝ ［0,5]上の Hamiltonianである．ここで (toふ） ＝ （0,1/2) 
と(t2,t3) = (9/2, 5)は7r/2型，（t1，t2)= (1/2, 9 /2)はO型の indivisibleintervalsになってい
る．この Hに付随する canonicalsystemの解の一つは
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t1 ::; t < t公

t2 :S: tさt3

で与えられ， A(t3,z) = A(z), B(t3, z) = B(z)であるまた，（to,t1)上で再生核は Kt(z,w) = t/7r 
なので，氏(z,z)→0(t→ t。=0)である．さらに， Ireg= {t。,t1,t公朽｝であって，

1 
尻 (z)= -i, Eぃ(z)= -~z-i, 尻（z) = -~z -i(l -2召），尻(z)= E(z) 

2 2 

だから， 1-l(Eゎ） ＝ ｛O},社(Et1)= <C[z]。=<C,1-l(E叫＝ C［zh，社（Et3)= <C[z]2. これらは
社(E)＝C［心の deBranges部分空間を尽くしている．

C[zlnのstructureHamiltonianの構成方法は [5]のTheoremVIIなどの証明が参考になる．

Remark. De Brangesは与えられた HamiltonianH がいつ structureHamiltonianになって
いるかという問題を提起し，［8,Theorem 41]で部分的な解答を与えている最終的な解答は
Romanov-Woracek [25]で得られた

5 Generalized Fourier transforms 

5.1 L2-space attached to a Hamiltionan 

De Branges空間の structureHamiltonian H に付随した canonicalsystemの解を用いて，
Fourier変換が一般化される．まず Paley-Wiener空間の場合に Fourier変換の原像たちが成す空
間び(-a,a)にあたるものを導入する．

HをI=(t。山）上の Hamiltonianとする． .C(H)をコンパクト台を持つ I上の連続函数たち
が成すベクトル値函数V(t)= t[ f (t) g(t)］の空間に

1 t1 
||V||} ：=；［。［J(t)g(t) l H(t)［，閃］ dt< oo 
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によってノルムを定めたものとし，

,C°(H) := {V(t) E,C(H) : IIVIIH = O} 

とおく．このとき商空間£(H)/£0(H)は

||V+£°(H)|| ：= ||V||H 

により定められるノルムによって pre-Hilbert空間を成す．これを完備化して得られる Hilbert空
間をび(H)とする．

さらに， Hがindivisibleintervalsを持たないならば炉(H)をび(H)自身とし， indivisible

intervalsを持つときは，和(H)をび(H)の元V(t)= t[ J(t) g(t)]であって，各O型の indivisible
interval J上で

[ cos 0 sin0][［腐］＝ CJ,0,VE (C 

を満たすもの全体が成す部分空間とする．

Example 5.1. PW(a)のstructureHamiltonian凡は [O,a]上で単位行列に値をとる定数写像
だったので，

訊Ha)＝び(Ha)＝び(O,a)①び(O,a)= {［［闊］ ：f(t), g(t) Eび(0,a)}. 

Example 5.2. Example 4.9のHamiltonianH について， ,eo(H)の元は

V0(t)＝［州］ （t。:::;tくい ［ふ］ （t1 < tくわ）， ［州］ （t2 :::; t < t砂

という形をした元なので，炉(H)の元は

V(t) =『門］ （t。さ tくい [g:い］ （t1さtくわ）， [f~~t)] (t2さtく朽）

という形の函数の類から成る．ここで c1,c2, c3は定数， Ji(t), g2 (t), h(t)は可積分函数である．
特にか(H)は3次元なので，社(E)= C[zhと次元が一致することが観察される．

5.2 De Branges transform/Wey! transform 

HをdeBranges空間1-l(E)のstructureHamiltonianとし， Hで定まる canonicalsystem (6) 
の解を t[A(t,z) B(t, z)]とするこのとき

K(w,z) = ~［。>A(t,z) B(t,z)]H(t)［闊二］ dt
が成り立つので， tの函数としてt[A(t,w)B(t,w)］はか(H)に属す．この ti--+t[ A(t, w) B(t, w)] 
とい→K(w,z)の関係は

1 
岡V)(z):= ~［。:1[A(t, z) B(t, z)] H(t) V(t) dt. 

によりユニタリ写像四：び(H)→1l(E)へ拡張される．次の例のように，これは Fourier変
換の一般化になっており， deBranges transform, Weyl transform,あるいは generalized
Fourier transformなどと呼ばれる．
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Example 5.3. PW(a)の場合， t[f(t) g(t)] E び(O,a) 〶び (0,a) =和（Ha)であるとき，負の tに
対して f(-t):= f(t) and g(-t) := -g(t)とおくことにより， deBranges tr皿 sformは，次のよう
にして通常の Fourier変換に書き換えられる．

6 文献案内

（四［訓）（z）＝]1[[cos(tz) Sln(tz)] Ha(t) ［盟］ dl
= ~ [:U(t) -ig(t)) eizt dt. 
27r -a 

De Branges空間に関する文献としてまず挙げられるのは， deBranges自身による著書 [8]で
ある．しかしこれは読み易いものとは言い難いそれは主要な結果の証明や，それに用いる命題

の多くが練習問題になっており，理論の詳細を追うのが困難なためであるもちろん練習問題に

解答や略解などは付いていないこういった理由で，以前は [8]で述べられている諸結果の証明は
原論文 [2,3, 4, 5, 6, 7]を参照するか，自分で練習問題を解くしかなかった．しかし最近になって
Linghu [20]により多くの練習問題の解答例が提供され，［8]はある程度は楽に追えるようになっ
た．また，幾つかの結果の証明は Linghuの学位論文 [21]でも述べられている．

De Branges空間の理論に関する概説としては，論文集［1]に収録されている Woracek[32]が
基礎事項が簡潔にまとめられていて良い．本解説もこれを参考にした部分が多い．同論文集に

は deBrangesの共同研究者であった Rovnyakによる歴史的観点からの解説 [26]や， Winkler
による canonicalsystemsに関する概説 [31]も収録されており，それらの参考文献表と併せて de
Branges空間の理論の入門的学習に役立つ．この論文集にはこのほかにも， deBranges空間とそ
の周辺理論について様々な観点から解説した概説が多く収録されている基礎事項のまとめとし

ては， Remlingの論文 [23]や著書 [24]にある deBranges空間に関する節も簡潔で見やすい．

いっぽう，例えば小谷 [16]で述べられているように，［0,£)(£::::; 00)上の左連続単調増大函
数 m(x)により定まる拡散過程型作用素ーd2/(dmdx)から自然にある deBranges空間が定ま
り， M.G. Kre¥'.nの逆間題 (cf. [17,第 5章］）の解法に用いられる． Kre¥'.nの stringequation 
dy'(x) + zy(x)dm(x) = 0はcanonicalsystem (6)に帰泊されるので， deBrangesのdeBranges 
空間の理論を用いたcanonicalsystem (6)の逆問題の解法は， Kre¥'.nの仕事の一般化になっている．
Schrodinger型を含む Sturm-Liou ville型微分方程式も canonicalsystem (6)に帰清されるから，
de Branges空間の理論はもともと微分方程式と関連が深い．微分方程式の観点からの deBranges 
空間入門としては Dym[12]が良い． DeBranges空間の理論としては特別な場合だけにはなるも
のの，それだけに筋道や目的が見えやすいし，証明なども追える形で述べられている．

7 数論への応用

最近になって deBranges空間の理論が箪者が専門とする数論，特にゼータ函数論，に応用され
るようになってきたので，最後にそれらを紹介する．ゼータ函数の原型は ~(s) > 1において

00 

く(s)= L戸＝I1（1-P―s)―1
n=l p 

で定義される Riemannゼータ函数である．右辺は素数p全体を渡る無限積で， Euler積表示と呼
ばれる． Riemannゼータ函数は s= 1で一位の極を持つ他は正則な C上の函数に解析接続され
る．このとき，垂菌帯領域 0< ~(s) < 1に含まれる <(s)の零点は非自明零点と呼ばれ， Euler積
を通じた素数分布論との関係から，数論において長年の研究対象となってきた．端的な例は有名な
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未解決問題である Riemann予想であろう．これは非自明零点の実部がみな 1/2であることを予
想する． Lagarias[18, 19]はl(s):= s(s -l)7r―s/2r(s/2)((s)としたとき， Riemann予想の下で

及(z):= l(l/2 -iz) + ((1/2 -iz) や Ec,w(z):= l(l/2 + w -iz) (w > 0) 

がHermite-Biehlerクラスに属することを見出し，ゼータ函数の非自明零点の研究にdeBranges空
間の理論を用いることを提案した．筆者がdeBranges空間を勉強するきっかけになったのがこれら
の論文であった． Lagariasは及やEc,wで生成される deBranges空間のstructureHamiltonianが
どんなものかを問うたが，構成法などには言及しなかったその後， Ec,wで生成される deBranges 
空間の structureHamiltonianは [29]で研究された．

Riemann予想はゼータ函数の非自明零点の実部に関する予想であるが，これを仮定したうえ
で虚部の分布もよく研究されている代表的なのが Montgomery-Odlyzko予想に代表される，非
自明零点の虚部の対相関 (paircorrelation)に関する研究である． Carneiro-Chandee-Littmann-
Milinovich [9]はdeBranges空間における extremalproblemsをこの対相関の研究に応用した．
彼らは高々 exponentialtype 1Tの整函数であって

JOO |F(x)|2dμ(x) ＜ oo, 
-oo 

dμ(x) = { 1-(~r} dx 
を満たすもの全体が成す空間凡(μ)がdeBranges空間であることを利用して，再生核の具体的
な決定と展開定理 (Theorem3.5)の応用によって非自明零点の対相関に関する結果を得ている．
また， Montgomeryが対相関に関する最初の論文 [22]で既に述べている通り，対相関の研究は単
純な非自明零点の割合を調べるのにも役立つ．宗野 [28]は [9]の方法を Riemannゼータ函数の一
般化である DirichletL函数の零点の研究に応用し，原始的なDirichlet指標により定まる Dirichlet
L函数について，非自明零点の中で単純零点の占める割合に関する既存の結果を改良した．

ゼータ函数やL函数の研究においては，単独の L函数の零点分布だけでなく， L函数の family
における零点分布も研究される． Katz-Barnak[15]は自然な‘良い'familyには 5種の symmetry
type Gがあり，特定の familyに属す L函数の‘虚部が小さい非自明零点たち＇の分布は， Gで
定まる具体的な密度函数 W可x)を持つことを予想した． Carneiro-Chandee-Milinovich[10]は，
高々 exponentialtype 7r△ （△ ＞0)の整函数であって

1: IF(x)l2dμ(x) < oo, 
-DO  

dμ(x) = w;如）dx

を満たすもの全体が成すdeBranges空間 1{G,T△の再生核を具体的に決定し，例えば， Katz-Sarnak
が分類した familyに属す L函数たちの函数等式の中心点 s= 1/2における零点の平均的位数を
評価するのに応用している．
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