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Abstract 

本研究では， Orlicz-Morrey空間上での Koopman作用素の特徴づけを与えることを目標
にする．そこで，先行研究である波多野氏らの Morrey空間上での Koopman作用素で得られ
た結果を述べ， Orlicz-Morrey空間に拡張できるかを考える．今回は， Orlicz-Morrey空間上
での有界性の十分条件を求めることができたので，本稿にて予報として報告する．

1 はじめに

nENとする． Lo（野りを民n上の可測関数全体の空間，心を可測写像とする．特に，任意の零集

合の逆像が再び零集合となる写像を nonsingularと呼び，以降はいはすべて， nonsingularな可

測写像とする．

Koopman作用素 Cゅとは任意の fE L0（即）に対して Cゅf三 Jo心（すなわち， fと心の

合成）で定義する線形作用素である． Koopman作用素は， B.O.Koopman氏らによってハミル

トンカ学系に対して作用素のスペクトルに基づいた状態の時間発展を特徴付けることが示され

た [10,11]．以降力学系に関しての性質は Koopman作用素を用いて多くの解析がなされてき

たまた近年では機械学習にも Koopman作用素が取り扱われてきた．（例えば， ［1, 8]など）．

Koopman作用素（特に力学系）を扱う利点は，（直接導くことが困難な）系の特性に取り扱いやす

い関数空間を導入し，その関数空間に作用する線形作用素から解析し，系の特性へ帰着する点に

ある [14,15]．そして， Koopman作用素の有界性の特徴づけを与えることは，系の出力が扱う空

*E-mail address: a241010y◎r.hit-u.ac.jp or rykawasumi@gmail.com 
tE-mail address: masahiro.ikeda@riken.jp 
まE-mailaddress: ishikawa.isao.zx@ehime-u.ac.jp 



40

間内に存在するかを考える際に有効である．さらに，広い空間であればあるほど多くの系で扱う

ことが可能になると考えられるため， Lebesgue空間 [13]をはじめとする様々な関数空間上の研

究（例えば，［2,3, 4, 6, 7]）は力学系の研究への応用が期待される．そこで，本稿では， Morrey空
間をさらに一般化した Orlicz-Morrey空間について取り上げる．

本稿の構成は以下の通りである． 2章では， Lebesgue空間およびMorrey空間上での Koopman
作用素の有界性の結果について述べる． 3章では Orlicz-Morrey空間についての定義を述べ， 4章

で Orlicz-Morrey空間上での Koopman作用素の有界性の主結果を与える． 5章では主結果の証

明を行い，最後の 6章で Orlicz-Morrey空間上での Koopman作用素の有界性に関する今後課題

について言及する．

以降，集合 Aに対しての特性関数を XAと定義する．すなわち xEAの場合は XA(x)= 1, 
x(j_Aの場合はい(x)= 0とする．また， C>0を正の定数として fさCgをf乏gと明記する．

2 Lebesgue空間およびMorrey空間上での結果

ここでは， Lebesgue空間およびMorrey空間上での Koopman作用素の有界性の結果について述

べる．まず Lebesgue空間上での Koopman作用素の有界性の結果について述べる．以降，指数

p>Oに関する Lebesgue空間を口（罠りと記載する．

Proposition 2.1 ([13]). Cゅが口（即）（ただし p>O)上で有界であることと，ある定数 K>O
が存在して任意の可測集合Ac良門こ対して加―1(A)I.::::KIAiが成り立つことは必要十分である．

Proof.必要性については， f=いとしてノルム不等式 IIC心JIILPさKIIJIILPを評価することに
より加―1(A)IさKIAiが導かれる．

十分性については，分布等式を用いた方法 ([2]の証明で使われた方法）で示す．すると以下の

ように評価できる．

J政”|C,;.,J(x)IPdx= p /4: tP-1l{x E町： If（心（x))I> t}ldt 

=PJ tp-1他―1({xE町： IJ(x)I> t})ldt 

00 

量pkJ ザ―1l{xE酎： IJ(x)I> t}ldt 

さkJ |f(x)|pdx. 
R” 

ロ

Remark 2.2.文献 [13]では十分性の証明は， Radon-Nikodymの微分を用いている．

次に Morrey空間について定義する．以降，可測集合Aの測度を |Al,B(a,r)を中心 aE野叫
半径r>Oの開球とする．

Definition 2.3 (Morrey空闇）． O<q.::::p<ooとする． Morrey空間Mg（町）を

MZ（囮n)= {f E Lo（恨n): IIJIIM~ < OO} 

と定義し，ノルムは以下の通りである．

1/q 

IIJIIM~ 三 aE悶塁。 |B(a,r)l1/p-l/q (l(a,r) lf(xWdx)'!CJ, 
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ただし，球上で積分平均をして球上の中心および半径で上限をとった．特に p= qの場合は，

M¢（町）＝び（町）となる．

Remark 2.4.文献 [7]では Morreyノルムの定義として立方体が用いられている．しかし，以下
の関係式が成り立っため Morreyノルムの定義に球上を用いてもノルム同値となるため，同じよ
うにノルム評価しても間題ない．

B(a, r) C Q(a, r) C B(a，而社）．

ここで， Q(a,r)を中心 aE股叫長さ r> 0の立方体とした．すなわち， a=(a1,...,an), 
X = (xぃ．．．，％）として以下のように定義した．

Q(a,r)三 {(xi,...,xn)E 町： ~ax lxi―叫＜ r}
i=l,...,n 

以下， Morrey空間上での Koopman作用素上での先行結果を述べる．

その前に Lipschitz条件およびヤコビ行列を導入する．

Definition 2.5 (Lipschitz条件）．ゅがLipschitz条件を満たすとは，ある L>Oに対して任意の

x,y E町に対して以下の不等式が成り立つことと定義する．

I心(x)一心(y)I:S: Llx -YI-

Definition 2.6（ヤコビ行列）．心が 1回微分可能な写像で，心＝ （加，．．．，叫汀とするとヤコビ
行列 Dいを以下のように定義する．

D心＝（：：：）忍j:'::=n.

Proposition 2. 7 ([7]). 0 < q ::; pく ooとする．もし，心がある定数 K > 0が仔在して任意の
可測集合Ac町に対して悼―1(A)I::;KIAiかつ Lipschitz条件を満たすならば， Koopman作用

素は Mg（野り上で有界である．

Remark 2.8.上記の命題の証明は，い空間上での Koopman作用素の有界性を使用して示すこ
とができる．また， Lipschitz条件を使用しているのは， Morrrey空間のノルムで定義したときの
積分平均が起因していると考えられる．

Proposition 2.9 ([7]). 0 < q ::; pく ooとする．心は MP（股門上で有界な微分同相写像とする．

そのとき，ある定数K>Oが存在して任意の XoE恥凡 fEMg（野りに対して以下の不等式が成
り立つ．

IIJ(D心(xo)・)IIMgさKIIJIIMg・

Remark 2.10. 上記の命題の証明は，ノルム不等式 IIJIILP さ IIJIIM~ が成り立つことと L町股門
上の棚密性を使用して証明している．

本稿では，上記の 2つの命題 (Proposition2. 7およびProposition2.9)に関して Morrey空間
から Orlicz-Morrey空間へ拡張ができるか検討をしていく．

3 Or licz-Morrey空間M江（町）の定義

Orlicz-Morrey空間の定義に入る前に Young関数 i_[)および関数ゃのクラスについての定義を述

べる．
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Definition 3.1 (Young関数）・ <I>:[O,oo)→[O,oo)がYoung関数とは，刺0)= 0,,lim<I>(t) ＝ OO 
t→00 

で凸を満たす増加関数と定義する．

Young 関数の例として <I>(t) ＝伊（ただし p~l), exp(t)-t-1, tlog(e+t)などが挙げら
れる．

Definition 3.2. (i) g茫は以下の条件を満たす関数 r.p:（0,oo)→ (0,oo)全体の集合である．

ある定数 C1,C2> 0が存在して，任意の r,sE (O,oo)について以下の不等式が成り立つ．

C坪 (r)~ r.p(s)， ただし r<s, (1) 

r.p(rs) ≪:: C四 (r)r.p(s). (2) 

(ii) g炉は以下の条件を満たす関数 r.p:(O,oo)→ （0，OO）全体の集合である．ある定数 C3> 0 

が存在して，任意の rE (O,oo)について以下の不等式が成り立つ

r.pビ）＜c3r.ptr)・ 

以降，特に断りがない場合9 <I>はYoung関数， 'P: (0, 00)→ （0，OO）を単調減少関数とする．

さて， Orlicz-Morrey空間を定義する．ここでの Orlicz-Morrey空間とは，澤野嘉宏氏ら [12]

の定義に基づく空間とする．

Definition 3.3 (Orlicz-Morrey空間）． Orlicz-Morrey空間M塁（町）とは

M;（町）三 {fE L0(町)： ||JIIM苓<OO｝ 

で定義する．ただし

||f||<P,B(a,r)三 inf｛入＞ O |B（；r)| JB(ar)<I>（|fり） dx:S:l}

とおきノルムを

IIJIIM苓＝ sup 1 
aE町，~>O r.p(r) 

||f||<P,B(a,r) 

とした．

Or licz-Morrey空間は様々な関数空間を含むことが知られているので，以下に cp, <I?に具体的
な関数を導人し主要な関数空間の例を述べる．

Remark 3.4. (i) cp(r) = r―n/pの場合， M;（即）は Mぶ（町）（例えば，［5]に基づく定義）に
なる．具体的には，以下のノルムが有限となる fE L0（町）全体の集合である．

IIJIIMな三 aE:悶。'rn/pinf｛入＞ 0： |B(：,r)| JB(a,r)<I?(~) dxさ1}.

(ii) <I? ＝伊（ただし q~l) の場合は， M塁（町）は一般的な Morrey 空間 Mば（町）となる．具体
的には，以下のノルムが有限となる fE L0（野門全体の集合である．

IIJIIMt 三二悶。 r_pい(~ L(a,r) lf(xWdx) 

1/q 

(iii)的）＝訊叩） ＝ T―n/qの場合は， M:（町）は Morrey空閻Mg（即）となり，特に p=q

の場合はび（野門空間となる．
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4 主定理

まずは Koopman作用素の有界性の十分性について述べる．

Theorem 4.1. r.p E g茫および心は Lipschitz条件を満たすとする．ある K >0が存在して任

意の可測集合Ac町に対して以下の不等式が成り立つと仮定する．

I心―1(A)I::;KIAi. 

そのとき，任意の fEM孟（民門に対して以下のノルム不等式が成り立つ．

IIC』||M:乏KIi!||成・ (3) 

次に，ヤコビ行列を含む Koopman作用素の有界について述べる．

Theorem 4.2. ip E Q炉で，任意の r> 0, t;::, 1で <I>(t)乏tPで T―n/p乏ip(r)が成り立つと仮

定する．また，任意の fEM盆（町）に対して IICゅJIIMば;SIIJIIM:も仮定するとき，ある定数

K>Oが存在して任意の XoE良叫 fEM塁（政りに対して以下の不等式が成り立つ．

IIJ(D心(xo)・)IIM塁乏 KIIJIIM苓・ (4) 

Remark 4.3. Theorem 4.2の証明の方針はfがコンパクトサポートをもつ連続関数の場合に (4)
を求め，次に fがコンパクトサポートをもつ有界関数の場合に (4)を求め，最後に fEM;（野門
の場合に (4)を示す．詳細は，投稿予定の論文 [9]を参照してください．

5 Theorem 4.1の証明

Theorem 4.1の証明をする前に以下の命題を与える．

Proposition 5.1 ([4]）．ある定数 K> 0に対して 9 J <I>(IJ(x)l)dxく 00を禍たす任意の可測
Rれ

関数fに対して，

J蔚 if>(IC』(x)l)dxさkJ知 if>(lf(x)l)dx

が成り立つことと任意の可測集合 Ac艮nに対して

愉―l(A) I,S KIAi 

が成り立つことは必要十分である．

(5) 

Theorem 4.1の証明 cpE g茫， B。＝ B(a,r)とおく． x,yEB。と固定する．すると '1/;(B。)の
直径diam（心（Bo)）は， Lipschitz条件を満たすことで以下のようになる．

diam（心（Bo))三 sup|心(x)一心(y)I-SL sup Ix -YI -S 2Lr 
x,yEBo x,yEBo 

すなわち，

B1つ心(B。) and IB1I = LnlB。I
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を満たすような閲球 B1三 B（い（a),Lr)が存在する．（5)を満足する K >1を持ってくる．そこ

で， M = max(l,Lりと罹くと Proposition5.1を用いると，以下の評価が得られる．

心JB。<I>（二し） dx

< l f <I> （|f（ゆ（x））|x心(Bo)（心(x)）
―|Bo|Rn kM  ||f||<;I>，B1)  dx 

：：：：：似o|JRn <I> （誓xi塁ご）） dx

：：：：：記い（エ；［こ） dx

：：：：：仇1|JB1 <I> （||〗「こ）心：：：：： 1 

つまり IIC』|1屯Bo乏Kllflks1が成り立つので両辺に関数 cpE g茫をかけると以下の通りに
なる．

1 
可 IICwfll¥l>,Bo：：：：： 

cp(Lr) 1 

叩） cp(Lr)
KM  IIJll¥l>,B1 

：：：：： K(C1 +C四 (L)か） 11!11悶・

以上より求めたい不等式 (3)が得られた． ロ

6 今後の課題

Morrey空間 M即（町）に関して以下の命題が成り立つことが知られている．

Theorem 6.1 ([7]). n ENで心：町→町が微分同相写像つまり心，心―1がそれぞれ微分可

能であるとする． O<q<p<ooまたは q=pかつ n=lと仮定する．もし Cゅ，C；；1が Morrey

空間上で有界ならば，ゆおよび心―1はLipschitzである．

そして，上記の命題を Orlicz-Morrey空間へ拡張すると以下のように成り立つことが予想さ

れる．

予想： nENで心：田→即が微分同相写像とする． cpE g炉で，任意の r>゚， t：：：：： 1で
<I>(t)乏伊かつ r-n/p乏cp(r)が成り立つと仮定する．もし Cゅ，C；；1が Orlicz-Morrey空間上で有

界ならば，ゆおよび心―1しま Lipschitzである．

この予想を証明するには， Morrey空間に関しては特異値分解の手法を用いた以下の命題が重

要になる．

Proposition 6.2 ([7]). 0 < p s q < oo, x0 E町とし，心：町→町が微分同相写像とする．

もし C心，C；；1が Morrey空間上で有界ならば，

n 

rr位 (xo)~ 1, 
k=l 

ただし， a1(xo),...,%（知）は D心(xo)の特異値である．
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この命題を Morrey空間から Orlicz-Morrey空間へ拡張して上記の命題が成り立ちかつC心，C；；；1

がOrlicz-Morrey空間上で有界であるような関数fEM盆（応りを与えれば，上記の予想が成立す
る．しかし，予想を導くためには， Orlcz-Morrey空間内に現れる減少関数¢およびYoung関数
のがどのような特徴をもつ関数であれば成り立つのかを考える必要がある．
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