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1 Introduction 

Morrey空間は， 1938年に C.B.Morrey[5]によって 2階楕円型偏微分方程式の解の局所的な振る
舞いを解析するためにその原型となるノルムが導入され， 1969年の Peetreによる survey[7]に

て現在の形に定式化された．その後，この空間自身の研究のみならず，関数空間として拡張され
たり偏微分方程式へ応用されるなど，多くの研究がなされている． Morrey空間については [8]の
本に非常に多くの結果がまとまっている．本講演では，その一般化の 1つである混合 Morrey空
間の Littlewood-Paley分解を用いた特徴付けについて考える．まずはじめに Morrey空間の定義

を与える．パラメータ p,qは1:S q :S p <(X)を満たすとする．このとき，可測関数 fに対して，

Morreyノルム 11・ IIM~ を

IIJIIM~ 三 sup{|Q|; ； （JQ|f(x)|qdx) Qは町の立方体｝

と定義し， Morry 空間 Mg（町）を IIJIIM~ <(X)を満たす可測関数 f全体の集合とする．

次に， Morrey空間の一般化である混合 Morrey空間の定義を与える．

Definition 1.1. [6]パラメータ if=(q1,..,,qn) E [l,(X)］nとpE [l,(X)）は

こ—ミー
n 

j=l 
qj p 

を渦たすとする．このとき，混合Morrey空間M;y（民門を次のノルムが有限であるような可測関

数 f全体の集合と定める：

IIJIIM;,三 sup{IQI;;-¾ （四三） llfXQllii: Qは町の立方体｝．

ここでノルム II・ Iii!は混合Lebesgueノルム

g 
g 

11!11,三 (J民 (J民 (J艮 |f(X□29,Xn)|qldx1) ql dx2) q2 dxn) 

を表す．

石

混合 Lebesgue空間び（良n)は［1]にて BenedekとPanzoneより導入された関数空間である．
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2 主結果

主結果を述べるために，次の準備をしておく． r>Oに対し， B(r)で原点を中心とする半径 rの

球を表す．心 ES（町）を X_B(2):S心:SXB(4)を満たすように取り，ゃ三ゆーゆ(2・）とおく．また，
jEZ に対し，切三ゃ(2-J•) と書くことにする． F,F-1 はそれぞれフーリエ変換，フーリエ逆
変換を表す．

n n 1 
Theorem 2.1.パラメータ p，りは 1< P, if< oo, — ーを満たすとする．このとき，さこp 

j=l 
qj 

DO 

(1)任意の fEMi（町）に対し， f= ―1 q こr 防訂］がM;y国）の汎弱位相の意味で成り
J=-DO 

立ち，

信~I戸［亨ill') ½ L ~ llf llM; 

が成り立つ．

(2) f ES'（町）が

00 
｝ にOO防―1戸 fl|2)碍 <OO

00 

を満たすとする．このとき，極限F三 LF-1［もFf]がM?（野りの汎弱位相の意味で
j=-oo 

成り立ち，

00 
ふにOO1戸［亨fl|2)Mt~||F||M;

が成り立つ．

通常の Morrey空間に対する Theorem2.1は， Izumi,Sawano, Tanaka ([3])により調べられ

ており， Theorem2.1において q1= ・ ・ ・ = qn = qとおくことで彼らの結果を再現できる．また，
Mazzuca toは通常の Morrey空間に対する Theorem2.1 (1)のノルム評価を [4]にて導出してい
る．さらに， TorresとWardは混合Lebesgue空間の Littlewood-Paley分解による特徴付けを [9]
にて与えている．

Remark 2.2. Theorem 2.1 (2)より， JES'（町）に対して，

F = lirn 
J→OO 

こ戸［c.p江fl
j=-J 

がM菜（即）の汎弱位相で成り立ち， FEM;y（野りである．このとき，すべての混合Morrey空間

の前双対の元 hで0rf-supphであるものに対して

ぽ(f-F),h〉=}四し；＋1亨 f,h〉=0

となるので， F(f-F)は原点に台をもつ．したがって， f-Fは多項式でなければならない．
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3 熱半群によるノルム収束の特徴付け

00 

Theorem 2.1では f=〉 r-1已町］が M忍町）の汎弱位相の意味で成り立つことを主張し
j=-00 

ているが，ノルム収束が成り立つときの特徴付けを与えることは関数空間を調べる上で重要なこ
との 1つである．実はこれは熱半群を用いて特徴付けることができる．ここで，熱半群 et△は

t > 0, X E町に対して，

巧(x) ＝戸 [e―tl•l2Ff] (x)=:丁J股nexp (-~) J(y)dy 

である．

先行研究として，非斉次型の Littlewood-Paley分解の熱半群による特徴付けがある．

Lemma 3.1 ([2, Theorem 1.2]). 1 < q::; pく ooとする．このとき，

00 

f＝戸［ゆ町］＋こ戸［亨fl in M~（町）
j=l 

⇔ lime町＝ f inM噂門．
t→O 

q 

このことから，高周波部分の分解と熱半群の tを0に近づけたときの特徴付けが対応するこ

とが分かる．そのため，低周波部分の分解は熱半群の tを無限大にしたときの特徴付けが対応す
ると推測でき，実際にそれは正しい．

Theorem 3.2.パラメータ p,ifは1< P, if< oo,竺 ］を満たすとする．このとき，
p <と

j=l 
qj 

00 

f＝ こ 戸 ［ 汀fl in Mq（町）q 

j=-00 

⇔四（びf-et―1△!) = f in Mq（町）．

Proof.←のみ示す．逆は Littlewood-Paley分解と熱半群の減衰を利用して

limet△f = f, _lime町＝ f inM切貯）
t→O t→OO q 

が成り立つことをそれぞれ示せばよい．仮定より，任意の c> 0に対し，ある <5>0が存在して，
任意の tE (0, 15)に対し

(et△f-et―1△f)-f 
M'-'-

さC

q 

(3.1) 

が成り立つ．
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そのような tを1つ固定し， JENを任意に大きく取っておく．このとき，ス角不等式により

fーとバ亨fl さ f-(et△f-et―1△f) 

犀 J 碍 辺

+ （et△ -et―1△) (f- 〗戸［亨fl) 屈

+ (|〗r-1 い ((et△ - et―1州f-f)l) f M; 

=l+Il+III 

と3つに分解する．

Iは仮定 (3.1)から I::=; cとなる． IIIについては，（et△ -et―1△)f-f E Mq（町）なので，

duality argumentとTheorem2.1 (1), (3.1)により，

III乏 (tr-1い((et△ -et 1△)f-f)］ 2) i 乏 (et△ - et 1△)f-f屈

J=-oo I II.  q 

M;, 
さe

となる． IIを評価するために次のような核を考える：

e―t1El2 _ e-t―11(12 
叫(~) = 1~12 (1 +|（ド）．

e―tlEl2 _ e―t―ilEl2 ES（町）なので，任意の多重指数aに対し I伊四(()|乏|（|―|alが成り立つ．し

たがって，

pifq 
M
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を得る．的のサポート条件と三角不等式， Theorem2.1 (1)より

II乏こ (2平
IIF-1屈町］IIM臼こ (2平

1 + （2州 1+ （2J)4 ||f||M; 
|j|>J |j|＞J 

となり，

こ
(2i)2 

1 + （2J.）4 -
＜区 4三区い～4―J

|j|＞J j<-J j>J 

なので， Jの任意性から， II乏eをえる．以上より，求めたい結果が従う． I
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この特徴付けから，（混合）モレー空間の閉部分空間を次のように分類できる．

n n 

Definition 3.3. 1 < p, if< oo ~ ::; t ~とする．このとき，
p j=l qj 

p 

ふぷ（町）三 {fE M:r: e町→ finM:r as t→ 0}． 

屈国）三 {fEM?: e町→0in M:r as t→ oo｝． 
△ 

M信）三 {fE碍： （et△ _et―1州f→finM炉ast→o}. 

M~（町
ll・IIMど

q )三 C戸（即）凡

これらの部分空間は以下のような関係になっている．

n 1 
roposition 3.4. 1く汀<ooand ーここ—とする．このとき，

p 
j=l qj 

△ 

屈（町） CMt（町），
◇ 口△

ME（町） nM~（町） ＝ M~（町）．q q q 

ロ◇
特に Mな（町）と M~（町）は互いに互いを含まないことが以下の例で分かる．簡単のためにq 

n = 1,つまり通常の Morrey空間の場合を考える．

Example 3.5. n = 1, 1 < q < pく ooとし
p-E 

'EE(O,p)をとる． i＝--_qとおき，
p 

00 

f(t) = L X[D,1] (t -k + l -k声）sin3(2k• (t-k+l-k~)) 
k=l 

とする．このとき，

fE伍臀） n団（政））心（股）．

ここで，聞（良）三 L=（股） nM訊）11・11碍である．

△ 

さらに， M叫股）と MP（良）は違う部分空間になっていることが分かる．

Example 3.6. n = 1, 1 < q < pく ooとする．集合 Eを長さ 1の閉区間の加算和で書けている

とする，つまり，ある c1,c2,... EEが存在して，

00 

E=LJ(cj+[0,1]) 
j=l 

である．心 EC戸(0,1)を△心ヂ 0を満たすように取る．ここで，△はラプラシアンである．

00 

f三こ△心(・一％）．
j=l 

△ 

とすると， fEMり（良）＼Mり（股）である．
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