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Abstract 

本稿は， Morrey空間上で成立する分数幕積分作用素に対する Adamsの不等式や Olsenの
不等式の Orlicz分数幕極大作用素，分数幕積分作用素， BMO関数と分数幕積分作用素の交換
了積に対する Orlicz-Morrey上への一般化について述べる．

1 Introduction 

Orlicz極大作用素は Hardy-Littlewood極大作用素 M を一般化した作用素であり，後述する

L uxemberg-N akanoノルムによって構成する．

以下，記号 Qは，各座標軸に平行な n次元立方体を表す．記号 IQIにより Qの体積，記号t(Q)
により Qの 1辺の長さを表す．本稿では，記号 Ia,Ma, [b, Ia]はそれぞれ，分数幕積分作用素，分

数幕極大作用素，関数 bとIaによる交換子積を表す．

Definition 1. 

(i) 0 <a< nに対して

laf(x) := 1n ~ 
良nIx -Yin-a 

dy. 

(ii)関数 bに対して，

[b, Ialf(x) := 1n ~ f(y)dy. 
良n Ix -Yin-a 

Orlicz極大作用素， Orlicz分数幕極大作用素， Orlicz-Morrey空間を定義するために Young関

数を導入する．各定義は [5,pp.97-100]を参照する．
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Definition 2.関数 B: [O, oo)→ [O,oo)がYoung関数であるとは，次の条件を満たすことであ

る．（i)B:連続関数 (ii)B:凸関数 (iii)B:単調増加関数 (iv)B(O) = 0. (v) limt→o B(t)/t = 0. 
(vi) limt→oo B(t) = oo．本稿では， t―n/aB(t)はa.e.で単調減少でかつ， t―n/aB(t)→0 (t→ oo)で

あると仮定する．共役Young関数 Bを定義する：

B(t) := sup(st -B(s)) (t > 0). 
s>O 

Young関数に付加する条件△2,▽2，△',▽'の定義をまとめる．

Definition 3.関数BはYoung関数であると仮定する．

(i) BE位であるとは，ある定数K> 0に対して， B(2x):,;KB(x) x 2 0. 

1 
(ii) B E巧であるとは，ある定数t> 1に対して， B(x):,; i;--;,B(lx) x 2 0. 

2t 

(iii) B E△'であるとは，ある定数 C>Oに対して， B(xy):,; CB(x)B(y) x, y 2 0. 

(iv) BE▽'であるとは，ある定数 C>Oに対して， B(x)B(y):,;B(Cxy) x,y 2 0. 

Example 1. B(t) = tP [log(e + t)]a (a E良， l<p<oo)．このとき，次が成立する：

(a) BE△2n▽2・ 

(b) a~ 0のとき， BE▽'．

(c) a:,:; 0のとき， BE△’.

以下，記号 B,<l>,甲を Young関数を表す． Luxemberg-Nakanoノルムを次のように定める．

Definition 4. n次元立方体 Qに対して，

Ill IIB,Q := { A, >。か (|f〗x)|)dx <1} 

Definition 4によって， Orlicz極大作用素 MB,Orlicz分数幕極大作用素 MB,aを定義する：

Definition 5. 0 ~a< nとするとき，

MB,af(x) := sup f(Q)a IIJIIB,Q ・ XQ(X), MB := MB,O・ 
QcJRn 

論文 [3,p.104]で，次の各点評価が示された

Proposition 1. 0 <a< n, b E BMO, B(t) = tlog(e + t), f(x)~ 0 a.e. x E即とするとき，

Mtt ([b,Ia]f) (x) :S llbllBMO (/af(x) + MB,af(x)) • 

Young関数に関して恥条件が導入された（論文 [13,p.138]). 

00 

Definition 6. Young関数 Bが，J-B(t) dtく ooを満たすとき， BEB であると定める．
1 tP+1 P 

Bp条件は作用素 MBのLP空間上の有界性が成立する必要十分条件である．

(1) 

(2) 

(3) 
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Proposition 2. 1 < pく ooとするとき，次が同値である．（i)BEBp.(ii)Ms:LP→ LP. 

Ms,a: LP→びが成立するための必要十分条件は，論文 [3,4, 11]により導入された

Theorem A. 0 :<::;a< n, l < p <告， l<q<ooとするとき，次が同値である： （i) Ms.a: LP→ 

U. (ii) B~ E Bqかつ， i＝ ｝ -g. 

Orlicz-Morrey空間を次のように定める：

Definition 7. 1 :<::; Poく ooとするとき， Orlicz-Morreyノルムを IIJIIMぶa:= supQ IQ|冗 ||fll<I>，Q

により定める．このとき， M:0:={IE Lに： IIJIIMぶa< oo}をOrlicz-Morrey空間という．特に，

<I>(t) = tP (0 < p :<::; Po < oo)の場合，関数空間 M炉は，通常の Morrey空間を表し， M『＝ Mな
となる．

Remark l. 1 < po < ooのとき'<I>(t):$ t p。であることと Mぶa*{O}が同値である（論文 [8,
p.245]). 

作用素 laに対する Morrey空間上の有界性が成立する（論文 [l]).

p roposition 3. 0 < a < n, 1 < p :<::; Po＜告， 1< q < qo < OO, ＝ 茄冗―ァ，示冗a q = P とする．こ

のとき， Ia:M『→ MZO・

Morrey空間上の作用素 laに対する次の不等式が成立する（論文 [12]).

Proposition 4. 0 <a< n, l < p::, Po＜侶 1< q ::;; q0 < oo, 1 < r ::;; r0 < oo, q0 < r0, r0 ~侶
1 1 + l a q = P とする．このとき， a=l+s>lに対して， gEM篇とすると-＝ - --- -qo Po ・ ro n'qo Po 

llg(Jaf)IIMz0 :S llgllM盟1IIJIIM:o・

作用素 MB.aに対する Morrey空間上の Propositions3, 4に相当する不等式は，論文 [8]で示
した．一方で， Orlicz-Morrey空間上の作用素 MBに対する有界性が成立する（論文 [15,p.535]). 

Proposition 5.次が同値である．

(i)任意の n次元立方体 Qに対して，

IIM瓜fXQ)llcJ>,Q ;5 llfllcJ>,Q. 

(ii) 

lt Bじ）の(s)竺::5<l>(t) (t ~ 1). 

Remark 2.一般に，

lt B(り<I>(s)亨＝［t <I>じ）B(s)亨
Example 2. 

(4) 

(5) 

(6) 

13種類の Orlicz-Morrey空間のうち，第 2種 Orlicz-Morrey空間を扱う． 3種類の分類に関する詳細は，論文 [2,6, 7] 
を参照
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(i) 1 < p < oo,<I>(t) = tPかつ， BEBpとすると， 2組 (B,<I>）は条件（5)を満たす．

tP 
(ii) 1 < p < oo,<I>(t) = ~, B(t) = 

Bo(t) 
かつ， B。EB とすると， 2組 (B,<I>）は条件

log(e + t)'-,-, log(e + t) p 

(5)を消たす．

Proposition 5により，次が成立する．

Proposition 6. 1 < Po <(X)，<I>(t) :$ fP。(t~ 1)とする． 2組 (B,<I>）が条件 (5)を満たすとき，

島： Mな→Mな・

Proposition 6は，次のように一般化できる．

Proposition 7. 1 < p0 < oo, <l>(t) :S tP。(t~ 1)とする． 3組 (B，の州）が条件

［州）¥JI(s)亨:S<l>(t) (t ~ 1) 

を満たすとき， MB:Mな→M炉・

Remark 3. 3組 (B,<I>，甲）が条件 (7)を満たすとき， B(t)，甲(t);S <l>(t) (;S fPO)が成立する．

作用素 MB,aに関する Orlicz-Morrey空間上の有界性について次が成立する（論文 [9]).

Theorem B. 0 <a< n, 1 <Po< qo < oo -＝ --
'q。 Po

~ -~'<l>(t) ;S fPO'甲(t):Stq。かつ，

［叫）荒甲(s)竺5<I>(t)跨 (t ~ 1) 

を満たすとき， MB,a:M:0→M芯°.

Remark 4. 3組 (B,<I>,甲）が条件（8)を満たすとき， B(t)る<I>(t)（論文 [9,Lemma 4.6]). 

Theorem Bが成立する 3組 (B,IP州）の例を構築できる．

Example 3. a, b ~ 0, l < p :<::; p0 < oo, 1 < q0 < oo, 

tp tp• 荒
B(t) =，甲(t)= 

[log(e+t)］年 [log(e+ t)]b 

(7) 

(8) 

とするとき，以下のように IP(t)をとるとき， 3組 (B,¢,甲）は，条件（8)を満たす（したがって，

MB,a:Mな→M邸が成立）傭文 /9,p.18}). 

tP 
(i) a> b + 1のとき <I>(t)= 

[log(e + t)］舟b.

(ii) a= b + 1 のとき <I>(t)=tP(~)）)閂
[log(e + t)]b 

tP 
(iii) b -1 < a < b + 1のとき， <I>(t)= 

[log(e + t)]如
匹 max{a,b}-1 

匹

(iv) a= b -1のとき <I>(t)＝ tp (log(log(e +t)） q。
llog(e + t)la) • 
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tP 
(v) a< b -lのとき <I>(t)= 

[log(e + t)］炉

論文 [9]では Orlicz-Morrey空間上の作用素 la,[/3，la]に対する有界性に関して，次が成立す

ることを示した．

Theorem C. 0 < a< n, 1 < Po < n 1 - - ＝...!... ＿ g /3E BMOとする．さらに,<l>(t) ;5 t Po, 
a'qo Po n' 

甲(t):5 tq。と仮定する．

(i)任意の t~ 1に対して，
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(9) 

(10) 

を仮定するとき， la:Mな→ Mば

(ii) 甲€ △2n▽'かつ，

［い（e+り）盟甲(s)亨るの（t）盟 (t ~ 1) 

を仮定するとき，

II[,B，lalf||Mt゚ :S11/JIIBMO IIJIIMぶ0.

Theorem Cを示すには次の不等式を適用する（論文 [9,p.10, p.16]). 

Theorem D. 0 <a< n, l <Po< oo,<I>(t)るtp。かつ <I>E位を仮定するとき，

llla/llM~゜ ;S IIMafllMぶ0.

Theorem E. 1 <Po< oo,<I>(t) ;S tP。かつ <I>E ▽'， MJEMなを仮定すると，

IIMJIIM炉 s||M廿f||
M~゜

(11) 

Proof of Theorem C (ii), I [/3，Ia]f(x)I:.:::: M ([/3，Ia]) (x)であることと， TheoremEから，

叩 laJfllM!o:-=::; IIM ([/3，la]f)IIM$。:SIIM廿([/3，Ia]nllMq。•
'1' 

不等式 (3)より， B(t)= t log(e + t)とすると，

IIM心，Ia]nllM:o:$ II/3||BMO (IIIafllM:0 + IIMB,afllM$。）

Theorem Dと， Maf(x) ;$ MB,af (x)に注意すると，

IIIafllM:o :$ IIMafllM:゚:$IIMB,afllM即

が成立する．以上から，

叫 Ia]fll碍0:5 IIMB,afllM芯゚・

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 
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Theorem Bより，

ll[ft,/a]JIIMか;SIIJIIM炉・ (16) 

ロ

次に論文 [8,9, 15]に関連する研究成果を述べる（論文 [10]).

2 Main results 

作用素 Iaに対する Olsen型の不等式が成立する．

Theorem 1. 0 <a< n, 1 < Po < ~ n 1 
a' 
~'1 < q0 < r0 < oo, r。こ—- ＝ _1._ ＋ _!_ ＿附 <I>(t);$ t Po' a'qo Po ・ ro 

甲(t):5 tq。とする．さらに， 2組 (<I>，甲）が条件 (10)を満たし，

J,t A(s)面［）竺五(t) (t ~ 1) 
SI S 

(17) 

を満たす Young関数A(t)::S tわが存在するとき， gEM~0 とすると，

llg(Jaf)IIM芯゚ ::S llgllM:o IIJIIMぶ° ・

Remark 5. Theorem 1において'<I>(t)= tP'甲(t)= tq, } =；；；,A(t) = taq (1 < p < qく oo,a> 1) 

とするとき，

［和）甲じ）~= tq'lt /aq)'-q'-lds < tq'＝軍(t)

が成立するから，条件 (17)を満たす (q'はqの共役指数）．すなわち， Theorem1は， Proposition4 

をCorollaryとして含むことを示している．

次に作用素 MB,aに対する Olsen型の不等式が成立する．

Theorem 2. 0 ::S: a< n, 1 <Po<!1. ＜ a -ro, qo < r。かつ ..l..=...1..＋.l.＿旦 <I>(t);5 tPo，甲（t)::; tq。
'qo Po ・ ro n' 

甲€△’かつ， 3組 (B,<I>，甲）が条件（8) をみたすとき，

llg(MB,anllM:o ::; llgllM;o Ill IIM炉・

Remark 6. Theorem 2において'<I>(t)= t凡甲(t)= tq, ! =血とするとき，論文 [8,Corollary 2 
'P Po 

in p.251]の結果を得る．すなわち，作用素 MB,aに対する Olsen型の不等式が成立する．

3 今後の研究課題

Theorem C (ii)の証明において， TheoremEを使わずに，証明できるかについての研究が残され

ている．不等式 (11)の代わりに，不等式

IIJIIMぶ゚ ;S IIM#tllMぶ゚ (18) 

を示すこのとき，不等式 (18)が成立する Young関数の十分条件が TheoremEにおける不等

式 (11)が成立する十分条件甲 E▽'と比較する．
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