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Oppenheim-Schurの不等式と RKHS

山田陽＊

概要

2012年に Aronszajn流の再生核の手法で半正定値行列に関して Oppenheimの不等式の等

号条件を得たここではその続きとしてブロック行列版 Oppenheim-Schur不等式の再生核的

証明と，正定値の場合にその等号条件を得たことについて報告する．

1 導入

Mm,n(V)を複素ベクトル空間 Vの元を要素とする mxn行列とする． Mm,n(C)はMm,n,また

Mn,nはMnと略記し， M;tをMnの半正定値行列からなる部分集合とする．行列 A=(%),B=

伽） EM;tの Hadamard積は (aij妬） EMnで定義され，これを AoBで表す．このとき Schur

の積定理により AoBE M;tであるが，次の事実はよく知られている．

定理 1.1(e.g. [9]）．次の不等式が成り立つ．

(i) Hadamardの不等式：

IAI ~ ana22... ann・ (1) 

(ii) Oppenheimの不等式：

IA o Bl ~ IAlbn ・ ・ ・ bnn・ (2) 

(iii) Oppenheim-Schurの不等式・

IA o Bl+ IAIIBI ~ IAlbn ・ ・ ・ bnn + IBlan ・ ・ ・ ann・ (3) 

B=Iとすると (2)====} (1)であり，また (3)+(1)====} (2)が分かる．

注意 Oppenheimが論文 [9]の中で述べているが， P6lyaが Oppenheimの不等式を Schurに伝え

たところ，それを Schurが改良してできた不等式が Oppenheim-Schurの不等式だそうだ．

筆者は論文 [14]の続きとして，包含空間が Hilbert空間の直和になる場合に， Schwartz流の再

生核理論を用いて Oppenheim-Schurの不等式のブロック行列への拡張及びその等号条件を得た

[15]．本稿では行列式を再生核流に扱うための概念構成等のおおまかな流れについて説明したいと

思う．証明の多くは省略するが，等号条件の本質的部分である初等的不等式については記載した．
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2 内積補間問題と RKHS

RKHSにおける内積に関する補間問題を用いると，行列に関する Oppenheimの不等式や

Oppenheim-Schurの不等式 [9]等の簡単な証明と等号条件，及びそのブロック行列への拡張が得ら

れる (cf.[14], [16]）．そのために少し準備する．

通常の nxn半正定値行列は Cn上の再生核空間 (reproducingkernel Hilbert space, RKHS) 

の再生核として取り扱うことができるが，ブロック行列に対しては包含空間が有限次元の Hilbert

空間の直和であるような再生核空間 (Hilbert型 RKHS)を考える必要がある．そのため，先ず

Schwartzの再生核理論 [12]を復習する．

Hilbert空間の内積及び共役空間の概念と適合させるために，局所凸空間 Cの連続反線形汎函数

全体の空間を Cの反双対 (antidual)と言い C*で表す． Hilbert空間 Hでは Rieszの表現定理よ

り冗を礼と同一視できる． CxC*上の標準的反双対 (canonicalanti-duality)〈c,c*〉を（半双

線形形式 (sesquilinearform), i.e.,第一変数に関して線形，第二変数に関して反線形）の形で内積

のように

y(x) =〈x,y〉C,C*'XE C, y E C* 

と表す． Cを準完備な Hausdorff局所凸空間で， C*には反双対対〈c,c*〉に関する弱位相<Y(C*,C)

を入れる． Cの線形部分空間である Hilbert空間 Hに対して包含作用素 i:1i Y Cが連続なとき，

H をC-RKHSと言い， ii*E.C(C*, C)を社の再生核または Schwartz再生核， CをHの包含空

間と言う．包含空間が Hilbert空間であるような RKHSをHilbert型 RKHSと言う． i*:C*→H 

だから ranii* C 1-iであることに注意する． C-RKHSの再生核 kE.C(C*, C)は次の再生性を持

つ： ¥/xE 1-i, ¥/c E C, 
〈x,kc圧＝〈x,c〉 c,C••

再生性より llkcll2=〈kc,c〉 c,c• であるから，

<kc,c>c,c• :::-0, Ve E C* 

(4) 

が成り立つ． これを再生核 Kは正値であると言い， k?: 0と表す． Schwartz[12]により，逆に

k E £,+(C*, C) (i.e. kは正値）ならば kを再生核にもつ C-RKHS1iが唯一つ存在する．正値核

k E £,+(C*,C)に対して kを再生核にもつ C-RKHSを1{,kと表す．

定義 2.1.1iはHilbert空間 Cは線形空間とする．線形写像 A:1i→Cに対して， kerAが閉

ならば線形写像 A:1i→ranAが余等長 (i.e. Al (ker A)上が等長作用素）になるような Aの像

ran A=  A（社）の上の Hilbert空間構造が一意的に定まる．この Hilbert空間を M(A)で表し，作

用素 Aの作用素域 (operatorrange)というまた M(A)のノルム ll・IIM(A)をAの値域ノルム

(range norm)という．

作用素域の定義より， f,gE 1iのどちらか一方が (kerA)_1_に属せば，

〈f,g〉1-i=〈Af,Ag〉M(A)
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であることに注意する．

定義 2.2（再生核空間の像）．弱連続作用素 TE,C(C,D)による C-RKHS1lの作用素域M(T旧）

をTによる Hの像 (image)または像再生核空間 (imageRKHS)といい T*1lと表す．

次の定理は Aronszajn[2]の定義した古典的再生核理論における積分変換に対応するものである．

古典的な積分変換の理論 (cf.Saitoh [11, p. 83, Theorem 3.2]）では Hilbert空間礼への任意の特

徴写像 (featuremap) ¢: E→1lから集合 E上の RKHS{f: f(x) =〈f，の（x）〉， XEE}とその

再生核 Kが， k(x,y)=〈cp(y),¢(x)〉，として簡単に得られる．一方 Schwartz流再生核理論では任意

のC-RKHS1lと局所凸空間 Dに対して連続作用素 T:C→Dから， Hの像として像再生核空間

D-RKHS T*1lとその再生核TkT*が得られる．

定理 2.3([12, Proposition 21]). C, Dは準完備 Hausdorff局所凸空間， HはC-RKHSで再生核

kをもつとする．弱連続作用素 TE,C(C,D)による C-RKHS1lの像T*1lはD-RKHSで再生核

TkT*をもつ． 'vxET直のノルムは次の等式を満たす．

||叫|T汎＝ inf{IIY||社 :Ty=x, y E 1l}. 

制限 T|記 1l→T直は余等長であり，

IITx||九 1-l=||叫|1l←⇒x E (kerT)主

特に， Tl1lが単射ならば社と T*1lは等長同型である．

再生核の像は一般に再生核空間の中で桐密であるが，再生核空間と一致するための条件は包含空

間が局所凸の場合に Schwartz[12, Proposition 7 bis]が一般的に示している特に Hilbert型再生

核空間の場合には，そのような条件として閉値域定理と同値な多数の条件があるが，ここではその

内の一部を挙げる．以下の補題の条件 (v)が同値なことは [3]にある条件 (iii)は再生核の像空間

と再生核空間が一致する条件と見倣せて， Hilbert型 RKHSでは重要な意味をもつ．

補題 2.4.1l, K,はHilbe廿空間で AE,C(H,K)のとき，次は同値．

(i) r皿 Aは閉．

(ii) ranA*は閉．

(iii) r皿 A=ranAA*. 

(iv) ranAA*は閉

(v)ヨXE,C(K,H)s.t. AXA= A. 

次の補題は Hilbert型 RKHSの再生核 Aが閉値域を持つとき，内積が簡単な表示を持つことを

意味する．証明は補題 2.4より容易である．

補題 2.5.CはHilbe廿空間で AE,C+(C)は閉値域をもつと仮定する．このとき， C-RKHS1lA
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はベクトル空間として 1-iA= ran A. 1-iAの内禎は次で与えられる： 'v'x,yEC, 

〈Ax,Ay〉叫＝〈Ax,y〉c=〈x,Ay〉c

Cが有限次元 Hilbert空間であれば AE,C+(C)は閉値域をもつので補題の系として次の命題を

得る (cf.[14, Proposition 2.1]). 

命題 2.6.n次半正定値行列 A= (aij) = (a1 a2... an)を再生核とする集合 {1,2,...,n}上の

RKHS1iAは，列ベクトル a1,...,anの張る Cnの部分空間 ranAに，次の内積を与えたもので

ある：

〈Ax,Ay〉1iA=〈Ax,y〉cn=〈x,Ay〉cn.

特に， dim1-iA = rank A. また点 iにおける再生核は行列 Aの第 i列 mであり，〈aJ,at〉=

aij (i,j = l,...,n)が成り立つ， i.e. 行列 Aは RKHS1-iAの再生核 aiに関する Gram行列

G(a1,...,an)と一致する．

次の補題は包含空間が有限次元の Hilbert型 RKHSにおいては，和のノルム不等式の等号条件が

通常より簡単な形で得られることを意味する．

補題 2.7.CはHilbert空間で A,BE,C+(C)とする．このとき次が成り立つ．

(i)ベクトル空間として 1-lA+B= 1-lA + 1-lBであり， VJE 1-lA,'<lg E 1-lBに対して

llf +g||負A+Bこ1|f||負A+11911沿瓦

等号←⇒ 〈f,h〉叫＝〈g,h〉社B'VhE 1-lA n 1-lB・

(5) 

(ii) Cが有限次元ならば r皿 (A+B)=ranA+ranBであるまた不等式 (5)で等号が成り立

つ⇔ヨzE C s. t. f = Azかつ g=Bz.

占典的な積分変換の理論を用いると Hilbert空間における内積に関する補間問題の解に関する結

果が容易に得られる．

定理 2.8.Hilbert空間 1-lの任意の点列 {ai}f=lの Gram行列を G=（〈aj,aり） EMnとする．

b=(bj)ECnが与えられた時， fE 1-lに関する補間問題

〈f,ai〉=bi, i = 1,..., n (6) 

に関して次が成り立つ．

(i) (6)の解fE'Hが存在するようなベクトル bE en全体の集合は集合 {1,...,n}上の RKHS

HGをなし，その再生核は行列 Gである．ベクトル空間として 'He=ranG. 

(ii) HGのノルムは作用素 fE'H日(〈f,aり） E(Cnの値域ノルムである： Vb E HG, 

llb||礼a= inf{llfll:〈f,ai〉=bi,i = 1,..., n}. 



116

(iii) b = (bi)に関する補間問題 (6)の解 fE 1iが存在するとき，最小ノルム解は一意的に存

在する．解 fが最小ノルム解←⇒ fE span｛佑｝i=l・ これを fnとすると，行列 Gの

Moore-Penrose逆行列を G+= (Gt) E Mnとしたとき，次が成り立つ：

n 

llfnll2 =区 G詠bJ・

i,j=l 

点列｛佑｝が線形独立の場合，行列式を用いた最小ノルム解の具体的表示が得られる．

定理 2.9(cf. [1, p. 13], [14]).｛佑｝i=lはHilbe廿空間礼の線型独立な部分集合とする．このとき，

任意の (bi)f=lE <Cnに対し，補間問題 (6)を満たす fE'Hでノルムが最小のもの fnがただ一つ

存在し，｛佑｝i=lの Gram行列を Gn=G(a1,...,an)，その行列式を IGnlとすると次が成り立つ：

゜
a1 an 

1 b1 〈a1,aり 〈an,aり
fn = -IGnl : 

bn 〈a1,an〉 〈an,%〉

゜
b1 bn 

2 1 
llfnll = -IG叫

b1 〈a1,aり 〈an,aり

bn 〈a1,a砂 〈an,%〉

我々の正定値行列の行列式不等式への応用のためには，以下｛佑｝ C社が線形独立で，

b1 =... = bn-1 = 0, bn = 1 

とした場合の補間問題 (6)を考えることになる．その最小ノルム解を fn,最小ノルムを入n= llfnll 

とする．定理 2.9より，この場合に得られる最小ノルム解の点列 {fn}は，点列｛釘｝から Gram-

Schmidtの直交化法で得られる正規直交系 {Fn}と定数倍を除いて一致することが分かる， i.e.

f n = (IGn-1 I/IG叫）1/2凡， n= 1,2,...．これより直ちに次の系を得る．

系 2.10. {aぷ~1 C社が線形独立のとき，入n= V|Gn-11/|G吐ただし，伍＝ G(a1,...,a砂，

k = 1,...,n, G。=1とする．

3 ベクトル値 RKHSにおける Hadamard積と内積補間

ここでは Hilbert型 RKHSの包含空間が直和であるような場合を考える．直和 C＝④xEECx

の元を点 XEEでHilbert空間 C” の値を取る集合 E上のベクトル値函数とみなし， C値函数と

呼ぶことにするこのとき点 xEEにおける評価作用素 evx:f E 1l c-+ J(x) E Cxは有界であ

る．評価作用素の共役作用素 kx= ev; E.C(Cx, 11)を点 xにおける 1{の再生核と言う． VJE 11, 

VcE Cxに関して柘の再生性

〈f,kx(c)圧＝〈f(x),c〉Cx
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が成り立つ． また K(x,y)= k甚yE,C(Cから）とおいて C-RKHS1-lの再生核函数と言う．

C-RKHS 1-lのSchwartz再生核 KE,C+(C)と点 xにおける再生核柘及び再生核函数 K(x,y)

とは

evx Kiy = K(x，砂朽＝ Kiy

の関係があるただし， iy:Cy→Cは標準的入射である． C-RKHS1lの再生核函数 K(x,y)は次

の正定値性をもつ： ¥:/nEN, aい・・・,an E E, ¥lei E Ci, 

区K(a凸）Cj,Ci〉Ca,2 0. 

特に 'vxEE, K(x, x) E £(Ox)でK(x,x)2 0となる．直積rrにy)EE2£(Cy, Cx)の元 Kが上の

意味で正定値なとき， K を C—正定値核といい K≫ 0と表す． Hilbert空間 H1,...,Hmのテンソ

ル積 Hilbert空間 R';=1Hiの内積は JiE Hi, gi E Hi, p = l,..., mのとき

m 

〈JiR ・ ・ ・ R f m, 91 R ・ ・ ・ R 9m〉RH;= IT〈ft,g仇
p=l 

(7) 

を満たす (See,e.g. [10, p. 49]) 

以下，自然数m とsを固定し， E= {1,..., s}，ぴ＝④；=1 CPで，各 CPは有限次元 Hilbert空

間とする．また，記述を簡単にするため直和因子の元とその直和への標準的入射の像を同一視する．

この同一視の下で直和因子 Cfは直和 GPの部分空間であり， Cバま Cfの直和として直交分解され

る．このとき，

～＝
 p

 c
 

mR 
〶 C]1 R・・・ RCf:..

p=l (j1,…,J五）EE"'

印 (p= l,...,m)を集合E上の CP-RKHSで，点jEEにおける再生核を K『E.C(CP,1{,P)とす

る． 1{,P,p = l,..., m,の元は集合 E上の GP値函数であるが，元 fpE 1{,P, p = l,..., mから作っ

た単純テンソル fl⑧ ..,0fmを直積集合 Em上のベクトル値函数として，点 (j1,...,Jm)E Em 

における値を

(!1⑧ •· ・ (sl fm)(j1, ・ ・ ・,jm) = Ji(j1) (sl ・ ・ ・ (sl f叫Jm)E含¢
と定義すると，このような単純テンソルの有限和全体のなすベクトル空間は {1i門農1の（代数

的）テンソル積 R;=l社Pになり（7)を満たす内積をもつ内積空間になるが，有限次元の仮定よ

りHilbert空間になる．したがって， R;=l1{Pはテンソル積 Hilbert空間であり，直積 Em上の

R;=l CP-RKHSになる．等式 (7)より，任意の RT=1fPERHPと心 EGPに対して

m 

心＝1fか卒1号（心）〉詞＝II〈f凸），心厄＝〈琴晶(jp),R;'=1心〉R農心
p=l 

=〈（®芦山）（]1,··•,Jm),®芦心〉汀1C『p
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となるので， R;=l1{_Pの点 (j¥，．．．，加） EEmにおける再生核は喝？＝1kfpで与えられる．また，

m 

OCP= 〶 CJ 0・・・0C:f' 
p=l jEE 

とおいて，対角線写像¢:j EE→(j,...,j)EEmによる Hilbert空間 R;=l1{Pの引戻しが

m m 

が： fER叩→がf=focpEQCP
p=l p=l 

による作用素域を〇;=11-{_Pで表すと，〇？＝11-{_Pは集合 E上の〇;=1CP-RKHSであり {1-l叶;=1

のHadamard積 RKHSという．ベクトル値函数 fpE 11,P, p = 1,..., m,に対してその Hadamard

租をが(flR ••• R fm)で定義して〇;=lfiまたは fl*．.．＊んと表す． 0;1fi E o;=l 1-{_Pで

ある．テンソル積 R;=1砂の再生性より R;=lk『E(kerが）J_だから，作用素域の内積の定義よ

り0;1知の点iEEにおける再生核は〇;1k『E0;11-{_Pとなることが分かる． Hadamard

積 RKHS0;=1印の作用素域としての定義より直ちに，任意の fE R;=1 1-{_Pに対して不等式

IIがfllo;=l 1-{P ::; llf 11@;=1 1-{P 

が成り立つ．

定義 3.1.m 2'. 2であって上の不等式で等号が成り立つとき， fE R;=1 1-{_Pは極値的 (extremal)

であるという ([13,p. 378]). 

作用素域の定義より fが極値的である条件は fE (kerが）J_である． f'gE R;=1 1-{_Pのとき， f

とgの少なくとも一方が極値的ならば

富 f，がg〉o;=l1-{P =〈f,g〉R;'=11-{P 

に注意する．

命題 3.2(cf. [14]). GPは Hilbert空間， 1-{_Pは集合 E上の CP-RKHSとする (P=1,...,m). 

f E R;=1印が極値的である必要十分条件は， fが集合 UJEEranklR・・・ Rrankmの閉線形包

に入ることである．ただし， K『は点jにおける 1-{_Pの再生核である．

包含空間が有限次元の場合には，極値的な単純テンソルの簡単な特徴付けが得られる．

命題 3.3.m 2'. 2とする． CP=〶：＝lC『は有限次元 Hilbert 空間の有限個の直和， APE.C(Cり

は正定値で， APを再生核とする集合 E= {1,...,s}上の CP-RKHSを1-l見点 iにおける 1-{_Pの

再生核を k『とする (p= 1,..., m). fp E社P¥ {O}, p = 1,..., mのとき， flR ・ • • R fmが極値的

⇔ヨiEE s.t. fp E rank『,p=1,...,m. 

以下，この報告では有限次元 Hilbert空間 Cを包含空間とする Hilbert型 RKHSにおける内積

補間が重要になるので，その設定といくつかの補題について述べる作用素 AE,C+(C)及び Cの
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CONS {uJ}JEJが与えられた時， jEJに対して，

〈f,Au叫＝ O('vi<j),〈f,Aui凡 ＝ 1 

を満たす fE加を求める問題を， C-RKHS1-lAのCONS｛巧｝に関する位数 (order)jの内積

補間問題といい，その解集合を PAとする．ただし CONS{uJ・}jEJの添字集合 Jには全順序を入

れておくものとする． Pf=/0のとき最小のノルムをもつ P]の元を f↑，そのノルムを入｝とす

るまた， C が Hilbert 空間の直和 C= 〶：＝1 Ci, dimCi = niのときは， C-RKHS1-lAは集合

E = {1,...,s}上のベクトル値函数からなる RKHSとみなせるが，簡単のため CのCONSの表

記を{Uij: i = 1,..., s; j = 1,...叫｝のように 2重添字で表し，｛四｝；臼が CiのCONSになる

ように定める． Uijの添字 ijの順序としては (i,j)に関する辞書式順序を入れておく．また CiをC

への標準的入射と同一視して常に Cの部分空間とみなす．この約束の下で K↑(uij)= Auijが成り

立つ．このとき，

鯰(l)= 0, l = l,..., i -1, j = 1,..., ni 

に注意する．これは ft}の定義と K3の再生性から明らかである．この事実は不等式の等号問題に

おいて，ブロック行列がブロック対角行列になることを示す際などに利用され重要である．証明は

Schwarzの不等式から容易である．

補題 3.4.C = EB:=1 Ciは Hilbe廿空間族 {Ci}の直和で有限次元で，｛Uij}は Cの CONSと

する． AE,C(C)を作用素行列として A= (Aij), Aii E £(Ci, C』と表す． Aが正定値のとき，

C-RKHS叫における Cの CONS｛匹｝に関する内積補間問題は解をもち，次の不等式が成り

立つ：

砧：：：：： 1／〈AiiUij,叫閉

等号 ←⇒Ji1がkf(uii)の定数倍←⇒k:;(uがj')_l_ kf(uij), ¥/i'j'< ij in 1-lA.特に，等号なら

ばA叩 ECのC1,...,Ci-1成分は 0.

｛附｝j=lをn次元 Hilbert空間 Cの正規直交基底とすると， Parsevalの定理より作用素 c/J:f E 

C→(〈f,uり）『＝1E Cnしま等長同型である．¢を CONS｛巧｝j=lの誘導する等長同型と言うこと

にする．次は包含空間が有限次元のベクトル値RKHSからそれと等長同型な古典的 RKHSを作る

補題である．

補題 3.5.n次元 Hilbe廿空間 Cの CONS｛附｝j=lの誘導する等長同型を¢:C→Cnとして，基

底｛巧｝に関する作用素 TE,C+(C)の表現行列を AEMnとする． A=cpTcp-1は半正定値であ

り，作用素Tを再生核とする C-RKHSをHT，行列 Aを再生核とする集合 {1,...,n}上の RKHS

を1{,Aとすると，ベクトル空間として 1-lr= ranT, 1-lA = ran Aであり， ¥/x,y E 1-{,ゎ

c~cn 
〈x,y〉知→ ＝〈如，¢y〉叫・ 『 『附：1_1:ふ加
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すなわち，¢|翫： HT→1-iAは等長同型．

注意．¢*が等長同型になる所に「閉値域」の仮定が必要になる！

定義 3.6.包含空間 Cの CONSから上のように作った集合 {1,...,n}上の RKHS1-iAをC-

RKHS HTのスカラー化 (scalarization)という．

補題 3.5より有限次元 Hilbert型 RKHSの再生核の行列式が内積補間問題の最小ノルム｛入［｝

で表される．

補題 3.7.Cは有限次元 Hilbert空間で， TE£(C)が正定値ならば， Cの CONS｛附｝j=lに関す

る社T の内積補間問題に対して，

rr入[= |T|―1/2. 
i=l 

更に CがHilbe仕空間 C1,...,Csの直和 C=EI閃＝1Ciでi= 1,..., sに対して{%}；こ1がCの

CONSであるならば，作用素行列 T= (Tjkり，k=lのi次主座小行列を Ti= (Tjk)J,k=lとしたと

き， Cの CONSLJ:=l{％}如に関して， i= 1,..., sに対して，

"葛=|Tt-1|1/2 
ITill/2. 

(ITol = 1とする）
j=l 

4 和の不等式と Minkowskiの行列式不等式

半正定値行列 Aに対して補題 3.7を用いて最小ノルム入↑の評価から行列式 IAIの値を評価する

手法を内積補間の方法と呼ぶことにする．内積補間の方法を簡単な例で説明するため，半正定値行

列の和の行列式に関する Minkowskiの行列式不等式を導いてみる． A,BEM；；とする．これらを

再生核とする集合 E= {1,...,n}上の cn-RKHSを1-lA,1-lB, 1-lA+Bとして， CnのCONSとし

て標準基底｛釘｝贔をとる． 1-lAの点jにおける再生核 k}は行列 Aの第j列であることを思い出

すと， 1-lA+Bの点jにおける再生核は K↑+k［であることに注意する．

命題 4.1.A, BE Mnが正定値ならば上記の設定において次の不等式が成り立つ (j= 1,...,n): 

入A入B
入A+B< 
J - 《（入炉＋内）2．

等号 ←⇒ヨzEspan{e1,...,e1}s.t.（砂）2が＝ Azかつ（入？）2Jl= Bz. 

証明 h=（入9)2が＋ （入｝）2fJBとおくと，｛（入｝）2+（入］）2}-lhE pf+Bである．

（・：）が E叫， f9E加だから hE 1iA+Bは明らか． kf+kfは1iA+Bの点 iにおける再生

核だから， i<jならば

〈h,kf+ k?〉1-lA+B=（入f)2Jf(i) +（入f)2Jf (i) = 0. 
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同様にして〈h,kf+砂〉1iA+B=（刈）2+（入］）乞よって，｛（入｝戸＋ （入夕）外―1hEP/+B_//

不等式 (5)より，

11h11沿A+B~（入？）4111/112 +（入↑）411Jll已＝ （入？入夕）門（入？）2+（入？戸｝．

定義より入A+B<{（入｝戸＋ （炉）外―1llhllHA+B・ア れらを合わせて求める不等式を得る．

叫， 1-lBの点 jにおける再生核はそれぞれ kf= AeJ, kf = BeJだから，補題 2.7より等

号条件は，ヨzE (Cn s.t. （入『）2Jf= Az,（入｝）2Jf= Bz. ここで ffE span{kf}1=1より

z E span{e1,..., e1}. 

命題 4.2(Minkowskiの行列式不等式 cf.[5, p. 510])．行列 A,BE Mnが正定値ならば，

IA+Bド／n：：：：： |All/n + IBll/n. 

等号条件は AとBが比例することである．

証明命題 4.1と補題 3.7より，

n n 

IA+BI = IT（入f+B)-22': IT{（入｝）ー2+（入］戸｝．

J=l j=l 

ここで aJ,bJこ0のとき，次の形の Harderの不等式 ([4,p. 21]) 

n n 

naT+II砂/ns; IT(aj十も）1/n
j=l J=l J=l 

が成り立ち，等号はベクトル (aj),(bj) E応りが線形従属な場合であることを使うと，

n n 

IA+ Bll/n 2:: IT（刈）ー21n+ IT（研）ー2/n= IAll/n + IBll/n. 
j=l j=l 

ロ

これで Minkowskiの行列式不等式が示された等号条件は命題 4.1から得られるが省略する． ロ

5 Hadamard積不等式

以下，表記の都合で AP等の上付き文字 (superscript)を使うが，これは Cn等の場合を除き，ベ

き乗の記号ではないので注意する．次の設定を考える： C ＝〶;=l GP, GP= 〶：＝1 Gfは有限次元

Hilbert空間の直和として，匹の直和成分 Gfは標準的入射により GPの部分空間と同一視する．

Gfの次元を碍その CONSを｛心｝Jn:1として，その添字の集合

伊＝｛ij:1 :::; i :::; s; 1 :::; j :::; n『}

には ij,-+(i,j)の対応で団の部分集合とみなして辞書式順序を入れ，それらの直積集合

m 

J= HJP 
p=l 
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にも JPの順序から定まる辞書式順序を入れておく．各 i= 1,..., sに対して Jの部分集合みを

Ji= {(ij1,..., ijm): 1::; ]p::; nf, 1::; p::; m} 

で定める．このとき｛心｝峠JPはCPのCONSであり，"(=(ij1,...,ijm) E Ji, i = 1,...,s,に

対して
m 

c, = cfi1@... @心 E⑭C『
p=l 

とおくと c= {c,},EUいJ,は 01,...,cmの Hadamard積〇;=1GP =〶t□ ®';=1 C『の

CONSである． AP=（化）i,j=lE.C(Cり， p=1,...,m,が半正定値のとき， E= {1,..., s}とす

ると集合E上の CP-RKHS1l心の Hadamard積RKHS0';=1 1l心＝ Hが＊・・・＊HAmはE上の

0;=1 CP-RKHSであり，再生核〇;=1が＝が＊・・・*Am=(Aし@・・・@A悶）ら＝1E £(0;=1 GP) 

をもつ．このとき，最小ノルム函数ffはi'<iである任意の点 i'EEで 0となるなぜな

ら， ffはi'j'<ijより k停（心y)と直交するが，｛召’J,｝yはCりを張るので， K停の再生性より

埒(i')= 0であるから．

定理 5.1.m ;::,: 2とする．上記の設定の下， APE.C(CP), p = 1,...,m,が全て正定値で

Vi = 1,..., s, ¥/p = 1,..., m に対して｛研（心）｝応が CP-RKHS加 pの直交系と仮定す

る． 0;=1GPの CONSC をとったとき， Hadamard積 RKHS0;=1 HAPにおける位数 'Y= 

(ij1,...,i加） €みの内租補間問題に関する最小ノルム
0::'=1 AP ふp=l は次の不等式を満たす：

0;:'=1 AP / n;=l入忍
ふく

{n;=l心）2〈A詞Jp'心〉1iAP-n;=l[（咄）2〈A詞Jp点〉11,AP-1] r/2. 

等号条件はヨlさis.t. p= 1,...,mに対して f嘉 がK}p（召Jp)と{k戸（喝，）｝り＇:':::ijpとの線形結合

であることである．等号が成り立つ時，最小ノルム解は次で与えられる：

0;:'=1 AP f.:(p=i --= 0~1心）2駅（心）— 0;=1{（咄）2駅（心）一ば｝
n;=l（入閤）2〈Afi1もp,c勾〉叫P-n;=l[（入閤）2〈Afi1もP'召3p〉叫P―1]'

注意． i= 1のときは定理の等号条件が満たされるので，常に等号が成り立つ．

6 初等的不等式と行列式

最小ノルム入nの不等式から行列式に関する不等式を導こう．行列式を評価するには積の順序

交換が必要になるが，その際に次の初等的不等式とその等号条件が必要になる． m =2の場合は

[8, Prop. 2.1]にある．この不等式は Oppenheim-Schur不等式の本質的部分だと思われる．

補題 6.1.m,n ENで'vaij~ 1のとき，次の不等式が成り立つ．

nm  m mn  mn  

IT{IT %-I1(%―1)}::>I1I1%-Il(I1%-1). ） 
i=l j=l j=l j=l i=l j=l i=l 

(8) 



123

等号条件は次の (i}-(iii)のいずれか 1つが成り立つことである：

(i) n = 1または m=l,

(ii)行列 (aij)のある列の全ての成分が 1,i.eヨj'vi,aij = 1, 

(iii)行列（％）のある行以外の全ての成分が 1,i.e.ヨios. t.'viヂio,'vj,aij = 1. 

証明． PiJ= aiJ -1 とおく． pり ~o である．非負行列 p=(p叫 EMn,m（股＋）の第 i 行，第 j 列を

それぞれ四＝（Pil,・・・,Pim)E 股+'P•J = (P1J, ・ ・ ・,PnJ) E応［とおく．多璽指数表記を用いて行

列 a=(aij) E Mn,m({O, 1}）に対して炉＝ rr~=l rr:=1P炉とおき，成分が全て 1の行列を ]_で

表す．行列の大小関係は成分の直積順序とする．このとき，

m m 

II%= l1(1＋四） ＝ど硲il..•pば＝と沿•,
J=l J=l °'i• °'i• 

m 

I1(%―l)=Pil・・・Pim=外．．
j=l 

よって，

m m 

IT aij -IT (aiJ―1)＝ L pf.'・, 
j=l j=l a,.<]_ 

＝
 

｝
 

‘,＇’/ 
ーり

iJa
 

，ー、mrr[ 
り

iJa
 mrr曰

、
ーnrr[ 

L p『;•.．． p~;· = 
Vi, 0i•<1 

L p久
Vi, aa<1 

m n n m 

rrrrUij= rrrr%＝LPf;・... p~;· = LP°', 
j=l i=l i=l j=l a a 

＝
 

m
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p
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刃， a．j>O

したがって，集合 Mn,』｛0,1}）の部分集合E,Fを

E = {a E Mn,m({O, 1}）：ヨis.t. ai• =]_｝, 

F = {a E Mn,m({O, 1}): ¥/j, a•i > O}, 

で定めると，示すべき不等式は次の不等式になる：

どPa：：：： LP臼
aEE aEF 

しかし明らかに EcFであり， paミ0だから，不等式 (8)が成り立つことが示された

次に等号が成り立つ場合を考える．等号条件は ¥:/aE F ¥ E, p°'= 0となるが，

F ¥ E = {a E Mn,m({O, 1}): 1::/il::/j, ai• < ]_，a.j > O} 

である．等号条件を具体的に定めよう場合分けする．
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(a)ヨjs.t. P•i = 0の場合： 'vaEFに対して炉＝ 0だから I:aEE炉＝ I:aEF炉＝ 0となり

等号が成り立つ．

(b)'vj, P•i # 0の場合：更に場合分けする．

1. m = 1:このとき (8)は等号で成り立つ．

2.ヨios.t.'vjに対して第j列で非零な成分がPio]のみの場合：行列pは第 i。行以外の行

が全て 0となるので不等式 (8)はn=lの場合に帰糟する．この場合明らかに等号が成

り立つ．

3.上の 1.,2.以外： Vjヨi(j),Pi(j)j # 0であり， m ~ 2より集合{i(j)｝j=lの濃度は 2以

上になるようにできる．このとき，行列 a=(aij)を

% = ｛ 1, （i= i(j)） 
0, (i-/ci(j)) 

で定めると， aE F¥Eであり， p"'#0となる．したがって，この場合には等号は成り立

たない．

以上より，等号が成り立つのは (a)または (b)-1,(b)-2の場合であることが分かった．これで求め

る等号条件が得られた． ロ

ブロック行列版の Oppenheim-Schurの不等式を得るために少し準備する． p=l,...,mに対し

てAPを対称区分けの sX sの正定値複素ブロック行列として次の設定をする：

•匹＝〶，:=1 cn,p,四＝ E:=1nip (GPの次元）， n= E:=l n;=l nip (o;=l GPの次元），

• AP= (A訊，j=lE Mnp, Afj E Mn,p,njp, 

• ｛心｝］こplcc吋： Afi> 0の固有ベクトルからなる CONS(i = 1,...,s). 

正定値ブロック行列 APE£(Cりを再生核にもつ集合 E= {1,..., s}上の CP-RKHSを'HAP

(p = 1,...,m)とする．各 i= 1,..., sに対して {R';=1召］p:Jp = 1,..., nip}は行列 R';=1Afi 

の固有ベクトルからなる CONSである ([6,p. 245]）．以下，ブロック行列 Xのi次主座ブロック

小行列 (ix i leading principal block submatrix)を括弧を使って (X)iと表す．

定理 6.2.上記の設定においてブロック行列 AP=(Afj) E £(Cり (p= 1,...,m)が全て正定値

のとき，任意の i= 1,..., sに対して Hadamard積〇;=lAPの行列式に関して次の不等式が成り

立つ：

1(0;'=1炉）iI m m |（AP)i| 6ip 
~ IT IA『」%-rr{|Aft1%-（）  }． 

1(0;'=1 AP)i-11 p=l p=l l(AP)i-11 

ただし，びip= n-;;/ n;=l niqである．この不等式の等号条件は次の条件のいずれかが成り立つこと

である：

(a) m = 1または i= 1. 
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(b)ある pに対して AfiとAflが 0(¥/l < i)である．

(c)任意の pに対して nip=l,かつヨi。<is.t. ¥:fl< i, ¥:Ipに対して Af,;=A仇(Af。叫―lAf。i.

特に行列 APが S X S のブロック行列で APEM8(Mゎ）， p= l,...,m,の形であるとき，次

のような Oppenheim-Schur不等式の拡張が得られる． m = 2, ti = t2 = 1の場合が通常の

Oppenheim-Schurの不等式である．

定理 6.3. ブロック行列 AP = (Af1) E M8(M砂 p = l,...,m, が全て半正定値ならば，

Hadamard租〇;=lAPの行列式に対して次の不等式が成り立つ：

m m s m s 

I 0API::;,. II II IA『」%-II {II⑳|びP - |A予．｝ 
p=l p=l i=l p=l i=l 

ただし，％＝ t;ln;=l％である． APが全て正定値のとき，この不等式の等号条件は次の条件のい

ずれかが成り立つことである：

(a) m = 1または s= 1. 

(b)ある pに対して APが，ブロック対角行列である．

(c)任意の p=1,...,mに対して tp= 1 (i.e. AP E Ms)であり， i,jE {1,..., s}が存在して

行列 APの対角線及び (i,j)成分と (j,i)成分以外は全て 0である．

注意． APが全て正定値の場合，定理 6.3の証明の途中で次の不等式が得られる：

m m s m 

10馴 2ITIA門l7pIT {IT ( IA訓(AP)i-1I¥ 17p 

p=1 p=1 2=1 p=1 |（AP)t|) -＂ [（|A[［悶t)［―1|)びp - 1]}. (9) 
p=l 

牝 ＝（AP)i,(AP)。=1に注意すると乗積 n:=1は n:=2に変更してもよいから，不等式 (9)は

m23のとき， Li-Feng[7, Theorem 2.5]よりシャープであることが容易にわかる．

7 謝辞

この研究は京都大学の補助で行われた．

参考文献

[1] N. I. Akhiezer and I. M. Glazman, Theory of linear operators in Hilbert space, Dover Publications, Inc., 

New York, 1993. Translated from the Russian and with a preface by Merlynd Nestell, Reprint of the 1961 

and 1963 translations, Two volumes bound as one. 

[2] N. Aronszajn, Theory of reproducing kernels, Trans. Amer. Math. Soc. 68 (1950), 337-404. 

[3] C. W. Groetsch, Generalized inverses of linear operators. Representation and approximation, Pure Appl. 

Math., Marcel Dekker, vol. 37, Marcel Dekker, Inc., New York, NY, 1977. 



126

[4] G. H. Hardy, J.E. Littlewood, and G. P6lya, Inequalities, Cambridge Mathematical Library, Cambridge 

University Press, Cambridge, 1988. Reprint of the 1952 edition. 

[5] R. A. Horn and C. R. Johnson, Matrix analysis, Cambridge University Press, Cambridge, 1985. 

[6] -,  Topics in matrix analysis, Cambridge etc.: Cambridge University Press, 1991. 

[7] Y. Li and L. Feng, An Oppenheim type determinantal inequality for the Khatri-Rao product, Oper. Ma-

trices 15 (2021), no. 2, 693-701. 

[8] M. Lin, An Oppenheim type inequality for a block Hadamard product, Linear Algebra Appl. 452 (2014), 

1-6. 

[9] A. Oppenheim, Inequalities connected with definite Hermitian forms., J. London Math. Soc. 5 (1930), 

no. 2, 114-119. 

[10] M. Reed and B. Simon, Methods of modern mathematical physics. I. Functional analysis, Academic Press, 

New York-London, 1972. 

[11] S. Saitoh, Theory of reproducing kernels and its applications, Pitman Research Notes in Mathematics 

Series, vol. 189, Longman Scientific & Technical, Harlow, 1988. 

[12] L. Schwartz, Sous-espaces hilbertiens d'espaces vectoriels topologiques et noyaux associes (noyaux repro-

duisants), J. Analyse Math. 13 (1964), 115-256. 

[13] A. Yamada, Equality conditions for norm inequalities in reproducing kernel Hilbert spaces, Math. Inequal. 

Appl. 12 (2009), no. 2, 377-390. 

[14] -,  Oppenheim's inequality and RKHS, Math. Inequal. Appl. 15 (2012), no. 2, 449-456. 

[15] -,  Oppenheim-Schur's inequality and RKHS, Submitted (2023). 

[16] X.-D. Zhang and C.-X. Ding, The equality cases for the inequalities of Oppenheim and Schur for positive 

semi-definite matrices, Czechoslovak Math. J. 59(134) (2009), no. 1, 197-206. 




