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The decomposition of q(・)-atom 

Kazuki Kobayashi 

Abstract 

変動指数 Hardy空間上での新たなアトム分解についてその証明と応用に
ついて紹介する．

1 Introduction 

まず， Hardy空間 H叫野りを定義する． O<p<ooとする．また，ゆ Eダ（野りと
し，非退化条件

J心(x)dxcf-0
Rn 

を満たすものとする．このとき， Hardy空間 H列股りを以下の条件を満たす fE
ダ＇（町）全体の集合とする．

IIJIIHP三 sup|炉*JIii < oo, 
jEZ IILP 

但し，炉(x)三 2-jnゆ(2-jx).
ここで，変動指数 Hardy空間 HP(・)（股りを定義する為に，変動指数 Lebesgue

空間 LP(•) （町）について考える．変動指数 p(•) と可測関数 f: 野n → Cとする．

この時，変動指数 Lebesgue 空間 LP(•) （野りは，以下のように定義される変動指数
Lebesgueノルム IIJIILPぃが有限となる fEダ'(野門全体の集合とする．

IIJIILP(l = inf｛入＞ O L (|f （入~)p(x) dxさ1},

但し， inf0三 ooとする．
以上の定義を組み合わせることにより，変動指数 Hardy 空間 HP(•) （野りは，以

下の変動指数Hardyノルム ll!IIHPぃが有限となる fEダ＇（野り全体の集合とする．

IIJIIHP（・）三 sup|炉*fl
jEZ IILP（・）
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更に変動指数p(x)に関して以下の 2条件を仮定する．（以降では 2つをまと

めて， LHと表すことにする．）

lp(x) -p(y)I ::::; 
C _..  1 

for |x -y| ＜ -
-log(l/lx -YI) -2' 

C 
IP（叫ーp(y)I::::; ~ for IYI ~ lxl. 

-log(e +|ぉ|）

また， c をコンパクト台を持つ LP(•) （股n) 関数全体の集合， LE NU{O}として，

少L（町）上を以下の 2条件を満たす可積分関数f全体の集合とする．

1n (1 + lxl)Llf(x)ldxく (X)

］R□呼 f(x)dx=0 

ここで， aは多重指数であって,|al::::; Lを満たす．
この 2つをまとめて，

L~ （・），L(町）三 L四国）n巧（町）J_

と表す．

最後に，以降では以下の記号を使用する．

｛P-三犀P(X)，

P+三 supp(x), 
xE賊n

｛：：）m／ご］［三— n],o) ([x]はxの幣数部分）

2 Main results 

Theorem 2.1. a > 1とする変動指数p(・)E LHとq(・)E LHは0< P-さ

P+ < ooとq(・)> ap(•) を満たすものとし，立方体の列 {Qサj=l, 非負数の列

｛ふ｝芦1,L[（•)，dp(）（町）関数列｛叫芦とする．これらについて，すべての jEN
に対して，

suppa1 C Q1, Ila』|い(）こ ||XQ3||い（）

が成立し，

（喜心）ど）i く (X).

LP(・) 

00  

を満たすとする．このとき， f=こ入尺jは， HP(・)(JRり上で収束し，
j=l 

||f||m（）三 C (喜豆）ど）i
LP(・) 
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も満たす．

Theorem 2.1の応用として， Olsenの不等式がある．それに伴って，分数幕積

分作用素If,3(0 <(3＜n)と変動指数Morrey空間 MP （町）を以下のように定義
する． q（・）

f(y) 
If,Jf(x)三J dy (m E町），

]Rn Ix -Yln-(j 

ll9IIM:()三 sup|Q|px 
.! ||gXQ||い（）

Q ||XQ||い（・）

但し， Qはすべての立方体を考えるものとし， f,gは可測関数であるとする．

Theorem 2.2. a > 1, 0く (3< nとする変動指数p(・)E LHとq(・)E LHは以
下を満たすものとする．

n 
P-> 1, 7i ~ q(・) > ap(・). 

(3 

このとき， gEM言（町）と fE LP(•) （町）とすると，

||g • If3f||LP(）こ C||g|1町(『||JIILP(・).

が成立する．但しこのとき， Cはfとgに依存しない．

[11, Theorem 5.1]により， fE LP(•) （町）について，汎）が，

1 

秋・）

を満たすとき， If3fEL列）（野りとなる．

1 /3 
p(・) n 

3 Proof of Theorem 2.1 

立方体 Q(z,r)を以下のように定義する．

れ

Q(z,r) = IJ(zv -r/2,zv十 r/2)
ッ＝1

但し， z=(z1,...,zn)E町， r>Oとする．
定理の証明には，以下の評価 [7,Lemma 19.1]を用いる． p(・)E LHは， 0< 

Pー :S::P+ < ooを満たすものとする．このとき，

IQl11P-(Q) ~ IQl1/P+(Q) ~ llxd£P() (3.1) 

が，任意の立方体 Q= Q(z,r) (z E股叫r:S:: 1)に対して成立する．更に，

llxdLP() ~ IQl1/Poo (3.2) 
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が，任意の立方体 Q= Q(z,r) (z E恥尺r> 1)に対して成立する．

但しここでは，

P+(Q) = es~rs~p p(x), P-(Q) = e~se=gif p(x), P==』應p(x)
咋 Q--',. -'-, xEQ 

とし， A~Bは， As;CB and BさC'A(C,C'> 0)が成立することを意味する．

次に，［16]において定義された極大作用素Mr（・）について考える． r(・)E LHと

s(•) E LHを， O<s＿s;s十三 oo と s(•) > !ir(・) (ii> 1)を満たすものとする．こ

のとき，可測関数fに対して，

llfxdLr(•) 
Mr(•)f(x) 三 sup~x叫）

Q ||XQ||LT(） 

この極大作用素について以下の不等式 [16,p.2]が成立する．

||Mr(•)f|| い（） s; CIIJll£B(・) (C > 0). (3.3) 

Lemma 3.1. p(・) E LHとq(・)E LHを以下を満たすものとする．

q(・) > ap(・) (a> 1) 

更に，｛Qサ芦を立方体の列，｛入J}芦1を非負数の列， L炉（町）関数の列 {a]}芦1

とし，以下を満たすとする．

suppaj C Qj, llaj||い c)s; llxqjllLq(). 

このとき，以下が成立する．

（苫凶a』E）； こC (喜心ど）； 
LP(・) II''IILP(・) 

00 

Proof．単調収束定理により，区（入パQj)どは有限和になるまた， llgllrruv：：：：： 1 
j=1 L(E) 

を満たす正値関数 E 
（二）＇

g L ? （町）をとれば，

(~ IA,a,I')' 言八a]|E) p = （J即芦い(x)l"g(x)dx)e 
LP(・) 

が成立する．更に，変動指数Lebesgue空間に対する Holderの不等式により，以下

が成立する．

J即苫凸(m)|Eg(m)dm= OOJ恥"la心）粋g(x)dx

：：：：： c~羽(Ila』 |Lq( ） )E||gXQ3|| （叫'
j=1 L ?) 
00 

::; C L羽IIXQ;II_ -'IfJ-ll9XQ; II (ill'・i:;-('j IIXQ; II L -'11-IIYXQ; II L (-'1-2-) 
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(3.1)と(3.2)によれば，

J 立い(x)IEg(x)dx：：：：：心f|QJ|||gXQ3||Lげ）’．
R”j=1 j=1 ||XQ311心）’

声

次に，極大作用素M 山＇の定義と Lr.（町）についての Holderの不等式を用い

ると， （P) 

J記言い(x)向(x)血：：：：： C戸JRれ（い（x))E（州）,g(x))dx 

= CL言（ふXQ3(x)）包(Mげ）＇g(x))dx

00  

：：：：： 011~（ふXQj)Ell,,__u_ IIM（~),g ェ I•
j=l 声

L 竺

- L(？） 

q(・) > ap(・)とa>lから，

冒n>I, 

が成立する．したがって，（3.3)によれば，

J 文 い(x)|物(x)dx:::;C 文（ふXQ皇・
Rれ．j=l IIJ=l p(・) 

L l'. 

ロ

変動指数Lebesgue空間における Fefferman-Steinのベクトル値不等式を改め
て確認する．

Lemma 3.2 ([1]）．変動指数p(・)E LHを1< P-:::; P+ < ooを満たすものとす

るまた，l<q<ooとする．そのとき，可測関数列 {fサ芦1に対して，

（芦(Mf]）q); LP（）こC(苫|f]|q):LP(） 

但し， Cは{fj}j=lに依存しない．
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Proof of Theorem 2.1.立方体 Qに対して， 3Qを立方体 Qを3倍に拡大したも

のとする．
M=島を Hardy-Littlewoodの極大作用素とする．このとき，［8,(4.21) and 

(4.22)］によれば，以下の不等式が成立する．

他方で，

n+dp（・）＋1

sup|炉 *ak(x)I乏X3Qk(x)Mak(x)+ M砂 (x)--';;'.
jEZ 

00 

区心akII :S立KSUp|炉＊叫
jEZ 

k=l IIHvC・l llk=l LP(・) 

ここで，

00 

乏 LI入K応 Mak
k=l IILP(・) 

00 

+III:|Akl(M屈）
n+dp(-）＋1 

n 

k=l IILP(・) 

乏（喜囚IX3Q:MaK)E Lデ）i

＋とい(MxQJ
n+％（・）＋1

n II . 

k=l IILP(・) 

I三（言(|入k|X3QKMak)2L宇）l,

00 

Iにこ囚（M砂）
”+％（・）＋1

n II , 

k=l IILP(・) 

とおけば，上記の不等式は以下のように表せる．

立四k 乏I+II. 
k=l IIHv(・) 

したがって，以下のことを示せば良い．

I+lI乏（喜叫）2Lデ〗
ここで，

q(・) -. p(・) 
- -＞ a — 
p p 

(3.4) 
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が成立することから，

I乏（文1|い|X3QKMak)：X3QK i. 
k=1 ||X3Qk||L宇 L宇）

q(・) E LHと

(~) _ > (~) _ ~ a > 1, 

であったから，極大作用素 M の有界性について考えると，

ll(X3QkMa砂p_ll ill乏IIX3QkII ill・ 
L !'. L !'. 

したがって，

l乏（言(|入kい）1'_ Lデ）｝・

ここで， Lemma4.2を用いると，

よって，
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(3.5) 

一方で，
n + dp(・) + 1 - 1 

＞ー，
n P-

より， Lemma4.2とゼさ 1であることより，

II乏 :l-',IXQ, さ（文(|入叶岡）ど "¥') l. (3.6) 
k=l IILP(・) ¥llk=l IIL "-

(3.5)と(3.6)をまとめると，（3.4)を得た ロ
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4 Proof of Theorem 2.2 

関数の分解に関しては，［11,Theorem 1.1 2]や [12,Theorem 4.6]を参照する．

Lemma 4.1. L E NU {0}, s E (0, oo), f E HP(•) （町）とし，｛Qj}芦1 を立方
体の列，｛ふ｝芦1 を非負数の列， L~,L （股n) 関数の列 {aj}芦1 とする．このとき，

00 

HP(•) （町）上の分解 f= 区ふaj が存在し，任意の jEN に対して，
j=l 

la』こ XQJ

かつ，任意の sE (O,oo)に対して，

（喜心）s)i ：：：：： C』|f||HP(）

LP(・) 

が成立する．ここで，にとは， sに依存する定数とする．

定理の証明には，［1,Corollary 2.1]や [6,Lemma 4.2]の評価を用いる．

Lemma 4.2.変動指数p(・)E LHは， 1< P-：：：：： P+ < ooを満たし， 1< q < 00 

とする．このとき，任意の可測関数列 {!J}~1 に対して，

（言(Mf1)q）；さC(言If1|q)：'
LP(・) II''IILP(・) 

が成立する．但し， M ＝間は， Hardy-Littlewoodの極大作用素である．

Lemma 4.3. 0 </3 ＜n, LEN U {O}とするまた， AELぞ'L（町）は台を立方
体 Q上に持つとする．このとき，

(X) 

1 
II(3A(x)I :SC(3，LIIAIIL00£(Q)(3〉 x炉 q(x) (x E町）．2k(n+L+l-(3) 

k=l 

ここでは，沙QをQを沙拡大したものとする．

Proof of Theorem 2.2. [8, Lemma 3.1], Lemma 4.1によれば， fE HP(•) （町）は
分解できる．つまり，｛Qサj=lを立方体の列，｛ふ｝芦1を非負数の列， L戸，L（野門

00 

関数の列 {aサ芦1 が存在して， HP(•) （町）上で， f = I:ふaj,
j=l 

00 

区ふXQj さCIIJIIHP(）・

j=l LP(・) 

が成立する．
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N 

このとき，区朽aJは， LP(・)（町）上で， fに収束する．また，［11,Theorem 5.1] 
j=l 

CX) ¥ CX) によれば， Ld(•) （町）の位相で If3(E入凸 (x)はEふI匹 (x)に収束する．但し， i は約＝土—←を満たす．］三，非l数の増冨五凶｝応について，ほと
CX) 

んどすべての XE町でIf3(区 入 凸 (x) ＝ limIf3 区入凸 (x)が成立する．

このとき，

J=1) £→(X) （JN=£1) 
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でここ

lg(x) ・ IfJf(x)I：：：： Clg(x)I ・ ~朽£(Qj)fl （苫 2―k(n-fJ+L+l) X X炉Qi(x)).

い (x)三 |g(x)lx炉Qi(x)X 
llx沖 Q3||い（・）

と定義することで
llx炉Qjg||い（）

， 

00 

Ilg・ I13JIILP(l ~ C II Lふ£(Qj)f32
-k(n-f3+L+l) ~炉Q39|| い（・）

aj,k 
j,k=l llx沖 Qj||い（・）

LP(・) 

ここで，

supp a1,k c X2kQj, lla1,k IIL•C l ~ llx炉Q3||Lq(）， 

であるから， Lemma3.1を用いると，

00 

||g • If3f||LP( ） ~011.~ 朽2―k(n+L+l)砂QjII x ll9IIM冒
j,k=l LP(・) 

今， 

X笠Qj:S CMxQj x 2kn, (1 十~) P-> 1, 
n 
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であったから， Lemma4.2により

00 

Ilg. If!fllLP(）さ Cll9IIM訂区ふ2―k(MXQ3)l+t

j,k=l LP(・) 

s; Cll9IIM嘉fIIJIILP(・). 

口
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