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強スパイク固有値モデルにおける高次元相関行列の検定
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本論文では，強スパイク固有値モデルのもとで高次元相関行列の検定を考える．高次元

データにおける相関行列の検定は， Aoshimaand Yata [1], Yata and Aoshima [5, 7]に

よって，弱スパイク固有値 (Non-StronglySpiked Eigenvalue)モデルのもとで拡張クロス

データ行列法 (ECDM)を用いた検定統計量が与えられた．ここで，弱スパイク固有値モデ

ルはAoshimaand Yata [2]で考案され，以下で与えられる．

ふ

三
→0, P →00. 

ただし，口はp次の共分散行列であり，ふはその最大固有値である．一方で， Aoshima

and Yata [2]は，強スパイク固有値 (StronglySpiked Eigenvalue)モデルも考案した．強
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スパイク固有値モデルは，次の条件を満たす固有値モデルである．

liminf 
ふ
> 0. 

p→CX) 《面豆可

詳細は， Aoshimaand Yata [2]を参照のこと．本論文では，強スパイク固有値モデルのも

とで ECDMを用いた新たな検定統計量を与え，その漸近分布を用いた高次元相関行列の検

定手法を提案する．最後に，数値シミュレーションによって，今回提案する新たな検定手法

の精度を確認する．

2 相関行列の検定

母集団分布にp次元の分布を考え， n個のデータ X1,…，叫を無作為に抽出する．ただし，

拓＝（元，五）T, j = l,…，n 

とし，％ E股Pi,Pl E {1,…，P -l}, P2 = P -P1とする．ここで， Xjは未知の平均ベク

トルμ= (μ!,μ!)丁，共分散行列

E=（ご］と）（＞〇）
をもつとする．ただし，各i,jで

E(xij)=μi, Var(%）＝江 Cov（尤lj'互） ＝ E（尤lj吋）ーμ1叫＝江

とする．相関行列を

P = Corr（尤lj,互） ＝diag（び11,び12,・ ・ ・，びlp1)―1/2江 diag（び21,び22,・ ・ ・，び2p2)―1/2

とおく．ただし， m,び12,・ ・．，びipiは:Eiの対角成分である．このとき，次の検定を考える．

H。:P= 0 vs. H1: P -::J 0. (1) 

Yata and Aoshima [7]は，拡張クロスデータ行列法 (ECDM)による推定量・検定統計量を

一般化し，弱スパイク固有値モデルのもと，相関行列の検定（1)の高次元検定手法を構築し

た． Aoshimaand Yata [2]は，強スパイク固有値モデルのもとで高次元二標本検定を考案

した．また， Ishii,Yata and Aoshima [3]では，強スパイク固有値モデルのもとで高次元共

分散行列の構造に関する検定を考案した．本論文は，検定（1)において，強スパイク固有値

モデルのもと ECDMを用いた検定統計量の漸近分布を導出し，新たな検定手法を提案する．
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3 ECDMを用いた弱スパイク固有値モデルにおける相関行列

の検定

本節では， Yataand Aoshima [7]が与えた ECDMを用いた弱スパイク固有値モデルの

もとでの（1)の検定方式を紹介する．次のモデルを考える．各jに対し，

叱＝ rwj+ μ, Wj = (W1j,...,Wqj)T. 

ただし，rはrr丁＝口を満たすあるpxq行列である．そのとき，E(wj)= 0, Var(wj) = Iq 

となることに注意する．ただし， Iqはq次元の単位行列を表す．もし Xjが正規分布に

従うならば， W]は Nq(O,Iq)に従う． r= l,...,qに対し， Var(wむ） ＝ Mrとおき，

limsupP→(X)Mrく CX)と仮定する．江と瓦：に対し，次を仮定する．

(A-i) min{~'~} • 0, p→CX) 

ただし，心は ~i の最大固有値である．固有値モデル (A-i) は，弱スパイク固有値モデルの

1つである． m= min{p,n}，△ ＝tr（江幻） （＝ 1|江峠）とおく．ただし， II・|圧はフロ
ベニウスノルムを表す．△＝ 0とP=Oは同値であることに注意する．さらに，必要に応

じて次を仮定する．

(A-ii) 全ての VE{2,…，8}, r1ヂ乃ヂ・・・＃匹 E [l,q], a1,…，av E [1,4], 

a1 + ・ ・ ・ +叫 ~8 に対し，

E(w悶・・・W乞） ＝E(w幻）・・・E(w乞）．

叱・が正規分布に従うならば，（A-ii)を満たすことに注意する．

ここで， ECDMを用いた△の不偏推定量について考える． n(l)=「n/21,nc2) = n -n(l) 
とおく．ここで，国は x以上の最小の整数を表す． 2つの集合 Vn(l)(k),Vn(2)(k), k = 

3,..., 2n -1を次のように定義する．

vn(1)（K) ＝ {｛lk/2」-n(1) ＋ 1,…， lk/2」}， lk/2」2n(1)のとき，
{1,..., lk/2」}u{lk/2」+nc2)+ 1,…, n}， それ以外．

vn(2)（K) ＝ {｛lk/2」+1,…， lk/2」+n(2)}， lk/2」<n(1)のとき，
{1,…,lk/2」-n(l)}U {lk/2」+1,…,n}， それ以外
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ここで， l叫はx以下の最大の整数を表す．そのとき， k=3,…，2n-1について，

#Vn(£)(k) =叩）， R,= 1, 2, Vn(l)(k) n Vn(2)(k) =(/J， Vn(l)(k) U Vn(2)(k) = {1,…，n} 

となること，及び， i<j（さ n)について，

i E Vn(l)(i+j), j E Vn(2)(i十］）

となることに注意する．ここで，＃Sは集合 Sの要素の個数を表す． R,(= 1,2), k (= 

3,…，2n -1)について， 2分割した集合の平均を

1 1 
両(l)(k)= ~とり恥）（k) = 区互

jEVn(l)(k) 
n(2) 
jEVn(2)(k) 

とし，ある i,j(1::::; i < j::::; n)について，△の 1つの不偏推定量として

ふ＝叫（五—互l)(i+j))丁巳—充1(2)(i+]））（五—充2(1)(i十］））丁因—充2(2)(i+j))

を計算する．ただし，叫＝ nc1)n(2)/{(nc1)- l)(nc2) -1)｝である．全ての組み合わせで平

均を取り，

＾ Tn = 
2un 

n 

n(n -1) こふ
i<j 

を定義する．このとき， E（九） ＝△となることに注意する．

8= ✓2tr(~『 )tr（エ加）／n

とおく． Yataand Aoshima [7]は，次の定理を与えた．

定理 1([7]). (A-i)と(A-ii)を仮定する． H。のもと， m→00のとき次が成り立つ．

Var（勾＝炉{1+ o(l)}. 

定理 2([7]). (A-i)と(A-ii)を仮定する． H。のもと， m→00のとき次が成り立つ．

ただし， ⇒は分布収束を表す．

f 
8 
ユ⇒N(O,1). 
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Yata and Aoshima [7]はi= 1,2に対し， tr（迂）の推定量を次で与えた．

2un n 
Win= こ｛（北r — Xi(l)(r+s))丁（か— Xi(2)(r+s) ）｝乞
n(n -1) 

r<s 

E(W叫＝ tr（迂）となる．定理2より， Yataand Aoshima [7]は，（1)の検定方式を以下

で与えた．

恥を棄却 ⇔ T厄＞ Zc,. (2) 

ただし， 8= n-1(2W1n W2n)112であり， ZaはN(0,1)の上側 100a％点である．このとき，
検定方式 (2)における第一種の誤り確率 (Size)は

Size= a+ o(l) 

となる．

4 ECDMを用いた強スパイク固有値モデルにおける相関行列

の検定

本節では，強スパイク固有値モデルのもとでの（1)の検定方式について考える．次を仮定

する．

{C-i) Pl= l; 
入21

， 
言
→1 ， P2→00. 

固有値モデル (C-i)は，強スパイク固有値モデルの1つである．各jに対し，

1/2 
Xtj =釘1叩＋ μ1;

1/2 
四J• = H2A2 初＋μ2

とする．ただし，び11> 0, A2 = diag（入21,・ ・ ·，入2p2) は ~2 の固有値入21 2:.・・ミ入2p2> 0 

を対角成分にもつ対角行列， H2は対応する固有ベクトルを並べた直交行列である．そのと

き， E(z1j)= 0, Var(z1j) = 1, E(z叫＝ 0,Var（互） ＝IP2となることに注意する．さら

に， H。のもと E(z1jZ2j)= 0となる． Z2j= (z2]や3j,…，Zpj)Tとおく．ここで，すべての

rでlimsupP→00E(z古） ＜ ooと仮定する．さらに，次を仮定する．

(C-ii) E(z炉む） ＝1, E(ZsjZtj知 j叩） ＝0, s-/-t,s',t'. 
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”]が正規分布に従うならば， H。のもと（C-ii)を満たすことに注意する．このとき，次が成

り立っ．

補題 1.(C-i)と(C-ii)を仮定する． H。のもと， m→OOのとき次が成り立つ．

2 2 

＾ Var(Tn) = 2 釘1入21
炉
{1 + o(l)}. 

定理 3.(C-i)と(C-ii)を仮定する． H。のもと， m→00のとき次が成り立つ．

＾ nTn +1⇒xf. 
び11入21

ただし， xfは自由度 1のカイニ乗分布を表す．

ここで，入21の推定については， Yataand Aoshima [4]で与えられたノイズ掃き出し法

を用いる．いま， X2jの標本共分散行列を

n 

S2 = (n -1)―1ど(x2j―西）（尤2j―恥）丁
j=l 

とおく．ただし，
n 

恥＝ n―lL四 j
j=l 

である．ノイズ掃き出し法を用いた入21の推定量入2(NR)は次のように計算する．

入2(NR)＝入Max(S2)-
tr(S2) —入Max(S刃

n-2 

ただし，入Max(S2)はふの最大固有値である．そのとき， Yataand Aoshima [4, 6]より，

次の一致性が成り立つ．

補題 2([4, 5]). (C-i)と(C-ii)を仮定する． m→ooのとき次が成り立つ．

入2(NR)
=1+叫1).

入21

いま，

nTn 
U= ^ +1 
和極NR)
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とおく．ただし，
n 

＾ 
1 

び11= ~ L(x1j —正）叫
j=l 

j
 
ーx
 

n

▽
[
 

1
-
n
 

＝
 

ー-X 

である．

定理 3と補題 2より，次が成り立つ．

系 1.(C-i)と(C-ii)を仮定する． H。のもと， m→ooのとき次が成り吃つ．

U ⇒ xf. 

系 1より，（1）の検定方式を以下で与える．

恥を棄却 ⇔ U > Xi(o:). (3) 

ただし， xr(a)は対の上側 100a％点である．それゆえ，検定 (3)において，（C-i)と(C-ii)

のもと，第一種の過誤の確率は aに収束する．

5 数値シミュレーション

検定方式 (3)の性能を数値シミュレーションで確認する． a=0.05, Pl= 1, P2 = 28(s = 

6,..., 11)，び11= 1, μ = 0とし，

:E2 =（ふ，2 0年2)' 図＝ diag(p~/5, p戸），応） ＝ （0_3li-jl 1;2) 

とする．ただし， Oc,c’ はCxC'のゼロ行列とする． H。の場合について考える．

叩を次の分布から発生させる．

(I) Xj ~ }f:』0,:E); 
(II) Zsj = 2―1/2(Vsj―1), s = 1,...,p, V8jS are i.i.d. as Xi-

n=4「p;/3]とする．図 1は，（I),(II)について，それぞれ2000回の結果の平均をプロッ
トしたものである． Pr(r = 1,…，2000)を， H。を誤って棄却すれば1, そうでなければ0

と定義する．第一種の過誤の確率 (Size)を

1 
2000 

a= 
2000 
LPr 
r=l 

で推定した．
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理論通り，強スパイク固有値モデル(C-i)のもとで，検定方式 (3)のSizeがaに収束して

いくことが確認できた．

6 付録
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log,p, 

図1 (I)叱～ Np(O,:E) 

log,p, 

-+-(3) 

10 11 

_•- (3 ) 

10 11 

図2 (II) Zsj = 2―1/2(Vsj―1), s = 1,…，p, VsjS are i.i.d. as Xi 

補題 1の証明． Yataand Aoshirna [7]の補題 3.1と補題 3.2の証明より補題を得る． ロ

定理 3の証明． H。，（C-i),(C-ii)を仮定する．補題 1とfnの主要項を考えると， m→OO
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となるので，結果を得る．

系 1の証明．定理 3と補題 3より，系 1が成り立つ．

ロ

ロ
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