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1 導入

カテゴリカル変数は，医学，教育学，社会科学などの様々な分野で現れ，解析の対象となることが

多い特に， r個のカテゴリと c個のカテゴリから構成される 2種類のカテゴリカル変数を考えた

とき，それらの組み合わせから得られる r行c列の表を二元分割表と呼ぶ．分割表を用いた解析で

は， 2つの変数間に関係性が存在するかどうか，つまり，統計的独立性の評価を目的に，様々な手法

が提案されてぎたその中で， Pearsonのカイニ乗検定や Fisherの正確確率検定が有名であり，現

在でも広く一般的に用いられている．これらの手法により，独立性がないと判断されたとき， 2つ

の変数間には何らかの連関性が存在すると考えるのが妥当である．そこで，連関性を調べるための

様々な手法が提案されてきた．変数間の関係構造を連関モデルとして捉える方法に， Goodman[7] 

の一様連関モデル， Agresti[1]の線形ー線形連関モデルなどが，そのほかにも，独立性からの逸脱度

合を連関性の強度と見倣し，［0,1]閉区間で強弱を評価するための連関尺度として， Cramer[5]のク

ラメール係数v2などがある．
次に，表 1のような二元分割表を考えたい．表 1は， 1,2回目のカフェイン抜きコーヒー購入時

における 5つのブランド選択，についてを調査してクロス集計したデータであるこのような分割

表は，行と列が同一分類であることから，一般的な分割表と異なる特徴を持ち， 「正方」分割表とい

う特別な呼ばれ方をしている．表 1でも観られるように，正方分割表は分割表の対角セル付近に観

測値が集中し，対角から離れるにつれて少なくなる傾向がある．そのため，正方分割表の 2変数間

の連関性が極めて高いことは明確であり，統計的独立性は成り立たない．そこで，正方分割表の解析
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では，準独立性という主対角セル以外のセルに無連関構造を仮定することで，その性質を評価する

Goodman [6]の準独立モデルなどが提案されている

準連関性とは異なる正方分割表へのアプローチとして，対角成分以外に精目し，上，下三角成分の

関係に対称性を見出すことで，変数間の移り変わりを捉える手法がある．対称性の解析は， Bowker

[4]が対称モデルを導入したことが歴史的な始まりのようである．また， Bowkerの対称モデルから

の逸脱を，非対称構造として捉える非対称モデルが様々提案されており， McCullagh[10]の条件付

き対称 (CS)モデル， Read[11]のグローバル対称 (GS)モデルなどが例に挙げられる．対称性に

ついても，対称性からの逸脱の強度を評価する尺度が提案されている．その例に， Tomizawaet al. 

[13]の一般化尺度①（入）があり， 2つの分布間の差異を定量化できる power-divergence[11]という

情報量のクラスから提案されている．これらの先行研究は，正方分割表にどのような対称構造があ

るか，また，対称性からの逸脱の程度を調べる手段として画期的である．しかし，更なる応用に向け

た問題として，これらは正方分割表全体にのみ焦点を当てるに留まるため，表 1の各ブランドごと

の対称性の詳細に着目したい場合には不十分である．

本研究の目的は，正方分割表全体の対称性を調べるだけでは考察が不十分なデータに対し，各カ

テゴリの対称性の数値化と二次元座標上への可視化から，新たな知見と解釈，それらの直感的理解

の獲得を目指すことにある特に， power-divergence型尺度を取り上げ， power-divergenceに包含

される情報量のクラスならば，［0,1]閉区間での分割表全体の対称性の隔たりを，各カテゴリの部分

的な対称性への分割と可視化が可能であることを示す．また，対称性からの逸脱がいくつかの非対

称モデルヘの分解が可能であることを踏まえ，逸脱が確認される場合には，どの非対称構造が関係

し，影響を及ぼすかを評価する手法についても提案する．

表 1 カフェイン抜きコーヒー購入時のブランド選択データ (Groverand Srinivasan [9]) 

2回目の購入

1回目の購入 High Pt Taster's Sanka 

High Point 93 17 44 

Taster's Choice ， 46 1 1 

Sanka 17 1 1 155 

Nescafe 6 4 ， 
Brim 10 4 12 

計 135 82 231 

2 対称性の解析手法と逸脱度の可視化

2.1 対称性の解析手法

Nescafe Brim 計

7 10 171 

゜
， 75 ， 12 204 

15 2 36 

2 27 55 

33 60 541 

対称性についての先行研究として，本研究と密接な Bowker[4]の対称モデルと Tomizawaet al. 

[13]のpower-divergence型尺度①（入）を紹介する．



SxS正方分割表を考え， Pij(i = 1,..., S; j = 1,..., S)をi行j列目のセル確率とするまた，

, Pi-= L7=1 Pij, P-j =江f=1Pi]．とする．各セルごとPi-, P-jをそれぞれ行と列の周辺確率として こ
の観測度数はnijとし，総観測度数を n＝区f=l区7=1ni]・とする．行と列カテゴリの 2変数間にお

ける対称性の有無を評価する場合， Bowkerの対称モデルを用いた検定として，次の帰無仮説H。を

考える．

H。:Pij=Pji; Vi,j. 

この帰無仮説H。のもと， Bowkerのカイニ乗検定統計量x急は

2 1 
s s 

xs ＝心と匹—%）2
i=l j=l nij• 十巧i

= LL 匹—%）2 9 
i<j nij + nji 

で与えられ，自由度S(S-1)/2のカイニ乗分布に従う．

その一方，尺度による対称性の解析方法として， power-divergence型尺度①（入）は以下のように

定義される．

<I>（入） ＝ 入（入＋ 1)2入ー 1四）（｛尻｝； ｛尻｝）

ただし，入＞ー1で

臼 {pJj};｛尻｝） ＝入（入1+ 1) 竺汀［（旦）— 1] ，
である． p:J,p;は， <5= I:こ＃jPij としたとき， Pi〗 =PijI <5, Pij=（尻＋尻）／2で与えられる．
また，尺度①（入）は以下の性質をもつ．

性質 1．入＞ー1に対して，尺度①（入）は以下の 3つの性質をもつ，

1. O~<l>（入）こ 1.

2. <[>（入） ＝0⇔正方分割表は完全な対称構造を持つ，つまり，全ての i,jについてPij= Pjiが

成り立つ．

3. <[>（入） ＝1 ⇔正方分割表は完全な非対称構造を持つ，つまり，全ての i,j (i =I-j)について

対称なセル確率Pij,Pjiに対し， Pij> 0かつPji= 0,または， Pij= 0かつPji> 0が成り

立つ．

実際の正方分割表解析では，これらを含めた様々な手法から，観測されたデータの特徴を多角的

に捉えていく．しかし，モデルや尺度によって調べられるのは正方分割表全体についてであり，表 1

のようなデータヘの適用で調査できることは，全ブランドを一継めにした 1,2回目の購入歴の移り

変わりのみである．表 1のようなデータの場合は，各ブランドごとの購入記録の遷移，つまり，全体
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よりも個々のブランドの対称性と各ブランド間の関係性に関心が向けられる以上を踏まえ，個々

のカテゴリの対称性の評価と同時に可視化をすることで，専門分野に区別なく，一目で理解可能な

対称性と関係性の把握を促す手法を提案する．

2.2 逸脱度の可視化

近年の分割表における研究では，独立，対称構造を問わず，様々な構造を個々のカテゴリで評価

し，二次元座標上へ可視化することで，容易な直感的理解の獲得を目指す傾向がある． Behand 

Lombardo [3]は， Bowkerのカイニ乗統計量x喜の行列表現による可視化を提案したが， Pearson

距離の提案にのみ留まる．そこで， power-divergence型尺度①（入）を用いて，入＝ 1におけるピアソ

ン距離の調整版を含めた Behand Lombardo [3]の一般化から，可視化の保証と統一的なスケーリ

ングによる各カテゴリの対称性の逸脱度の可視化を提案する．

power-divergence型尺度①（入）は，以下のようにも表現される．

砂） ＝ロジ；p；t[1-2入入2ー入1四 ({pらい）］
i#j 

＝ここ硲，
i#j 

ただし，

Hい）（｛ c c 1 gJ({pfj,PJJ) = i [1 -（応）入＋1_（的）入＋1]'
＊ ＊ 

（入）恥＋PJi 入2入（入）
% ＝ 2 [1 -少-1凡 ({p：叫｝）］，

であり， pfj = Pij I (Pij＋四）とする．このとき，各 (i,j)セルごとの対称性からの逸脱は， ¢1J)の
非負値で表される．このとき， i<jで《嘉予を， i>jで一《喜》を (i,j)要素にもつ SxS歪対

称行列を Sskew（入）とすると，

い＝ここ硲
浮j

= trace(S仇ew（入）Sskew（入）），

となることから， Sskew（入）は部分的な対称性の情報を持ちながらも，尺度①（入）を再構成できること

がわかる．本研究では， Ssk細（入）からの二次元座標上へ可視化に必要な座標を導出する．そのため

に，歪対称行列 Sskew（入）への特異値分解を行うと，

Sskew（入） ＝ADμB互

として， 3つに分解された行列を得ることができる．ここで， A,BはそれぞれSskew（入）の左，右特

異ベクトルを持つ SxM直交行列， Dμ は対角成分に降順で特異値 μrn(m = 1,..., M)を持つ

MxM対角行列であるまた， M は行数（または列数） Sで変化し， Sが偶数ならばM=S,奇数
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ならばM=S-lとなるこれらの行列を用いて座標を得るが，同ーカテゴリに関する座標の重み

付けは Greenacre [ 8]の提案により，

{F=D-1/2AD炉
G = n-1/2 EDμ, 

で与えられ，各行，列カテゴリごとの対称性からの隔たりを示す座標が得られる．ここで， D=

(DR+Dc)/2であり， DR,Deはそれぞれ行と列の周辺確率pi・,p.jを対角成分に持つ SxS対角

行列であるまた，尺度の値が 0ならば完全な対称性が成り立つ性質を踏まえると，原点ヘプロッ

トされるカテゴリは完全な対称性を持つことを示している．その一方で，導出されたM 次元の座標

における m番目の主軸が，尺度の情報をどの程度反映しているかを示す寄与率を求める場合には，

砂） ＝ trace(S~りew（入） Sskew （入））
= trace((ADμ炉）T(ADμ炉））

= trace(D仇

であることを踏まえ，

100 X 
μm 
①（入）＇

により与えられる．

ここまでに座標や寄与率の導出を行ってきたが，各カテゴリの対称性の逸脱度を一点のみでしか

表せていないため，精度面に不安が残る．そこで，各プロットの信頼領域についてを Beh[2]の方法

から提案する．特異値分解から得られる直交行列と座標の関係から，二次元座標上での s番目の行

カテゴリの 100(1-a)％信頼領域は，行カテゴリの座標を示す行列Fの(s,1), (s, 2)要素を fs1,

fs2としたとき，次のように与えることができる．

(x -fs1戸 (y-fs2)2 
x2 + 2 = 1 
;(a) Y;(a) 

ただし，

叫 (a)＝ (広;~)―1/2 い

^ ＾―1/2 
Ys(a) = (¥)四

9
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であり，む（入）,3は多項分布の下で {Pij}を最尤推定量 {Pij}に置き換えた q:,(>-)'bのplug-in推定

量，肛応はpS.，p.Sの最尤推定量である． asmについては，直交行列 Aの(s,m)要素であるま

た，社は自由度S(S-1)/2のカイニ乗分布における上側 a％点である．一般的な rxc分割表に

おいて，この信頼領域は楕円形で与えられるしかし，正方分割表における信頼領域の特徴として，

歪対称行列から得られる特異値がμ1= μ2となることから，楕円形ではなく円形で与えられる．
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2.3 数値実験

これまでに紹介した対称性の可視化手法により， power-divergence型尺度①（入）の可視化の振る

舞いを示す．また，パラメータ入変化時の座標や寄与率の差異がどのような解釈を与えるかも示す．

解析用データについては，表 1を使用するとともに，パラメータに入＝ー1/2,0, 1を与える．各パ

ラメータにおける power-divergenceは，特別な名前を持つ情報量であり，入＝ー1/2,0, 1につい

て，それぞれHellingerdistance, Kullback-Leibler divergence, Pearson divergenceと呼ばれる．

図1-3は，それぞれのパラメータで解析した結果である．全てのパラメータについては Brimが

原点に近い場所にプロットされており，入＝ 0,1においては Nescafeも原点に近い．その一方で，

High PointやTaster'sChoiceは原点から離れたところにプロットされている．これらのことか

ら， BrimやNescafeは強い対称性を持っため， 1,2回目の選択の移り変わりに違いが少ないこと

を示しており， HighPointやTaster'sChoiceは何らかの影警を受け，選択に遥いが生じたと考え

られる．次に，それぞれのプロット間距離と信頼領域に着目すると，どのパラメータにおいても，

Taster's ChoiceとSanka,BrimとNescafeは近しい位置にあり，信頼領域の重なる範囲も大きい．

これは，購入選択の遷移の傾向が似ていることを示しており，それぞれのペアとなるブランドは似

た特徴や販売戦略などを持つのではないか，と考察できるまた，原点と信頼領域の被覆関係につい

て，入＝ー1/2,1の場合は全ブランドの信頼領域が原点を含まない一方，入＝ 0の場合では全てが

含んでいることが確認できる．これは，寄与率とパラメータごとの特徴が反映されており，入＝ 0は

二次の軸までの寄与率の合計が約90％に対し，入＝ー1/2,1は約70,80％であることや，各情報量

での逸脱を測る感度に起因すると考えられる．これまでの結果と考察を踏まえると，パラメータ選

択が課題として取り上げられる現実的なパラメータの選択方法として，有名な情報量で寄与率が

最大になるものを選ぶ，データの背景を踏まえた情報量の特徴を考慮して決定する，などが挙げら

れる．しかし，現在でも数理的に妥当な方法は提案されておらず，本研究でもパラメータの選択は重

要な課題の 1つである．
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3 可視化と非対称モデルとの関係

3.1 非対称モデル

対称モデルといくつかの非対称モデルには，分解可能な関係にあるものが存在する．その関係を

持つ非対称モデルの例に， CSモデルと GSモデルがある． McCullagh[10]により提案された CS

モデルは， [J> 0のもと，

Pij ~ {°い` ［°t くこJJ] ’9 ただし，心ij＝心ji
で与えられ， Read[11]のGSモデルは，

佗＝ 6L,

ただし，好＝区区i<jPij,位＝ここi>jPi]で与えられる．一目見てわかるように， CSモデルは

定数倍の逸脱構造があることを仮定し， GSモデルは上，下三角成分で釣り合いが取れることを仮定

している．

対称性の尺度徊入）と同様に， CSモデルと GSモデルの逸脱度を評価する尺度叱CS,<[)GSがそ

れぞれ提案されており，

虻s=lo:2 亨尻；尻い（／〗的）） ＋log（三JP]的））｝， 
1 

%s= 〉〉
尻＋的 1 u(O) (f 6u紅

log2 
i#j 
2 {1  log2凡({~,~})},

で定義される (Tahataet al. [12]）．これらの尺度の性質についても，［0,1]閉区間で逸脱の強度を

評価し，完全な CSモデルや GSモデルの構造を持つ場合，それぞれ<I>cs= 0, <I>cs = 0となり，

その一方， CSモデルや GSモデルとの隔たりが最大となる構造を持つ場合，それぞれ<I>cs= 1, 

%s= 1となる．これらに対し'<I>（入），特に入＝0の場合を <I>sと置くと，

<I>s=<I>cs + <I>cs 

の分解関係が成り立つ．この関係に基づき，各カテゴリの <I>cs,<I>asの影響を可視化から調べたい

が， 1つの問題が生じる．それは，似；sは<I>(入）と同様に'<I>Gsが導ける歪対称行列を構成可能だが，

<I>csは常に構成できないことである．そのため，直接的な各カテゴリの GSモデルと CSモデルと

の逸脱の評価を同時に行えないので'<I>s,<I>asを別々に可視化することで，間接的な評価を下す．

本稿は， <I>cs,屯コsによる CSモデルと GSモデルヘの分解を取り上げたが，そのほかの分解可能

な非対称モデルでも同様に考えることができる．
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3.2 数値実験

3.2.1 シミュレーション

シミュレーション実験として，完全な CSモデル， GSモデルの構造を持つ場合の 4x4確率表を

用いて，恥， <I>csによる可視化を行った．図 4-5はCSモデルを図 6-7では GSモデルを仮定し

た場合の結果を示している．

図4-5を見ると，両方のプロットが完全に一致していることがわかる．これは，完全な CSモ

デルの構造を持つとき， CSモデルからの逸脱は存在しないために <I>cs= 0であることから，

恥＝仇Gsが成り立つとともに'<I>sと<I>Gsを導出できる歪対称行列が等しくなることが理由で

ある．その一方で，図 6-7はプロットにかなりの乖離があることが見てわかる．完全な GSモデル

の構造を持つとき， GSモデルからの逸脱は存在しないため，侶Gs= 0は明らかである．そのため，

%sを導く歪対称行列は零行列となることから，図 7が示すように全カテゴリが原点に集中して

いるまた，図 7の寄与率がNaNの理由は，零行列の特異値が全て 0となるためである．図 6は，

応＝ <I>csを踏まえ， <I>csによる歪対称行列が構成可能な特殊な例であり， GSモデルの構造が成

り立つことにより， CSモデルにおけるふ叱，位が一意に定まるため， Sモデルの逸脱と同様に表

せることを示している．これらの結果は，非対称モデルとの関係を直接的に評価できないが，間接的

に十分な評価が可能であることを示唆している．
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図4 <I>sの可視化（完全な CSモデル）
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図 6 <I> sの可視化（完全な GSモデル）

図5 屯コsの可視化（完全な CSモデル）
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図 7 侶Gsの可視化（完全な GSモデル）



37 

3.2.2 実データ

実データヘの適用例として，表 1を再び考える． 2.3節の入＝ 0における図 2の結果から，対称

性からの逸脱が大きいカテゴリがいくつかあることが確認できるが，それらの逸脱に CSモデルと

GSモデルがどのように関係するかを考察する．
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図8 也sの可視化（屯s= 0.0596) 図9 如 sの可視化（むGS=0.0236) 

図8-9は，表 1を屯S,屯GSにより可視化した結果である．図 9を見ると，全てのカテゴリに GS

モデルからの逸脱が同程度存在することがわかるしかし，むs= 0.0596,ふGS=0.0236を踏まえ

ると，対称性からの逸脱構造がGSモデルからの逸脱だけでなく， CSモデルからもある程度存在す

ると判断できる．そこで，図 8-9の各カテゴリと原点の距離を観察すると， HighPointが大きく異

なることが確認できる．このことは， HighPointは対称性からの逸脱が存在するなかで， CSモデル

からの逸脱を他ブランドよりも強く持つ特徴がある，と考えることができる．

4 まとめと今後の課題

本稿は，対称性からの逸脱度を定量的に測る divergence型尺度①（入）の適用から，二次元座標

上への可視化手法の提案を行うことで，信頼領域も絡めて各カテゴリの対称性を評価するととも

に，各カテゴリ閻の関係性も考察可能であることを紹介した．また，対称性からの逸脱が見られ

る場合には，いくつかの非対称モデルヘの分解関係を踏まえ，どのような非対称構造が存在する

かの間接的評価が十分に可能であることを確認した．今後の課題としては，本研究手法における

power-divergenceに与えるべき最適なパラメータ選択や，非対称モデルヘの分解を踏まえた直接的

な可視化による評価への理論的保証を与えたいと考えている．
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