
27

On iterated integrals on some specific algebraic curves of degree 2 

東北大学理学研究科数学専攻大塚瑛介＊

Eisuke Otsuka 

Mathematical Institute, Graduate School of Science, 

Tohoku University 

概要

本稿では，特別な形をした代数二次曲線の反復積分として得られる周期について得られた結果に関し
て， 2023年10月に行われた 2023年度 RIMS共同研究（公開型）「解析的整数論とその周辺」で講演し
た内容をまとめたものである．この内容の一部は [6]に基づく．

1 はじめに

多重ゼータ値 (MZVs)は， k1,...,kd-1 E Z21および如 EZ22に対し多重級数
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 ゜で定義される実数であり，それらが張る Q線形空間の構造やその Q線形関係式などが研究されている ([8]).

MZVsが持つ重要な性質の 1つとして，これらが反復積分 (Definition2.2)を用いた以下のような表示を持

つという点がある：

く(k1,，加） ＝ Jdch 1-x x （亨） k1-l···~ (~)虹 1
ここで，積分路 dch:[O, 1]→Cは， dch(t)= tである．この積分表示を通じて MZVsを周期とみなすこと

で，それらの幾何学的構造を調べることができ，このことは Deligne-Goncharov([1]), Goncharov([3]），寺

柚 ([7]）らが基本群と混合 Tateモチーフの理論を用いて MZVsのモチーフ論的な解釈を与える動機付けの

1つとなった．

本稿では，特別な形をした代数二次曲線上の反復積分によって得られる周期を定義し，それらが満たす数

論的性質について得られた結果を記す．特に，これらの周期はレベル4およびレベル6の多重 L値との関

係があり， Goncharov[4]によるモチヴィック反復積分の理論を用いた解釈を与えることが出来る．ただしそ

のまま利用することはできず，レベル 4,6のモチヴィック多菫 L値の張る空間の係数拡大およびガロア作

用の不変部分を考える必要があり，第 4節においてその概要を記す．
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2 定義

Notation 2.1.本稿を通じて以下の記号を用いる．

(i)正整数 N に対し
2ハ／二i，恥：＝ exp(~) とおく．

(ii).iE整数 Nに対し， μN:={球 |a=0,...,N -1}，恥：＝邸 U{O}とおく．

はじめに一般の多様体上の反復積分を定義する．

Definition 2.2.可微分多様体MJ::の滑らかな曲線1:[O, 1]→M と， MJ::の1次微分形式1)1,・ ・ ・, 1/kに

対し， 1に沿った 1)1,・ ・ ・, 1/k反復租分を，

11)1 • • • 1/k:=［心く…<tk<l,*1)1(t1)• • •1*1/k(tk) 

と定義するまた， C上の反復租分について，パス 1:[O, 1]→ Cと， a1,...,ak E C¥1((0, 1)）で， a1f= 

,(0) =: P, ak f=,(1) =: q（条件＊）を満たすものに対し，

I"l(p;a1,...,ak;q) := 1 ~.. -~ 
"IX - a1 X - ak 

とする．さらに，非可換多項式環 Wc:= Q〈ezI z E (C〉の元 w=e勾...ezk E Wicで， Z1=/ p, Zk =/ qを満

たすものに対し，反復積分 I-y(p;w; q) E (Cを，

1-y(p; w; q) := 1-y(P, Z1,,,,, Zki q) 

と定義し，これを Wc上へQ線形に拡張する．

Definition 2.3.正整数 k1,...,kd E応1とa1,..,adE μNに対し，

L （:::::::::) := (-l)dい (O;a戸，｛0｝柘ー1,...,ad 1, {O}栢ー1;1) 
a1,...'ad 

をレベル N の多重 L値という．また，

MLV炉＝ Span<Q{ L位：：：）柘＋＋如＝k,a1,..., aa E μN} 

とおく．

Remark 2.4. Definition 2.2において，（条件＊）は積分の収束のための条件である．より一般にこの条件

を外した場合も，接基点と呼ばれる概念を用いて反復積分を定義することが出来る ([6,Definition 2.0.6]). 

先に述べた通り，多菫ゼータ値は次のような反復積分表示

く(k1,，如） ＝ Jdch 1-x x （亨）伍ー1 1 -x x （亨）知ー1

を持つ．ただし，租分路dch:[O, 1]→Cは， dch(t)= tで定める．これにより多重ゼータ値はJP'1(C)¥{0,1,oo}

上の周期とみなすことができる．本稿ではこれをある代数二次曲線上で考え，得られる周期について調べる．

一般に， 2次の既約斉次多項式fE Q[X,Y,Z]に対し，

ふ：＝｛［X : Y : Z] E lP'2(C) I f(X, Y, Z) = O} 
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とおく．また， zヂ0に対し F の局所座標 X := 
X y 
-， y := -z z をとり，

巧：＝ふ＼｛X= 0,1,oo} 

とおく．これを

Spec Q [x,y, ~]/ (f(x,y,1)) 

で定まる Q上のアフィン代数曲線とみなし，その代数的 1次deRhamコホモロジーの基底

BfこH年(YJ/Q)

を1つ固定する．さらに，二重被覆

釘：ふ→ lP'1(C),'PJ([X:Y: Z]) := [X: Z] 

をとり， XJ上の道 dchf:[O, 1]→的を，釘 odchf= dchを満たすようにとる．

Definition 2.5. f E {g, h}および 1ー形式 T/1,..・, T/k E町に対し，

り(TJ1'''T/k):= 1ch, T/1'''T/k 
dchf 

と定義する．

(1) 

以下， 1-形式鷹 ...,'f/kE恥は，式（1)の広義積分が収束するようなもののみを考えることとする．ま

た，これらが成す Q—線形空間を

zyl := Sp呵 {I馴...限） I nぃ．．．，靡 EB1} 

と定める．この Q線形空間の構造を理解することが本稿の目標となる．

本税では特に， g(X,Y,Z)：＝炉＋ y2＿が， h(X,Y,Z)：＝炉＋ XY+Y2＿がとおき， fE {g,h}の

場合を考える．以下，各fE {g,h}に対し基底 BJは次のように固定する．

B9 := { wo :=亨，W1:= ~ー／＝亨心＝冑｝，
{wo := ~,w1 := ~,w4 := ~,ws := TTJ,w5 := ~ Bh := { wo :=了,w1:=~' 叫：＝ x ＋ 2y,W5 := x(x + 2y)'咄：＝ （1 -X）（x+ 2y) }. 

このとき，式（1)の収束条件は， f=gのとき T/1c/= Wo, W3かつ nk＃叫， f=hのときり1c/= Wo, W5かつ

靡ヂ W1,W6となる．さらに，功はいずれも多重ゼータ値のときに現れた微分形式 Wo,W1を含み，

lf(W1こ二···W1~= く(k1,... ，ぬ）
k, -1 kdー 1

となる．

Example 2.6.任意の k1,..,,kdEZ:c:1に対し，

lg(w2~···W2~ジ＝ T(k1,...,k心
柘ーl kdー1

:= 2d 
区（一1)（md-d)／2

O<m1<…＜md m↑'・・・mが
m3=j mod 2 

が成り立つ． この T(k1, ．．．，如）は多璽 fー値とよばれ，金子—津村 ([5]）によって導入された特殊値である．
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3 モチヴィック多重ゼータ値

本節では，今回考えている周期のモチヴィックな解釈を与えるために，寺柚やDeligne-Goncharovらによっ

て定式化された多重ゼータ値や多璽L値のモチヴィックな解釈についての結果を述べる．一般に F<;;;Qを代

数体とし， Q-線形部分空間RこFXRzQをとる．また， OF,Rを， Fの整数環OFのRにおける局所化とす

る．このとき， Deligne-GoncharovはOF,R上の混合Tateモチーフのなす圏 MTMF,Rが存在することを示

した．さらに，その普遍Hopf代数AF,Rおよび形式的変数Tの多項式環とのテンソル積1iF,R:= A RQ (Q)[T] 

に対して以下の定理が成り立つ．

Theorem 3.1 ([1, p.211, section 1.1]). (i) AF,R＝①鵡ぶは可換な次数付き Hopf代数となる．特に
k;:,o 

可換な積 III, および余積△と呼ばれる線形写像

III: AF,R知ふ，R→ふ，R, △ :AF,R→ふ，R匹ふ，R

が存在する．

(ii)叫，R＝①咋ぶは次数付き Hopf代数となる．特に精 IIIおよび余作用△と呼ばれる線形写像
k~O 

III ：加，RRQ加，R→加，R, △ :1-lF,R→ふ，R叡直F,R

が存在する．

(iii)周期写像と呼ばれる線形写像 per:1-iF,R→ Cが存在し， per(T)= 27rv'=了となる．

多重ゼータ値をはじめとする特別な形をした周期は，そのモチヴィックな解釈を 1-iF,Rの元として与え

ることができ，周期写像によって送ることでもとの周期が復元される．ここでは Goncharovによって定式

化された反復積分に対するモチヴィックな解釈に関する結果を用いる．その主張を述べるために，複素数

a, b,c ECに対し，

c-b 

a-b' 
a =J b and b =J c, 

~ I~ ● (a, b, c) := ~ c-b, a = b and b =/ c, 

(a -b)―1, a =J b and b = c ， 

1 a=b=c 

と定める．

Theorem 3.2 ([4, p.212, Theorem 1.1]）．任意の ao,...'ak+lE Fで，『（aj,,ai,,aia)ER (0 ~ j1 <必＜

J.3こK+1)を満たすもの，および 1(0)= a。,,(1)= ak+lを満たすパス 1:[O, 1]→ Cに対し，ある元

匹(ao;a1,..., ak; ak+i) E 1i昇が存在し， per(I翌(ao;a1,..., ak; ak+i)) = I'Y(ao; a1..., ak; ak+1)となる．

これにより，多重ゼータ値や多重 L値などの周期は， FやRを適切に設定することで， 1iF,Rの元とし

てモチヴィックな解釈を与えることができ， 1iF,R の構造を調べることがもとの周期のなす Q—線形空間を理

解することに繋がる．例えば， F= IQ, R = 1として 1iQ,1の部分空間

樗，州：＝｛uE灰，1I per(u) E JR} 

の構造を調べることで，次の結果を得る．
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Corollary 3.3 ([1, 3, 7]）．任意の K€Z判に対し，多重ゼータ値のなす Q—線形空間

z(k) := Span郎（k1,---,kd)I k1+・・・+kd=k} 

の次元について，

dim炉炉）:::;D(k) 

が成り立つ．ただし，数列 D(k)は母関数

で与えられる．

00 

1 区D(k氾＝
1 -t2 -t3 

k=O 

同様に， F＝Q(《可）， R =〈2沿とおくことでレベル4の多菫 L値， F＝Q（ふ）， R=〈2,3ぬとおくこ

とでレベル 6の多重 L値のモチヴィックな解釈をそれぞれ与えることが出来る．このことは次節で用いる．

Remark 3.4.周期写像 per:叫，R→ Cは単射であることが予想されている (Grothendieckの周期予想

[2, p.342, Conjecture 4.118]）．すなわち，このようなモチヴィックな持ち上げによって）存1期のもつ Q—線形

な情報は失われないことが予想されており， 1iF,R は周期のなす Q—線形空間の構造を良く捉えてるとみる

ことができる．

4 Ij伽・・皿）のモチヴィックな解釈

本節では I1(TJl""T/k)のモチヴィックな解釈を与える．この際，以下で与える I1(TJl""T/k)と多重 L｛直の

関係が璽要である．

Proposition 4.1. (I)任意の T/1,...,T/k E的に対し，

Ig(T/1 ・ ・ ・ T/k) = ldch(O; 01 ・ ・ ・ 0k; 1) 

が成り立つ．ただし， 0ぃ...,0kE Q(✓可\位 |a E (Q(《可：）〉は

ea -e✓コ― -e_✓可9 初＝ WQ,

。j:= ~ 
-2釘十 e,FI+e_✓ユ初＝叫，

[-1(e←i― e＿,FI), T/j = wぁ

eo, 初＝ W3

で定める．特に， lg('T/):= #{j I'1/j＝匹｝とすると，

19('//1 ・ ・ ・限）€ごlg(n)MLVik)

となる．

(II)任意の '//1,...,'f/kE Bhに対し，

Ih(T/1 ・ ・ ・限） ＝lctch (O; 01 ・ ・ ・ 0ぃ1)

(2) 
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が成り立っ．ただし，叶•.． ,0K E Q(《詞）〈eaI a E IQ)（ふ）〉は

約：＝

ea+ e_2 -efa -eG''T/j = wo, 

一釘＋知＋ eG''
1 
属— ecg1) ，

《
I 
i(eo -e-2), 
2 

-eじ

T/j = W1, 

T/j = W4, 

T/j = W5, 

nj = W6• 

で定める．特に， lh(T/):= #{j I T/j＝四｝とすると，

I贔・・・限） EHlh('IJ） MLV~k)

となる．

(3) 

2入入（入＋2)
Proof. (I)は，定義式 (1)において， X= と，（II)は定義式（1)において， X= と，そ

1+炉 1+入＋炉
れぞれ変数変換すればよい． ロ

Proposition 4.1より， I戌 1・・皿）を多重 L値を用いて表そうとするとき，《可：倍，《言H音の“ズレ'’

が生じる．多重 L値は既にモチヴィックな解釈が与えられているためそれを利用したいが， lt(T/1・ ・ ・ TJいの

モチーフ論的解釈を与えるためにはこの“ズレ’'を解消する必要があり，そのために 1-lF,Rの係数拡大およ

びガロア作用の不変部分を考える．

Definition 4.2.各/E {g,h}に対し，

砂：＝｛HQ(□)，〈2〉Q疇（□），

桐(~6),(2,3 〉 Q 図 Q（匂，

と定める．また，下記の記号をそれぞれ1-lf:＝ d)H}k)へ拡張する．

k2'.0 

•余作用△(u R c)：＝△(u) R c, 

•積 (u R c) • (v R c') := uv R cc', 

•周期写像 per(u R c) := per(u) • c. 

f =g, 

f=h 

これにより， I八m．．限）のモチヴィックな解釈は， 1-ljk)の元として与えることが出来る．

Definition 4.3.各 fE {g,h}および爪 ...,'f/kE約に対し，

I託('f/1...叫：＝ I孟(0;01・"0k;l)E砂

と定義する．ただし，各釘は式 (2)および式 (3)で与えたものと同じように定める．

Remark 4.4. Proposition 4.1より，

per(Ij(ry1・・・限）） ＝l1("11 ・ ・ ・'f/k) 

が成り立つ． これにより hのモチヴィックな解釈を与えることが出来た．

次に，筍への Galois群の作用を考えることで，より詳細に Q線形空間の構造を調べる・ ('.)F,R上の混合

Tateモチーフの圏MTMF,Rには， Galois作用が誘導する ('.)F,Rの環としての自己同型が誘導する Gal(F/Q)

の作用が入る．また 1-lF,Rは， MTMF,Rの淡中基本群の座標環なのでここにも作用が誘導される．ここで

は少々天下り的であるが，この Galois群 Gal(F/Q)のモチヴィック反復積分への作用を明示的に与える．
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Proposition 4.5. Galois群 Gal(F/IQl)は， 1-lF,Rへ作用する．この作用は積と余作用△を保つ．さらに，

モチヴィック反復積分で表される元に対しては次のように作用する．

O"(I翌(p;a1,..., ak; q)) = I翌孔O"(p);O"(aリ，．．．，び(a砂；O"(q)).

ただし曲線 (T1は，（O",)(t):=び(,(t)）を表す．

さらに，対角作用を考えることで， Galois群 G9:= Gal(IQl(《コ―)／Q)は1-lg= 1-liQ)(✓ゴ），〈2〉Q @QQ(《可）

に， Ch:= Gal(IQl知）／Q)は 叫 ＝ 1-lQ知），〈2,3〉Q図 Q心）に，それぞれ作川する．このとき次が成り立っ．

Proposition 4.6.各 fE {g,h}および任意の 7/1,・ ・ ・,7/k E均に対し， Ij(TJ1・ ・ ・ 7/砂E1-lJはGfの作用で

不変である．

Proof.各〇JはCJの作用で不変である．また，積分路dchも切の作用で不変である．よってProposition4.5 

より評（り1・・皿）は句の作用で不変となる． ロ

以上の考察から， z（K)の構造を調べるためには 1-l(K)
Gf 

f のGfー不変部分 (1-lり） を調べればよいことが分

かる．

5 均の構造

本節では，第 4節で与えた I1('//1・ ・ ・限）のモチーフ論的解釈を用いて均・の構造を調べる．

Theorem 5.1.数列 D炉および D炉を，母関数

00 

1 区Dik)抄＝
1-2t' 

k=O 
00 

1 LDhk)抄＝
1 -3t + t2 

k=O 

によって定める．このとき各fE {g,h}および任意の kE陀 oに対し，

dimQ（吟）Gf= D}k) 

が成り立つ．

さらに， z｝k)s;;per(（荀k))Gf)であることから， z}k)の次元の上界を求めることが出来る．

Corollary 5.2.各 fE {g,h}および任意の kE Z~。に対し，

dimQZ (K) （K) 
:SD 

が成り立つ．

Proof of Theorem 5.1. [6, Section 5.1]と同様の方法で示す．詳細はそちらを参照されたい．まず， Goncharov

([[4, p.279, Appendix A.4 and A.5]］）により， AF,RのHopf代数としての構造は決定されており，それによ

ると Hopf代数としての非標準的な同型

~(.,=f),(2>Q e"'Q〈bjI j E互1〉,

AQ（知），〈2,3〉Q e"'Q〈bi1),bi2), b;1) I J E Z~2>
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が存在することが分かる．ただし，右辺は次数jの生成元 bj,bいで生成される自由 Q代数である．

同型を遥切に正規化し，同型によって右辺に誘導される Galois群 Gfの作用を計算することで，

j1, ・ ・ ・,jr E陀 1,lE ZミO,

(1-lり）G，竺 K璽enSp→{bJ1 bJT Tl  R1 翌，＋l ＝ k } 

，
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Remark 5.4.金子律村は，数値実験から多重fー値の成す Q線形空間

胴：＝ SpanQ{T'(k1,...,ぬ)|k1 + ・・・十幻＝ k}

は， dの偶奇によって直和分解されるだろうと予想した ([5,p.5]）．このことは，

訊，．．．，如）€｛か°,d:even, 
窃k),1, d: odd 

であることから説明することができ，周期予想が正しければ金子—津村の予想は正しいことが示される．
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6 終わりに

本研究は MZVs積分表示である lP'1(C)上の反復積分を，二つの二次曲線X9,xh上のものに取り替えた

ものを考えることから始まった．そこで，別の代数曲線上の反復積分を考えたときに同様の議論が進められ

るかというのは自然な疑問としてあげられる．ただし，反復積分の結果としての値自体を定義することは

可能であるが，「モチヴィックな解釈を与える」という観点では，その一般論を与えるのは簡単ではないと思

われる．著者としては，

どのような代数曲線であれば同様の議論が出来るのか

というのが現時点での興味の 1つであり，今後はこのことについて考察していきたい．
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