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1 序

Riemannゼータ関数く(s)について，その平均値

犀）＝［＜且＋it)II< dt 
の漸近式ないしは upperbound及び lowerboundを求めるという研究がある特に， k= 2の場合

には次の事実が知られている．

I2(T) = TlogT + (21 -1-log21r)T + E(T) 

ここで， E(T)は誤差項であって，

E(T) ≪ T1515/4816+e 

なる評価が現在最良の評価として知られている（［l]).この E(T)は

E(T) ≪ T1/4+e: 

だと予想されている．さらにこの E(T)の平均値も計算されており，例えば

JTE(t)2dt =2 く（3／2)
3亭 ((3)

T312 + F(T) 

という漸近式が知られている．ここで， F(T)はやはり誤差項であり，

F(T) ≪ Tlog汀 loglogT

が知られている ([11]).

さて， Dirichletの約数問題というものがある． d(n)をnの約数の個数としたとき，その平均値

区'd(n)
n<x 
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を計算する．ここで， L~<::x は x が整数の時に和の最終項を半分することを示している．この平均値

についても漸近式が知られていて，

L1d(n) = xlogx + (21-l)x +}＋△(x) 
4 

n<x 

が成立するここで，誤差項△(x)については

△(x) ≪ x131/416+e: 

が成立する ([4]）．この△(x)についても E(T)と同様に

△(x) ≪叶／4+e:

と予想されている．さらにこれも E(T)と同様に△(x)の平均値も計算されており，

JX△(x)2dx= ~~x3/2豆(X)
戸〈（3）

などが知られている．ここで， 8(X)は

J(X) ≪ Xlog3 XloglogX 

を満たす ([ll]).

平均値や誤差項の平均値及びその誤差項の評価を眺めてみると類似が見てとれる． 実際，これら

は類似性に某づき，しばしば並列して研究が進められてきた なお，本稿では扱わないが， Gaussの

円間題との類似性も知られている．

ここで，＜（s戸の近似関数等式

く(s戸＝区午＋x(s)2区岳＋R(s;x,y)
n<x n'.oy 

を考える．実は，この誤差項R(s;x,y)と△(x)との間にも関係があり，実際，

-1/2 

x(l -s)R(s)＝直に） △ (~) +o (t―1/4) 
が成り立つ ([13],[14],[5]）． ここで， x(s)は ((s)= x(s)((l -s)を満たす複素関数である なお，

R(s) = R(s;t/21r,t/21r）である． このことから△(x)の平均値と R(s)との平均値にも類似性が期待

でき，
T 

1TIR仕＋it)l2dt=亭 C。r1l2+ K(T) 

が成り立つ．ここで

C。＝区
oo d(n)2h(n)2 

が／2'
n=l 

h(n) ＝ [OO cos(Y＋汀
T。(y+ n1r) dy 



100

であり，誤差項K(T)の最良の評価は現在

K(T) ≪ logザ

である ([7]).

以上のように，誤差項 E(T)，△(x),R(s)の積分による平均値が計算されており，その類似性が指

摘されている ([8]）．さらに E(T)，△(x)については離散平均が考えられている．△（x)の場合は

こ△（n)= ~ x log x + I --y ---;-
n<x 

~xlogx + (--y -D x + O(x314) 
や

汗臼＝［△（u)2du+ ~xlog仕＋ c1xlogx + c匹＋O(x314logx) 

が成立する ([3],[15]）．これに対し， E(T)の場合はというと

~ E(n) = 7rX + 0 (xlogxexp (-c 
n<x 

loglogx 

logloglogx ）） 
ゃ

LE(n)2 = 
2 く(3/2)

n<x 
3亭く（3)

x3/2 + 0（砂／4log2 x) 

が成立する ([2]）．ここで， C>0はある定数である．読者諸賢はいやいや，ちょっと待て，と思われる

ことだろう．そう， mainterm（らしきもの） 'lrXより誤差項の方が大きいのである．この誤差項は

こ
e7rk 

~ -~"-" d(m)e(e27rkm) ≪ TlogTexp (-c~ 1岱 <(1/Elog(T/7r)~ m:SfM d(m)e(e27rkm) ≪ TlogTexp (-c~) 
なる評価から導かれる．ここで， e(x)= exp(21rix)である．彼らはこの評価は条件付きで改良可能で

あると主張している（というより予想を述べている）．

では R(s)の離散平均はどうなるだろうか，実は現在のところ R(s)の離散平均は計算されていな

いでは計算しようというのが筆者の今回の研究の出発点であった．しかしながらその計算は頓挫

する．

2 転

ここでは詳細は述べないが，近似関数等式の誤差項 R(s)の離散平均の計算はうまくいかなかっ

たしかしこの問題に関連して筆者にはもう一つ案があったそれこそが本講演で扱った Riemann

ゼータ関数の離散二乗平均である．ではどのように話がつながるのか．近似関数等式を再掲しよう．

く(s)2= L d(n) d(n) 
~+x(s)2L 州—;- + R(s; x, y). 

n<x n'.'oy 
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ここで X= y = t/21rとし，両辺に x(1-s)をかけると，

く(s)((l-s) = x(I -s)区 d(n), 1, ~ d(n) ~ + x(s) 区：が—~ + x(I -s)R(s) 
n<::t/2,r n<::t/2,r 

を得る．ここで， s=l/2+i(an+b)とすると，

＜ （；戸(an+b)) 12 = 2 Re X(；→(an+ b)）こ叫／il?：n+b)
m:'o(an+b)/21r 

+x 且— t（叩＋ b)) R G-i(an+b)) 
を得る．ここで，△（t)≪が／3+eが成立するから，

x G-i(an+b)) R 且— i(an+b)) =O((an+b)―1/6+e) 

である．従って，本当は漸近式が知りたかった離散平均

an苫~TX 且— i(an+b))R 且— i(an+b))
はとりあえず≪a-1T5/6と評価できる．後は，

ど x(；— i(an+ b)）と叫／i位］n＋b)
an+b<;T''m<;(an+b)/2,r 

が計算できれば， Riemannゼータ関数の離散二乗平均

こ <(1
2 

2 
— +i(an + b) 

an+b:<'.T 
） 

の漸近式を得ることができるという寸法である．

概ねこの計算はそれ程難しくない指数和，及び指数積分の応用で遂行可能だが一か所，

L e社／a L d(m)e(-e2社／am)
ls:'.kく(a/21r)log(T/1r) m<Te-2吐／a

なる和を評価せねばならない部分が難所である．さてこの和，先の E(T)の離散平均で出てきた和と

そっくりである．実はa=lの場合，この和についても Bugeaud-Ivieの結果から直ちに同じ upper

bound 

≪ TlogTexp (-c loglogT 
logloglogT) 

を得ることができる．めでたしめでたし．筆者はこの和に直面した時， Bugeaud-Ivieの論文の事な

どすっかり忘れてどうにか計算できないかと思案していた しかし， 2022年の 10月頃であったか，

奥飛騨の温泉地にて静養していた際に突然，彼らが同じような和を計算していたような気がすると

思い出したのである． そしてあくる日，彼らの結果から上記の評価を得ることができると確信した
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当時，筆者は Iく(1/2+ in)l2の平均という最も基本的な形の等差数列にわたる離散平均しか考えてい

なかった そのため， a= 1の場合で十分だったのであり，筆者はすぐさまその論文を書いた ([9]).

この離散平均は

こ (1 2 

—+in) I~= TlogT + 0 (rlogTexp (-c loglogT 
2 

n<T 
logloglogT (rlogTexp (-c~)) (1) 

となって E(n)の場合と異なり，誤差項が maintermより小さくなる．

これで安心していやあ，今年も何とか論文を書くことができた，よかったよかった，などと暢気な

気分でいた 2022年度は2月に開催予定の第 16回ゼータ若手研究集会の代表を務めていたことも

あり，一種の焦りもあった ところが，そのゼータ若手研究集会のためにいらっしやった Yoonbok

Lee氏に最近の研究について尋ねられ，このプレプリントを見せたところ，この誤差項は改善できる

んじゃないか，そのくらいやらなくてはだめだとのお言菓を頂戴したのである． そのご指摘はもっ

ともな指摘であった． Riemannゼータ関数の等差数列にわたる離散平均の研究は多くはなかったが

いくつか存在していた特に二乗平均についてはLi-Radziwill[12]によって，

どく□）2・ ¢仁＝ ！ 
2 

~ I (G  + in) I~ ・ ¢ (f) = 1 I (G  +it) I~ ・ ¢ (;) dt + 0 A (T(log T)-A) 
という結果が得られていたのである．ここで，のは閉区間 [1,2]上で supportされた滑らかな関数で

あり， Aは任慈の正の実数である．つまりこのくらいまでは誤差を改善せよとのことである さら

に， Li-Radziwi}}は

~l(G+i(an+b))l2 心）

= JR ＜仕＋i(at+b))l2・¢（り dt(l+ o(a, b) + Oa,b,¢(1)), 
という，より一般の等差数列an+bにわたる離散平均についても結果を得ている．ここで o(a,b)は

o(a, b) 

｛゚ 凸いが全ての整数k>0に対して無理数の時

= 2墨 cos(blog(r/s))-2 
e玩いがある整数 k>Oに対して有理数の時，

rs+ I -2y'rscos(blog(r/s)) 

である．そう言われたらやる他ない．どうせならより一般の離散平均も計算してやれと思ったかく

して筆者は誤差項の改善，及びより一般の離散平均の計算を成し遂げるべく挑戦を新たにしたので

ある．さて計算すべきは和 (I)である この和，特に内側の和をどう計算すべきか，指数関数の中に

指数関数がありちょっといやである． Bugeaud-Ivieはe1r:kの連分数近似などを持ち出して計算を

工夫していたしかしそれでは Li-Radziwillの誤差項には到底及ばない． Li-Radziwil}の論文を

眺めながら格闘しひと月ほど経過した頃である． せっかくなのでここに記録するが，あれは我が指

導教官松本先生の最終講義の日の朝であった． もっと一般化して， Dirichletの近似定理を用いては
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どうか，と思いついたすなわち，一般の実数aについて

区d(m)e(am)
m<x 

という和を計算するのである．この和は hyperbolamethodにより，指数和

L e(am) 
m:SX 

に帰着されるそしてこのような指数和については， Dirichletの近似定理を介して得ることができ

るupperboundが知られており，例えば circlemethodにおける基本的な事実となっている．結局，

e,rいが全ての幣数k>Oに対して無理数である時，筆者は次のような評価を得ることができた．

こ □/a L d(m)e(-e21rk/am) 
l<;kく(a/21r)log(T/1r) m<Te-hk/a 

-｛°a(TlogT) aが整数でない時，

OA(T(logT)-A) aが整数の時

実は， Li-Radziwillの論文をよく読むと，彼らも Dirichletの近似定理を使っている．従って，彼

らの議論は上記の評価を得るのに大いに役立ったことを述べておく． なお， a= 1の場合を考える

と， Bugeaud-Ivieの評価を改善したことになる．従って，あの maintermらしきもの訂は実際に

main termであることが示された

結果として，以上のことから次の定理を得た ([10]).

定理 1 実数aを，全ての整数k> 0に対して e2社／aが無理数であるようなものとするこのとき，

次が成り立つ．

ぶ＜且＋i(an+b))l2= ~logT+oa(TlogT). 

さらに， aが正の整数であって， a= o((log log T)0)を満たすとき，任意に固定された A>Oに対し，

次が成り立つ．

こ（じ＋i(an+ b)) 12 = ~(logT + 21-1-log21r)十OA(a―1T(logT)―A).
a 

an+b:ST 

また， e"k/aがある整数k>Oに対して有理数r-/sとなる時（即ち， a=2社。／log(r-/s)の時），次の

定理を得た．

定理 2 整数r,sは互いに素であって， r> 2sを満たすとするまた，実数aがある整数k。>0に対
して

21rko/a = -
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3 結

前節までで，筆者が如何にして lliemannゼータ関数の離散平均を考えるに至り，結果を得たのか

という顛末を語った． 離散平均を考えることの数学的意義，ないしは歴史的経緯及び証明の詳細は

[10]に譲ることとする．今後の方向性としては，

1.誤差項の改良

2.四乗平均の計算

などといった研究が（安直だが）考えられる． Bugeaud-Ivieによる予想，及びx(l/2-it)R(l/2 + it) 
の積分による平均値の結果 ([6]）から，少なくとも a=lのときの誤差は O(T112logA T)程度になる

ことが予想できる．

積分による四乗平均

［くG+it)l4dt 
は漸近式が知られている．では，離散平均は？と思うわけである． それ自体にどれだけの意味が

あるかは何とも言えないが，まあ Lindelof予想とは関係があるであろう． Li -Radziwillのように

weightをかけたものを考えるとまた更に色々とわかるかもしれない実際彼らは同じ論文で，

く(1/2+ i(an + b)）が＃ 0になる割合だとか， 1く(1/2+ i(an + b))Iの下からの評価だとかを計算して
いる．
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