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1 ゼータ関数の普遍性・強普遍性

Riemannゼータ関数 ((s)の様々な性質を調べることは，解析的整数論の醍醐味の一つで

ある． 1975年， SergeiMikhailovich Voroninは((s)が以下の意味で普遍性(universality)を

持つことを示したすなわち， 0< r < 1/4に対し，関数f(s)が Isl::; rにおいて連続かつ

零点を持たず，さらに Isl<r で正則であるとき，任意の€ ＞ 0に対して，

開ぅ I?(s + i + iT)-f(s)I < E 
を満たすような実数 T=T(r,€， f) が存在する．雑に言うなら，適当な条件を満たす任意の

関数は， ?(s)の平行移動で一様に近似できるのである． Voroninによって初めて証明された

この普遍性は，現代においては次のように定式化されることが多い．以下， Dにより帯領域

{s E <CI 1/2 < Re(s) < 1}を表し，また meas{｝は集合｛ ｝の Lebesgue測度を表すものと

する．

定理 1.集合 Kは帯領域 D におけるコンパクト集合で，その補集合が連結であるとする．

また関数f(s)はKにおいて連続かつ零点を持たず，さらに Kの内部で正則であるとする．

このとき，任意の€ ＞ 0に対して，

戸叶meas{TE [O, T] 宮繁に(s+ iT) -f (s) I < E} > 0 
が成立する．

今日に至るまで定理 1の様々な類似や一般化が研究されてきた．また Cauchyの積分公式

や Rouche の定理など複素関数論の結果を用いることで，普遍性定理はゼータ関数 •L 関数

に関する多くの応用的な結果をもたらすことも知られている．松本耕二氏のサーベイ [3]は

様々な結果が網羅的かつ整然と纏められており，初学者から熟達者まで幅広く参考になる．
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Hurwitzゼータ関数というゼータ関数がある． これはRe(s)> 1においてはDirichlet級数

00 

{(s,a)＝こ 1 

n=O 
(n + a)s 

(1.1) 

により定義され'?(s)と同様に C上に有理型に解析接続される．ただし aは0<a::;; 1を

満たすパラメーターであり，定義により ((s,1) = ((s)が成り立つ． Hurwitzゼータ関数に
関する普遍性はVoroninのほか， B.BagchiやS.M. Gonekによって研究され，以下の結果

が示された．

定理 2.集合 Kは帯領域 Dにおけるコンパクト集合で，その補集合が連結であるとする．

また関数f(s)はKにおいて連続かつ， Kの内部で正則であるとする．このとき，任意の

€ > 0に対して，

杷gサmeas{r E [O, T] I閃繁に(s+ir,a)-f(s)I< E} > 0 
が成立する．ただし aは超越数であるか， 1/2でも 1でもない有理数であるとする．

定理 lの設定とは異なり， J(s)がKにおいて零点を持ってもよいことに注意されたい．

この種の普遍性は強普遍性 (stronguniversality)と呼ばれる．なお aが 1に等しい場合は，

先述の通り Hurwitzゼータ関数はRiemannゼータ関数[(s)に一致し，このとき強普遍性は

成り立たないことが知られている．同様に，関係式[(s,1/2) = (2s -l)[(s)が成り立つこと
に注意すると， [(s,1/2)も強普遍性を持たないことが分かる．

以上のことから， [(s,a)が強普遍性を持つかどうか不明である最後のケースとして， aが

代数的かつ無理数である場合が残される．多くの研究者によって，この場合にも強普遍性が

保たれることが信じられているが，未だその証明には至っていない．筆者もこれまで何度か

この問題に挑戦し，その度にさしたる結果も得られず挫折したが，最近ようやく強普遍性の

一端を垣間見る結果を示すことができた．届かぬと思いつつも手を伸ばし続けてみるもので

ある．本稿の目的は筆者の論文 [4]の主定理である次の結果について，その証明を概説する

ことである．以下， O<a<lを満たす代数的無理数a全体の集合を汎と書く．

定理 3.集合 Kは帯領域 Dにおけるコンパクト集合で，その補集合が連結であるとする．

また関数J(s)はKにおいて連続かつ， Kの内部で正則であるとする．このとき，任意の

€>0 と O<c<l に対して，有限集合 8c.9l と実数 p > 0が存在し，

茫g叶meas{ T E [ 0, T] I ~~ I? (s + iT, a) -f (s) I < E} > 0 
sEK 

がaE.'.1{ ¥8かつ la-cl<pを満たす場合に成立する．ただし， 8およびpはC,E,f,Kに

依存して決定される．



123

上記の有限集合8はC,E,f,Kに依存して決まるため，固定された一つの Q:'E.'.1{に対して

{(s, a)が強普遍性を持つかどうかは依然として不明である．しかしながら定理3によって，

決められた C,E,f,Kに対しては，不等式

［ m~ l{(s + iT, a) -f(s)I < E 
SEK 

がcに十分近い多くの aE.'.1{に対して真であることが，無数の TE良に対し保証される．

これは本来の目的である強普遍性の成立を，確かに支持する結果であると言える．

2 Hurwitzゼータ関数の確率論的モデル

帯領域D上の正則関数のなす空間を H(D)とする． H(D)にはコンパクト部分集合上の

最大値によって定義される半ノルムから定まる局所凸位相が入り， Frechet空間をなすこと

が知られている．ここで定理2は， Tが良上を動くとき， t（s+iT,a)が関数空間H(D)の
中でどのように分布するかを調べることにより証明されることを思い出そう．定理3の証明

も同じ手法を踏襲しており，その一連の流れは次のように確率論の言語で記述される．

まずDirichlet級数表示 (1.1)から， t（S+iT,a)はRe(s)> 1のとき

?(s + ir, a)＝こ (n + a)s+ir ＝図知，An)(n + a)s 
n=O,-- ---, n=O 

と表される．ただし Xa,r(n)= (n + a)-irとおく． TEJRが動くと各Xa,r(n)は複素平面の

単位円周上を回転し，任意の O~a<b~2冗に対して

l b -a F~_ ~meas{T E [O,T] I argXa,r(n) E (a,b)} = 
T→oo T 2冗

が成り立つという意味でその分布は一様である．そこで Xa(n)を単位円周上に一様に分布

する適当な確率変数として， Xa,r(n)の振る舞いを Xa(n)に見立てようという発想に至る，

このような発想に基づくと，ランダム Dirichlet級数

00 

{(s,Xa) => Xa(n) 
n=O 
(n + a)s 

(2.1) 

が ((s+ iT, a)の分布＊1を何らかの意味で反映していると期待してもよいだろう．ただし，

無限列 {Xa(n)｝の選び方は無数に存在する・ ((s,Xa)が((s+iT,a)の分布の妥当なモデル

を与えると言えるかは， Xa(n)たちにどのような関係を与えるかにかかっているのである．

*1 H(D) における分布を調べたいので，本当は表示 (1.1) は使えない．一方で， D 上においても ~(s, a)が

(1.1)の和を有限で止めた Dirichlet多項式によって平均的には近似できるという事実があることから，この

考え方は全く的を外しているわけではない．
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まず確認しなければならないのは,((s,Xa)がH(D)に値をとる確率要素であるかどうか

である．これについては Menshov—Rademacher の定理から，｛Xa(n)｝が正規直交，すなわち

E[Xa(m)Xa(n)］ ＝ ｛lifm =n, 
0 otherwise. 

(2.2) 

を満たす場合には，（2.1)がD上で almostsurelyで収束することが分かる．ただし E[X]は

確率変数Xの期待値である．また収束性に関する Dirichlet級数の一般論により，このとき

((s,Xa)はH(D)に値をとる確率要素を定めることも分かる．以下では {Xa(n)｝が(2.2)を

満たす状況のみを考えることにする．さて， H(D)上の二つの Borel確率測度

1 
Pr,a(A) =;:;; meas {r E [O, T] I ?(s + iT, a) EA}, 

T 
Qa(A) = P (((s, Xa) EA) 

を考える．ここで P(E)は事象Eの確率を表す．もし PT,。がT→00のとき Qaに弱収束

するのなら,?(s,Xa)は((S+iT,a)の分布の確率論的モデルとして妥当と言えるだろう．

では Xa(n)たちにどのような条件を課せば，この弱収束性を示せるのだろうか．その答え

を与えるのが次の命題である．

命題 4. 無限列 {Xa(n)｝が，任意の k~l と m1,..,,mk EZ, n1,..,,nk EZ;;:oに対して

E [X0(n1)如．・ •Xa(nk曰l = { 1 if (n1 + a)加．．．（nk+a)叫＝ 1,
0 otherwise 

(2.3) 

を満たすとき，確率測度PT,。はT→ (X)のとき Q。に弱収束する．

条件 (2.3)は(2.2)を包括している．各 Xa(n)は単位円周上に値をとる確率変数なので

k = 2, m1 = 1, m2 = -1とすればよい．紙面の都合により命題4の証明には立ち入ることが

できないが，条件(2.3)の由来は述べておこうと思う． Xa,r(n)の分布を Xa(n)に見立てて

いることを思い出すと，任意の連続関数cl>(z1,...,Zk)に対して

1 T 
lim -=-
T→OO 
i 1'≪l>(Xa,r(n1),...,Xa,r(nk)) dr=E[cl> (Xa(n1),..., Xa(nk))] 
゜が成り立っていて欲しい．とくに cl>(z1,...,Zk) = z'{'1 ・ ・ ・ z';kとすると，左辺は

巳}1T (n1 +a)―im汀．・ ・ (nk + a)―imkT dr 
゜1 if (n1 + a)加．．．（llk+ a)mk = 1, 

= {。。therwise
と計算できる．対応する期待値E[Xa(n1r1 • • • Xa(nk)mk]がこの値に一致することを期待

するため，条件(2.3)が必要なのである．
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実のところ命題4に至るまでは，とくに目新しいアイデアが必要であったわけではない．

問題は条件 (2.3)を満たす無限列 {Xa(n)｝が存在するかである．これは全く自明ではない．

aが超越数である場合はまだ簡単である．このときは {Xa(n)｝を独立にとればよく，その

ような無限列の存在は Kolmogorovの拡張定理から保証される．一方で aが代数的である

場合は，代数体の整数環における素イデアル分解の一意性，類数の有限性， Dirichletの単数

定理といった代数的整数論の基本定理が上手く噛み合って {Xa(n)｝が構成される．詳細に

ついては論文を参照していただきたい．

補足． aが代数的数の場合を考える．条件 (2.3)が満たされるとき，｛Xa(n)｝は独立である

だろうか．この問題はかなり奥が深い．実際，条件 (2.3)が満たされるとき，以下が同値で

あることを示すことができる．

(a)確率変数Xa(n1),...,Xa(nりは独立である．

(b)実数log(n1+a),..., log(nk + a)はQ上線型独立である．

もしも {log(n+ a)}がQ上線型独立である代数的数aが存在するのであれば，｛Xa(n)}は

独立で，そのような aに対して ?(s,a)の強普遍性を証明するのは実は容易である．しかし

実際には，すべての代数的数aに対して，｛log(n+ a)}はQ上で線形従属であるというの

が尤もらしいようである．この問題については， J.Andersson氏の未出版論文 [l]が詳しい．

彼は多項式値における smoothnumberの個数評価の観点から，

: dimspanQ{log(n + a) IO :s; n :s; x} ~ 1 -p(deg(a)), x→ OO 

が成り立つことを予想している．ここでp(u)はDickman関数である．

ともあれ，パラメーター 0 が超越数であっても代数的数であっても，条件 (2.3)を満たす

確率変数の無限列 {Xa(n)}は構成可能である．そしてそのような無限列 {Xa(n)}に対して

ランダム Dirichlet級数{(s,Xa)を考えると，測度の弱収束に関する Portmanteauの定理に

よって，命題4は不等式

茫叫meas{ r E [O, T] I閃繁に(s+ir,a)-f(s)I< E} 

~p （閃繁に(s,Xa) -f(s)I < E) 

を導く．ただしfE H(D)とする．この最後の確率が正であることを示せれば， {(s,a)の

強普遍性の証明はほぼ完了する．残っているのはf(s)の条件を fE H(D)から本来の条件

である「Kにおいて連続かつKの内部で正則」まで弱めることであるが，これはWeierstrass

の多項式近似定理の複素版である Mergelyanの定理を適用することで達成される．かくして

強普遍性の証明は，ランダム Dirichlet級数{(s,Xa)の性質を調べることに帰着される．
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3 Hurwitzゼータ関数の弱い形の強普遍性

本稿の残りのページでは， aE汎とし，確率変数の無限列 {Xa(n)｝は条件(2.3)を満たす

とする．また {Xa(n)}との比較のため，｛Ya(n)｝を複素平面の単位円周上に一様分布する

独立な確率変数の無限列とし，（2.1)と同様に

00 

Ya(n) 
{(s, Ya) =>

n+a S 
n=O 
（）  

と定める．さらに，（2.1)と(3.1)の和を有限で打ち切ったランダム Dirichlet多項式を

N 

応ふ）＝こ瓦(n) and ぷ(s,Ya)=I~ 
n=O 
(n + a)8 

n=O 
(n + a)8 

と書く．このとき {Ya(n)}の独立性から，次の補題を示すことができる．

(3.1) 

補題5.集合Kは帯領域Dにおけるコンパクト集合で，その補集合が連結であるとする．

またfE H(D)とする． このとき任意の€ ＞〇と 0< C < 1に対して，実数p>Oと整数

N。 ~o が存在し，

P（宮叫(s,Ya)-J(s)I < ~) > 0 

がaE汎かつ la-cl<p および N~No を満たす場合に成立する．ただし p および No は

aには依存せず， C,E,f,Kのみに依存して決定可能である．

{Ya(n)｝が独立であるので，ぶ(s,y)と((s,Y) —ぶ (s,y)は独立である．したがって

P（閃繁に(s,Ya)-f(s)I < 1:) 

~p （翌繁応 (s,Ya)-f(s)I < ~）叶閃繁に(s, Ya) —(N(s, Ya)I < ~) (3.2) 

が成り立つ． Nが十分大きいとき，補題5により前半の確率は正である．また後半の確率に

ついても， Chebyshevの不等式から

P（翌繁に(s,Ya)玉（s,Ya)I< ~) ~ 1-~E|嘗繁に(s,Ya) -(N (s, Y a)l21 
= 1 + 0 (N1-2crい）

が成り立ち，これはNが十分大きいときに正である．ただしぴo= minK Re(s)とする． この
ように独立な確率変数列から定義される ((s,Ya)に対しては， maxsEKに(s,Ya) -f(s)I < E 
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が成り立つ確率の正値性は比較的容易に示される．一方で先の補足でも述べた通り，｛Xa(n)}

は独立かどうかは分からない．そのため上記の手法をそのまま用いることはできず，適切な

修正が求められるのである．

修正の方向性は主に二つあると思われる．まずaE.1{に対する {(s,a)の値分布の研究に

おいては，｛log(n+ a)}のうち漸近的に少なくとも 51％がQ上線型独立であることを示す

Casselsの補題 [2,p. 177] *2が伝統的に用いられてきた． Casselsの補題に類似するアイデア

を用いて，定理 3のような弱い形の強普遍性を証明することは，おそらく不可能ではない．

一方で実際に論文 [4]で採用した手法はCasselsの補題を使わない方針によるものであった．

これはA.Sourmelidis氏と J.Steuding氏による最近の論文 [5]で導入された新手法を，筆者

のアイデアを元に確率論の言語で整理し直し，さらに指示関数の近似方法などに関する改良

を施したものである．以下にその大まかな流れを述べる．

まず補題5が出発点になる． aE.1{はla-cl< p を満たすとする． N~No のとき，

€ 
m~ l?N(s, Ya)(wo) -f(s)I <-=,;-
SEK 4 

を満たす標本皿oをとることができる．そこで事象Q。=Q。(o;N,a，血o)を

Q。=｛wE QI largXa(n)(w) -argYa(n)(wo)I < 8 for O:::; n::;; N} 

により定める．ただし 8>0は後で十分小さく定めるパラメーターである．この事象 Q。に

関して，次の補題が成り立つ．

補題6.任意の L> N ~ lとA>A。に対して，有限集合8= 8(N,L,11) c.'.1lを

N 

8= U {a疇 H(n+a)mn=1 

(mo,．．V'n↑？ご：言八{0} n=0 } 

N 

u u u {a疇日（n＋叩＝竺
n1 +a 

(mo,…,mN)EzN+I N<n1'.n2<L I._ I n=O ｝ 
Vn, lmn|⑬ n1 cf.n2 

と定める．ただし A。は十分大きい絶対定数である．このとき

邸 o)=oN+1+0(4△)N+l),

E ［且．m足xl?(s, X叫ー?N(sふ）12]<＜邸o)Nl-2cro+ L 1-2cro + ~ /i)N+l 
A 

がaE.'.ll¥8に対して成り立つ．ここでimpliedconstantはKのみに依存する．

*2余談だが， Casselsの証明には誤りがある．修正は中々に困難であり，何らかの形で発表予定である．
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証明にはBeurling-Selberg関数と呼ばれる，指示関数l(a,b)を巧妙に近似する特殊関数が

用いられる．これにより ln。をXa(n1)加．.・Xa(nkrkの形の確率変数の有限和で近似する

ことができて，条件(2.3)を適用できるようになるのである．なお，もし Q。の代わりに

叫＝｛wE QI largYa(n)(w) -0nl＜証forO ~ n ~ N} 

とすると，この場合は {Ya(n)}の独宣性から，

P（叫）＝ c5N+l and E［位・m足Xl((s, Ya)ーぶ(s,い |2]≪ p（叫）Nl-2<ro
が成り立つことが分かる．補題 6は，｛Ya(n)}を独立とは限らない {Xa(n)}に取替えたと

しても，同様の漸近評価がa¢8であれば成立することを意味している．

さて定理3の証明の最後のステップに移ろう．まず W E Q。のとき， c5> 0をC,E,K,Nに

依存させて十分小さく選べば，

~~xl(N(s,Xa)(w)-J(s)I 
K 

~ ~~xl(N(s,Xa)(w) —ぶ (s,Ya)(wo)I + ~~ l(N(s, Ya)(wo) -f(s)I 
k k 

€ € € 
<—+ -＝ -
4. 4 2 

が成り立つ．（前半は事象 Q。の定義から，後半は標本血oのとり方から従う．）したがって

(3.2)に対応する不等式として

P（閃繁に(s,Xa) -/(s)I < E)~ P(n。n｛門繁に(s,Xa)-(N(s,Xa)I< ~}) 

が得られるが，右辺はさらに

=P(Q。)-P(n。n｛翌繁に(s,Xa) —ぶ (s,Xa)I ~ ~}) (3.3) 

と変形できる．第2項について， Chebyshevの不等式と補題6により， aE.'.1{ ¥8のとき

P(Q。n｛閃繁に(s,X砂ーぷ(s,Xa)I~ ~}) :'.S: ~Er ln。m;xに(s,X叫ー (N(s,Xa)l2l
:'.S: C1｛加o)Nl-2a-o+ L l-2a-o + ~} 

が成り立つ．ただし C1 は€と K のみに依存する正定数である．よって (3.3) に代入し，

叫~l((s,Xa) -f(s)I < E) ~ (1-C1Nl-Za-o)P(Q。)-C1L l-Za-o -C1 NL(Iog!i)N+l 
SEK A 

を得る．再び補題 6 を用いて P(Q。)を評価すると， N が€と K に依存して十分大きいとき

l l 
(1 -C1N1-2び0)P(Qo)~ ~P(Q。)~ ~15N+l -C2 

N(Iog!i)N+l 

2 2 A 
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が成り立つ．ここで←は€と K のみに依存する正定数である．まず N~No をこのように

固定しよう．すると上記の 6もC,E,j,Kのみに依存して固定することができ，このとき

P(~~lt(s,Xa) -f(s)I < E)>贔N+l-C1L 1-2a-o -C1 NL(Iogt,,_)N+l r, N(Iogt,,_)N+l 
-C2 

SEK 2 A A 

を得る． ここで Lを十分大きくとり固定すると，

1 C1L 1-2a-o < ~oN+l 
4 

が成り立つようにできる．最後に Aを十分大きくとれば，

NL(Iogt,,_)N+l _ r, N(Iogt,,_)N+l _ 1 
C1 
A 
+ Q < -6 

A 4 

も満たされる．以上の結果を合わせて

N+l 

P（閃繁に(s,Xa)-J(s)I < E) > 0 

が得られる．先に述べたように，これで定理3の証明が完結する．

謝辞．本稿は， 2023年度RIMS共同研究（公開型）「解析的整数論とその周辺」での筆者の

講演を元に作成されたものです．代表者を務められた安福悠先生には日頃から大変お世話に

なっております．この紙面をお借りしてお礼申し上げます．

本研究はJSPS科研費特別研究員奨励費22KJ2747の助成を受けたものです．

参考文献

[l] J. Andsersson, On questions of cassels and drungilas-dubickas, 2016, preprint, https: 

//arxiv.org/abs/1615l6.15l2524. 

[2] J. W. S. Cassels, Footnote to a note of Davenport and Heilbronn, J. London Math. Soc. 36 

(1961), 177-184. MR 146359 

[3] K. Matsumoto, A survey on the theory of universality for zeta and L-functions, Number 

theory, Ser. Number Theory Appl., vol. 11, World Sci. Publ., Hackensack, NJ, 2015, pp. 95— 

144. MR 3382056 

[ 4] M. Mine, New developments toward the Gonek Conjecture on the Hurwitz zeta-function, 

2023, preprint, https: //arxiv. org/abs/2315)5.15l1262. 

[5] A. Sourmelidis and J. Steuding, On the value-distribution of Hurwitz zeta-functions with 

algebraic parameter, Constr. Approx. 55 (2022), no. 3, 829-860. MR 4434025 




