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On the number of points with 

bounded dynamical canonical height 

東北大学理学研究科数学専攻竹平航平＊

Kohei Takehira, Mathematical Institute, Tohoku University 

1 序文

本稿は 2023年 10月10日から 10月13日にかけて行われた研究集会， RIMS共同研究

（公開型）「解析整数論とその周辺」における筆者の講演「Onthe number of points with 

bounded dynamical canonical height」に関する報告である．

高さ関数は，点の「数論的複雑さ」に関する定量的な指標として，数論の至るところで

活用されている．加えて，高さ関数は単に道具として重要というだけでなく，それ自身興

味深い研究対象である．例えば， Schanuel[5]は代数体 K 上の射影 N 空間 lP'岱上の点で

あって，高さが与えられた値 B以下になる点の個数の漸近公式を示している．この公式に

は， K のDedekindゼータ関数の特殊値や， K の類数，レギュレータ等，数論的に興味深い

定数を含む

一方，大域体 k を係数に持つ有理関数¢ E K(z)が定める写像¢:lP'k→lP'kによるカ

学系に対し，高さ関数の類似 fj¢ が定義できる．これは Call-Silverman[1]によるもので，

dynamical canonical heightと呼ばれている．通常の高さ関数と同様に， fj¢ がB以下とな

るような点の個数は有限であることが知られている．

本研究は， dynamicalcanonical heightが与えられた値 B以下になるような点の個数の

漸近挙動を求めようというものである．特に，基礎体 K が有限体上の曲線の関数体であ

る場合に議論を行うそのために， Hsia[3]によって研究された dynamicalheight zeta 

functionと呼ばれるある種のゼータ関数を用いる．研究は主に次の二つの部分からなる．

(1) dynamical height zeta function Z瓜¢,s)の明示計算

(2)な(¢,s)から漸近公式を導く

(1)はRiemann-Rochの定理を用いた計算が主軸となり，これは Hsiaによる先行研究に

追従するものである．（2）はゼータ関数の情報から漸近挙動を導くという，より解析数論的

な議論であるため，本稿ではこちらにより比重を置いて解説を行う．
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2 準備

まず，高さ関数およびdynamicalcanonical heightを復習する高さ関数については [2],

dynamical canonical heightに関しては [6]が基本的な文献の一つであると思われる．

k を代数体または有限体上の曲線の関数体とする．この時， MKをKの素点の集合，す

なわち Kの非自明な乗法付値の同値類とする．各素点vEMKに対し， 1|●伽を次のよう

に定める：

||x||v = ｛二位） ［： ：::.:、素イデアルに対応する素点

Ix恰 if Vが虚素点

ただし，素イデアルに対応する素点 vは対応する正規加法付値と同一視し， qvをvにおけ

る剰余体の濃度とする． 1•|只,|• cはそれぞれ股，Cの通常の絶対値である． xEKの高さ

とは

応 (x)= IT max{l, llxllv} 
vEMK 

によって定まる量であり， K=Qの場合には，既約分数 x= a/bに対し， H叫x)

max{lal, lb|｝が成立する．

多項式¢ E K[z]であって， d= deg（¢) ~ 2を満たすものをとる．¢を Kの自己写像と

みなし，その反復合成り0(z):= z, ¢n+l(z) := ¢（か（z))を考える．りに対する dynamical

canonical heightとは，

凡(x)= lim HK（cpn(x))l/dn 
n→00 

である (cf. [6, Section 3.4]，ただし，［6]では上記を 1/[K:Q]乗したものを定義として

いる）． H¢,(X)も応と同様に各素点にわたる積として表現できる．実際 localcanonical 

heightを

鳳 (x)= lim max{l, II訳(x)llv}l/dn
n→00 

で定めると，

几＝ rr鳳
vEMK 

が成立する．

以下，正の実数B> 0に対し，

N(K広，B)= #{x EK：几（x）□B}

と定め，この量の B→CX)における漸近挙動を調べる．

3 dynamical height zeta functionとHsiaによる議論

k を代数体または有限体上の曲線の関数体とするまた， <pEK[z]で， d= deg(¢) 2: 2 

なるものをとる． Hsiaは[3]において，次の dynamicalheight zeta functionを考察した

Z叫， S）＝区
XEK凡(x).
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[3]によれば，この関数を導入したのは Silvermanであるそうだが，セミナーで話されたの

みで，文献は存在しない HsiaはKが関数体かつ，¢が高々mildlybad reduction（定義は

[3]）を持つという仮定の下で，次を証明した．

定理 3.1(Hsia, [3]). K を有限体 lFq上の種数 gの曲線の関数体とするまた，多項式

</>E K[z]は高々 worstmildly bad reductionを持つとする．この時 Z瓜¢,s)はC全体に

有理型接続され，さらに

Z尋 s)= ql-g 1几(x)-8dμ(x)+ R(s) 
知

= qlーふ(s-1) II J応叩(x)-s弘 (x)

紐(s) J H土）一sd凸 (x)vES JKv 

+ R(s) 

とかける．ここで，伍は KのDedekindゼータ関数であるまた，釦くは Kのアデール環

で，μはその上の Haar測度であり，整数環の直積の測度が 1になるように正規化されたも

の， S= { v E MK: ¢ doesn't have good reduction at v}であり， R(s)は C上のある有理

型関数で， R(s)IlvES(l -q―fvs)が整関数となるようなものである．

上記の定理と，伍がs=lに極を持つことから， ZK(<P,s)はs=2に極を持つ．

この定理の証明の概略を述べるまず，仮定を用いて kを有限個の部分集合の非交和で

あって，次を満たすものに分割する．

•K= 庄 U···UlDlぃ

•各賦上で，几／HK は定数 Pi となる．

すると，

Z叫， S）＝とと几(x)-s＝区p2-s区 HK位）―s.
i xElI)), xEIIll, 

が成立するので， I:xE]]])iHK(x)-sを考察すればよい． xEKに対し，（x)ooをxの極が定め

る因子とすると，

こ応(x戸＝ L#{xE]]})i:(x)oo = D}(q―s)degD 
xE]]])， D:2:0 

が成立する．＃｛x€ !D)i: (x)oo = D}はlocalsystem L(E)，ただし EはKの因子，と関連付

けることができ， Riemann-Rochの定理から， deg(E)2:2g-1の時は＃L(E)= qdeg(E)+l-g 

である．これを用いてゼータ関数を計算することができる． Hsiaの定理における第二項

R(s)は， deg(E)2:2g -1が成り立たず＃L(E)= qdeg(E)+l呵が使えない有限個の例外を

まとめたものである．

4 Z瓜q>,s)の明示計算

Hsiaの定理3.1はZ瓜¢,s)に関する抽象的な表示を与えるものであるが， R(s)などにつ

いては非自明な場合には具体的な計算を与えていない． R(s)の出自は前節で述べたとお
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り， Riemann-Rochを使ってきれいに変形することができない部分であり，一般には複雑

な関数となることが予想される．しかし，いくつかの非自明なケースで具体的に計算する

ことが可能である．

定理 4.1.K を恥上の曲線の関数体であって，種数gが 0または 1であるようなものと

する．また， d2': 2を2以上の整数とする． OKの元 fE OKをすべての素点 VEMK 

に対し v(f)< dを満たすようにとり， S= { v E MK: v(f) > 0}とおく． このとき，

叩）＝砂＋ f―1に対する dynamicalheight zeta function Z瓜¢,s)は次の公式で与えら

れる．

な (rp,s) = ql-g紐(s-1) rr亭＋ （qv -1)叫一 q四 [+v(f)+ e(g) rru:(f) -U] 

(K(s) 
vES 

1ー叫 紐(s)
vES 

1-u~ ・ 

ここで，鉱は KのDedekindゼータ関数， qvはvEMKにおける剰余体の濃度，叫＝ q;;s/d'

c(O) = 0, c(l) = q -lである．特に Z瓜¢,s) E Q(q-s/d)が成立する。

証明は， Hsiaの議論をより精密に実行することで行われる．そのためには，各素点vに

おける局所的な力学系のふるまいが追跡できまた， Riemann-Rochの定理を使った変形

がうまくいかない場合にも明示的な計算ができる必要がある．力学系の追跡が分かりやす

くなるための仮定が¢(z)＝砂＋f―1であり，剰余項R(s)を計算しやすくするための仮定

がg= 0, lである．

5 ゼータ関数から漸近公式へ

本節では，ゼータ関数から漸近公式を導くための命題を導く．

今回の考察対象であるゼータ関数 ZK(¢,s)は Re(s)= 2に無限個の極を持つ．これは，

ある整数Nに対し， ZK(¢,s)が q―s/Nの有理関数であり，虚軸方向に周期を持つ周期関数

であるためである．そのため， Wiener-Ikeharaの定理など，ゼータ関数から漸近挙動を導

くためによく使われる手法を適用するのが困難である．また， Perronの公式などを用いた

積分評価による手法も，同様に無限個の留数を扱う必要があり困難である．

以上の状況を踏まえ，ゼータ関数の情報から漸近公式を導くための公式を別に用意する．

本節の議論は，例えば[4,Proposition 5]などで行われているような議論の一般化にあたる．

まず，第 2 種 Stirling 数に関する補題を示す第 2 種 Stirling 数｛~}とは，漸化式

{n;l}=kじ｝＋｛k: 1}' (5.1) 

および初期条件

{:} = 1 for all n ~ 0, {;} = { ~} = 0 for all n > 0. (5.2) 

によって定まる数であったまた， Bernoulli数凡とは，

x °°砂

eX -1 ＝こBn訂. (5.3) 
n=O 

によって定まる数であった
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補題 5.1.正整数 n>Oに対し，以下の等式が成り立つ．

t (-1)n+K悶翡{;}=』＿ l (X) Bm+n (-X)m 

(l -e-”)K 呼 (n-1)！こ m+n m!’ 
k=l m=O 

証明．変数変換x→ -Xおよび定数倍により，主張は次と同値である：

t (K-l)！｛;｝ = （n-1)！__ (X)Bn+mXm 
(ex -l)k 呼

(1)nこー
n+mm!' 

k=l''m=O  

凡(x)，広(x)を次のように定める．

凡(x)＝こ~(k-1)!{;} 
(ex -l)k, 

k=l 

(n -1)! 
[X) 

Bn+m xm 
Gn(x) = -（-1)nこ

xn n + m m!’ 
m=O 

すると，凡(x)= G心）は Bernoulli数の定義と同値であり， n=lの場合が成り立つ．明

らかに，広(x)は漸化式羞伍(x)= -Gn+i(x)を満たす．一方，第2種 Stirling数を定める

漸化式 (5.1)により，羞凡(x)= -Fn+1(x)であることも示される．初期値，漸化式が同じ

であるので，凡(x)= Gn(x)がすべての n>Oに対して成り立つ． ロ

以下，次を仮定する．

• sは集合．

• H: S→応は Sから 1以上の実数への写像

•任意の正実数 B > 0に対し， N(S,H,B)= #{x ES: H(x)さB}は有限

•ゼータ関数 Z(S,H,s) を

Z(S,H,s)＝ど
xES 

H(x)8 

によって定めたとき，この級数は Re(s)が十分大きな sに対して絶対収束し，さら

にある aE応 oが存在し， Z(S,H, s) E <Q)(a-s)が成立する．

2汀《
この仮定の下で，ゼータ関数 Z(S,H,s)は周期 の周期関数である．さらに，

log a 
Z(S,H,s)の極からなる有限集合 Polesを次のように定める．

21r 
Poles = { a E <C : a is a pole of Z (S, H, s), 0さRe(a),0さIm(a)< ~}. 

log a 

2ハ／可：
これは，実部が非負であるような Z(S,H,s)の極の，周期 ― に関する完全代表系で

log a 
ある．各 aE Polesに対し， aにおける Z(S,H,s)のLaurent展開を次のように定める．

Na 

Z(S,H,s)＝ど 叫a)
(loga)n(s -a)n 

+ (holomorphic at s = a), cNu(a) -:/ 0. 
n=l 

以上の設定の下， Z(S,H,s)の極の情報から， N(S,H,B)の漸近挙動が次のように求めら

れる．
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定理 5.2.

Na _n-l 
N(S,H,B)＝ど L aam区叫a)m 

am:,;B aEPoles n=l 
(n -1)! 

+ 0(1). 

証明まず， Z(S,H,s)の定義により，

Z(S,H,s)＝名＃｛xES: H(x) = am}a―ms 

となることに注意する以下， Z(S,H,s)をより平易な関数で近似することにより，＃｛XE

S: H(x)＝炉｝に関する評価を導く．

補題 5.1より，

こ
n (-1)n+K 悶翡{~} 1 

k=l 
(1 -a- （s-a)ド― ~s-a)n

は s=aで正則である．従って，各 aE Polesに対し，

Na 

Z(S,H,s)ー Lcn(a）と
n (-1)n+K 悶虚{~}

(1 _ a-(s-a))k 
n=l k=l 

は s=a で正則である． a― (s-a) は周期 21r✓コ］ logaの周期関数であり， Polesは，実部

21rv-I 
が非負であるような Z(S,H,s)の極の，周期 ― に関する完全代表系であったので，

log a 

Na 

Z(S,H,s)-L Lcn(a）こn (-1)n+K ｛に闘{;}

aEPoles n=l k=l 
(1 _ a-(s-a))k 

はRe(s)2': 0で正則である．さらにこの関数は周期的だから，ある正定数(]"> 0が存在し，

Re(s) > -(J"で正則一方， Polesにわたる和は，次のように a→に関するべき級数に書き

換えられる．

Na 

L Lcn(a）こ
n (-1)n十鸞翡｛~}

(1 _ c_y-(s-a))k 
aEPoles n=l k=l 

玉s喜％（a）喜—1)n十心―-］］：い｝言(-mk)(-a―(s-a))m 

＝羞es 芦％（a）竺—1）叫k 悶―-[｝： ｛乃｝区(m+：-1)amaa ms 
＝旦a―ms星esaam 喜 (n%［a:）'苫—1)n-K じ｝ （k-I)'「;-K1 -1) 
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最初の等式は二項定理であり，次の等式は二項係数に関する公式(:)= (-1四(m+:;,-1)に

よる． Pochhammer記号 (x)n= x(x + 1)・・・ (x+ n -1)を導入すると，

立）n-kじ｝（K-1）！ m+k-1 

k=l 
（）  

1 ＝盃区（一1)n-Kじ｝（m）K
k=l 

=m 

が分かるただし，呼＝こに(-1)n-K{：｝ （x)Kが成り立つことを用いた．以上より，

Na 

こ区叫a)と
n (-1)n+K悶翡{:}

(1 _ a-(s-a))k 
aEPoles n=l k=l 
oo Na mn-l 

＝区a―ms区 aamLcn(a) 

m=O aEPoles n=l 
(n-1)!. 

である．

いに関するべき級数

言(#{XE S H(x) ＝ am}ーエsama喜％（a）（nm：ーい） 0―ms 

はRe(s)> -c,に関して正則であり，特に s= -c,/2を代入したべき級数は絶対収束する．

各項は 0に収束しなくてはならないから，ある正定数 C>Oが存在し，すべての非負整数

m に対し

Na mn-1 
#{x ES: H(x) = a門ーと正区叫a)~I amu/2さC.

(n -I)! 
aEPoles n=l 

が成り立つ．

N(S,H,B) = L #{x ES: H(x)＝訂｝
a'"'SB 

であるので，

Na mn-1 
N(S,H,B)-L L (Yam Lcn(a) 

砂 :S:BaEPoles n=l 
(n -1)! 

Na _n-1 
さ L l#{x ES: H(x) = am}- L CYma Lcn(a),2 

am:,;B 
(n -1)! 

aEPoles n=l 

さCL(a―c,/2四
m<T 

く1-：呵／2.

口
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以上の漸近評価は，階段状の不連続な関数による近似である．これは， Hの値が aの幕

しかとらないことに起因する．

6 具体例

k＝凡（t，凶3+3),の(z)＝召＋ 1/tE K[z]とする．この状況で N(K,¢,B)の漸近公式

を求める． Kに関しては次のことがわかる：

•体 K は楕円曲線炉＝丑＋ 3 over氏の関数体である．

• Jacobi記号の計算（苧）＝ （苧） ＝ f(0)(5-1l/2 = -1 in IF5により，素イデアル

tlF叶t]は Kで惰性従って， S= {v E MK: v(t) > O} =｛叫である．ただし， Vtは

素イデアル tOKに対応する素点．さらに， qVt= 52 = 25，巧（t)= 1. 

• { (x, y) E IF~ :炉＝企＋ 3}= {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 4), (3, 0)｝は 5点からなり，楕

円曲線炉＝企＋ 3の Frobeniustraceは 0.これより， K のゼータ関数は

1 + 51-2s 
伍(s)=~51-s)·

定理 4.1,により，ゼータ関数 ZK(<P,s)は次のように求められる．

な(¢,s) 

＝ 
紐(s-1) %＋ （qVt―1)此ーqVtutt+ q -1 %—砥
伍（s) 1-砥伍（s)1-吐

=5―s 
(1-5→)（1 + 52-s)(l + 53-2s)''.--.s (1 -5→)（1 + 51-s) + 4 • 5―S 

(1 + 5-s)(l _ 52-s)(l + 51-2s)'~ ~ (1 + 5-s)(l + 51-2s) ・ 

極の代表系は

2 2log(5)'2 + 2log(5)'2log(5) Poles = { 2, 1 + 27□t+~,~} 
であり，すべて単純であり， Laurent係数は表 1のように求められる．

表 1:Laurent coefficients 

a E Poles I 2 
1'1f¥／可
—+ 2'2 log(5) 

1. 37r¥／コ：ハ／可
—+ 2'2 log(5) log 5 

叫a)
8 2 2 

91 7 
- -（23-3ご）ー(23+30)

7 

400 

13 
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以上のデータと定理5.2により，

N(K叫 B)

=L L戸 (a)+0(1) 
5m:,;B aEPoles 

＝と（嘉幻＋ ~(23-3\/'=5) （□）m ＋］（23+3《)（-《可＋ W(-1r) + 0(1) 
5m:,;B 

8 92 宝区 25m十了と (-5)m十一
30 
7 と (-5)m+0(1)

5m:,;B 52"'<B 52m+l:<;B 

25 血逗 5 = 25 | log5」 i.坦豆竺 1 坦豆旦＿1

273 
+ - （46(-5) |2 log5」+15(-5)lH~)」

21 
) + 0(1). 
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