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1 まえおき

液体ジェットの問題は，微粒化，混合などジェット不安定化の応用や製紙やコーティング

など安定化の応用で工業上重要であり，古くから理論的・実験的に研究されてきた [1,2, 3]. 

特に，平面ジェットの不安定による破断現象は， Squire[4]による線形解析以来，多くの

研究者によりその発生メカニズムが調べられてきた [5,6, 7]．なかでも非線形解析では，

MehringとSirignano[8]は長波近似で得られた非線形方程式を用いて，周囲流体がなく

ともシートは破断することを示した．また， KanとYoshinaga[9]は2枚の平面壁間での

シートの挙動を数値的に調べ，シートと壁面間の距離の減少が非線形性と不安定性を増加

させることを示した．さらに， Fujiwara[10]は2枚の平行平板間でのシート部と周囲気体

部に長波近似（薄膜近似）を適用し，周囲流体を含む液体シートの非線形方程式を導出し，

周囲気体によるシート破断の影響を解析的に調べている．

このような平面ジェットの不安定性は，ジェットと周囲気体間の速度差による空力不安

定に基づく Kelvin-Helmholtz(KH)不安定現象として知られているが，同様な不安定現

象は周囲気体の振動によっても引き起こされる．この不安定現象は古くからパラメトリッ

ク励振として，ブランコや振子で知られており，固有振動数の 2倍で加振したときに励起

される振動現象である．このような現象は流体においても鉛直加振された容器内液面に発

生する定在波（ファラデー波） ［11]や，鉛直または水平加振された 2層流体界面の振動現

象 [12,13, 14]などがこれまで調べられてきた．近年，液体ジェットでも関連する現象が実
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図 1:Schematic of a planar liquid jet and surrounding gas between solid walls, where the 

gas phases are subjected to velocity oscillations in the x direction. 

験や解析で調べられるようになった． DigheとGadgil[15]は周囲気体をジェット面に垂直
に加振したとき，低周波ではシートが大きく変形するが高周波では小さく振動し破断する

ことを示した．一方， Jia[16]等はジェット面平行に加振するとき，外部振動がジェットの

破断を遅らせ，外部振動数の半分の振動が励起される場合があることを示した．この実験

に関連して，無限に広がった周囲気体に加えられたジェットに平行な速度振動が，ジェッ

トの安定性にどのような影響を及ぼすかを線形解析により調べられている [17,18]. 

本解析では， Fujiwara[10]により示された長波方程式を用いて，ジェット平行に加えら

れた周囲気体の速度振動によるジェットの安定性と破断現象を線形および非線形の解析に

より調べている．

2 長波近似と非線形発展方程式

圏1に示すような平面壁間に挟まれた2次元平面液体ジェットを考え，主流方向をx軸，

厚み方向をy軸に取る．ジェット上下界面はy=h且x,t)，ジェット部厚み中央面はT/(X,t) 
（三（加(x,t) + h_(x, t))/2)，気相部厚み中央面はT/(X,t)士（三（士L士加）／2),ジェット部厚
みb(x,t)（三仏(x,t) -h_(x, t)），気相部厚みb(x,t)士（三 L-lh(x, t)且）で表される．また

壁面はy＝土Lで規定される．ジェット液体部，周囲気体部での諸最をそれぞれ添え字l,

gで表し，流速（切，vか(ug,%)，圧力Pl,Pg,密度pぃPg,表面張力 a-,粘性係数ぃとする．
ただし，周囲気体部の粘性は無視 (μg= 0)し，圧縮性と重力の影轡は考えないものとす
る． さらに，周囲気体部の速度変動がx軸方向に 8sinw8tで与えられているとする．

基礎方程式はジェット流体部 (-h_< yく加），及び周囲気体部(-L < y < h_, h+ < 
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y<L)に対する連続の式と運動方程式であり，境界条件としてはy＝土L,y＝凡での運

動学的条件と， y=h土での力学的条件（界面接線方向と法線方向）からなる．

解析を簡単にするため，液相，気相厚みがジェット変形波長に比べて十分小さいとし，

以下の薄膜近似を考える：

(i)液相部(h_< y < h』:

uz(x, y, t) = uzo(x, t) + (y -77)u11(x, t) + (y -77)2ul2(x, t) + ・ ・ ・, (la) 

vz(x, y, t) = Vzo(x, t) + (y -77)v11(x, t) + (y-77)2v12(x, t) + ・ ・ ・, (lb) 

pz(x, y, t) = pzo(x, t) + (y -77)p11(x, t) + (y -77)2pz2(x, t) + ・ ・ ・, (le) 

(ii)気相部(-L < y < h_, h+ < y < L) : 

Ug土(x,y, t) = u9o土(x,t) + (y -7)土）Ugl土(x,t) + (y -7)±)2Ug2土(x,t) + • • •, (2a) 

Vg士(x,y, t) = v9o士(x,t) + (y -7)士）Vgl士(x,t) + (y -7)土げVg2士(x,t) + ・ ・ ・, (2b) 

Pg士(x,y, t) = P9o土(x,t) + (y -7)士）Pgl士(x,t) + (y -7)士)2Pg2士(X,t) + ・ ・ ・. (2c) 

ここで, |h-771 ~ b/2 ~ O(b), lh土― n且 ~b土／2~ O(b土）の程度であるがn,n土の大きさ
は変形波長（～入）程度～ 0(1)として b，如≪入であることに注意しよう．

このような近似を基礎方程式と境界条件に用い，厚みb,加の最低次の項を残して，無

次元化された以下の方程式系を得る：

両両
ー＝一切o—+vlo, 
8t 8x 
8b 8b 如 o
- ＝ -Ulo―-b 
8t 8x 8x' 
如 o 如 o 8plo 匈

+Pll一＝一切o -
8t 8x 8x 釦

＋嘉{~_山1□ -2詈皇＋ 2山2［い（塁）］｝，
如o 如o
ー＝一山o―-Pl1
8t 8x 

＋贔{〗2x?-Vl1;:] -20;；1塁＋2vl2[1 + （塁）］｝， 
如 o士如o士 18pgo士 1 枷 1ab 1fl!-= -Ugo土 0x ―; 8x 十五（元土2面)Pgl土，
如o士 avgo士 l
= -Ugo土――at -,,v~ ax Pgl士・

1 

(3a) 

(3b) 

(3c) 

(3d) 

(3e) 

(3f) 

ここで，代表速度，距離，時間，圧力はそれぞれ，撹乱がない場合の主流速度u。，ジェッ
ト半厚みb。/2,時間u。/（b。/2)，動圧力pzUJを用い，無次元鼠としては密度比,= Pg/pz, 



42

壁面距離m= L/(b。/2)，レイノルズ数Re=Plu。(b。/2)/μ1,ウェバー数We=Plu名(b。/2)/a
が導入されている．ここに，

2v90土＝竺土ピ竺十Ugo土（竺二）at ~ 2 at'~yu::r: ¥ ax ~ 2 ax J' 

慶士i霊＝士羞[Ugo士(m-1干T/)]'
の関係があり， PlO,Pll,山1，vl1，切2，mは山o,vl。の関数である．

3 線形安定性

前節で得られた長波方程式系で外部振動の下での撹乱の線形時間安定性を調べ，厳密方

程式系（甚礎方程式＋境界条件）から得られる線形安定性の結果と比較する．まず，平衡状

態が界面変位一定状態 (h士＝土1)と仮定したとき，外部振動のため流速と圧力は以下の

ように変化する：

Ulo ＝仏（t),Vzo = 0, u9o土＝ ％（t), VgO士＝0,

Pzo = P9o土＝P(t)x,rJ = Pll = Pgl土＝O,b= 2. (4) 

ここで， Ulと匂は定数で，％（t)=匂＋ i5sinwふ駅(t)＝厄＋洲sinwst,P(t) = 
ー秘凸 COSW8tとなる．波数Kの正弦撹乱を含む微小撹乱を～のついた量で表し以下のよう

に仮定する：長波方程式に対して，

(al，切，a，土，6,土）Pl,1うg土） ＝ ［Ul(t),0l(t)，Ug土(t),v,±(t)』分(t),p,土(t)]exp(ikx), (5a) 

（り，b)=［り(t),b(t)] exp(ikェ）．（5b)

一方，厳密方程式に対して，

（初，切，fig士，11g士,Pz,i雇）

= [ilz(Y, t)，切(y,t), il9士(y,t), v9士(y,t),pp(y, t),p,士(y,t)] exp(i kx), (6a) 

(iJ, b) =［り(t),b(t)] exp(i kx). (6b) 

これらの撹乱が平衡解 (4)に加わった場合の安定性を考える．上記諸量を長波方程式およ

び厳密方程式に代入し，撹乱の 2次以上の量を無視する．このとき密度比ァが十分小さい

場合を考えるので，反対称モードが支配的になり，かつWeが極端に小さくなければ液体

粘性は常に撹乱の増輻を抑える．そのため以下では非粘性(Re→oo)の場合について考
える．その結果，反対称モードに対する以下の分散方程式を得る：

d2 T/, n A f,¥ dり
(1 + Q)~ + 2A(t)~ + B(t)り＝0.
d炉 dt

(7) 
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ここで，長波方程式に対して

1 m-1 
Q=1[~+ 
炉(m-1)'4 n l 

A(t) = i k(U£ + QU9), 

d u£ 1-2 TT2, n r.,_ d Ug 
B(t) = ik~ -k2屑＋ Q(ik~ -k2ぴ

k2 

dt - dt― g） ＋証

一方，厳密方程式（基礎方程式＋境界条件）に対して

(8a) 

(86) 

(8c) 

Q = 1cothk(m -1) + tanhk, (9a) 

A(t) = ik[U91cothk(m -1) + Vバanhk], (9b) 

dUg dU£ 炉
B(t) = (-k呪＋ ik~)'Ycothk(m-1) + (-k切＋ik)tanhK+- （9c) 

dt dt We・ 

(7)式は変数変換

り＝ F(t)exp(-J心）dt,
叫 t= 2T and 2T→2T + n/2, 

を導入することにより，以下のHillの方程式に帰着する [13,17] : 

d2 F 
+ (0。+202cos 2T + 204 cos 4T)F = 0. 

ここで，

d T2 

0。= 4k2 □-Q 仇ー冒＋！い 1賛），
叫 1+Q) We 1+Q 2 

4炉Q
02 =- （厄ーu,)（1-1)ふ
叫 1+ Q)2 
炉Q

仇＝ー (1-1)呪
叶(1+ Q)2 

(11)式は以下の解を持つことが知られている [19,18] : 

F(T) = exp(μT)心(T).

ここで，いは適当な 7f一周期関数，μは以下で与えられる Floquet指数である：

cosh(μT) = 1 -2 sin2 ~ -
ハ墨 n . 02 0i 

sin 1rぶ (2 +)  
2 4高 1-0。22-0。•

(10a) 

(10b) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
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We=100, y=0.001，似＝0.01,m=20,8=0.1,0.3,0.5
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図 2:Variations of the growth rate凸（三μ叫 fork. The approximations are denoted by 

solid lines (8 = 0.5), broken lines (8 = 0.3) and dash-dotted lines (8 = 0.1), while the 
exact analysis by△(8 = 0.5), 0 (8 = 0.3) and□(8 = 0.1). 

μ＝邸＋叩とすると，咋＞ 0でFは時間的に増幅して不安定になる．

の時間発展は元の座標系で書き囲すと以下のようになる：

Ws 
りexexp(~µ炒） X

2 

このとき撹乱り

叫
exp Ii 一叫—
（．叫 ik叫⑰＋Q広）t＋ik(1+Q)6sin叫）
2 (1 +Q)ws 

exp(i kx)心(—t).
2 

(18) 

以下ではUz= 1 + 18sinwst, U9 = 8sinwstとして増幅率の計算結果の例を示す．図3

ではWe= 100, 1 = 0.001, m = 20, Ws = 0.01の場合，増幅率WJ（三限）の波数Kに対す
る変化を 8= 0.1, 0.3, 0.5に対して厳密解析と比較して示している．長波長領域(k乏0.1)
では従来のKelvin-Helmholtz(KH)不安定が現れるが，高波数領域(kえ0.1)ではWsの外
部振動により発生するパラメトリック不安定が現れる．図では， Kが大きくなるにつれて

1st, 2nd, 3rdモードが現れるが，それぞれはWs/2,WS, 3w/2の振動数に対応している．

近似解と厳密解の比較では， KH不安定に関しては比較的よく一致しているが，パラメ

トリック不安定では高次モードになるに従い差異が大きくなる．また， 6に関しては， KH

不安定が空力不安定であるため影響は小さい．しかし，パラメトリック不安定では，いが

大きくなるにつれて発生する不安定の強さは大きくなる．また，厳密解析とのずれは， 8

が大きくなるにつれて，その差がより大きくなることがわかる．いずれにしても， Wsの

外部振動に対して，パラメトリック励振により ws/2に相当する波数撹乱が最も大きく励
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Sinuous Wb=100，釘0.01,8=0.5 
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図 3:Variation of the maximum growth rates（凸）max（三（匝）max)of each modes for 

different m. The approximations are denoted by solid lines (KH mode), broken lines (1st 

mode) and dash-dotted lines (2nd mode), while the exact analysis by△(2nd mode), 0 

(1st mode) and□(KH mode). 

起されることがわかる．このとき，叫， 3凸／2等に相当する高次モードも発生するが，高

次モードになるにつれて弱くなる．

次に，各モードの最大増輻率 WJmax（三μ叫ax)のシート壁面間距離mに対する変化を見

る．図3ではWe= 100,'Y = 0.001,叫＝ 0.01,8 = 0.5として， mが変化するときの増輻

率の変化を，近似解と厳密解で比較している．図よりわかるように，長波領域でのKH不

安定モードではm乏30でも，近似解は厳密解によく一致している．しかし，短波長領域
のパラメトリックモードではmが増加するにつれて近似解は厳密解からずれ，両者が一

致するのはm乏20程度であることがわかる．さらに高次モードでは近似解と厳密解はよ
り小さい mでしか一致しない．このことから，近似が有効な範囲として当該パラメータ

では m 乏20と見なせる．また，厳密解析からわかるように mの増加とともに KH不安
では増幅率が一様に減少していくのに対し，パラメトリックモードではミ 10ではほぼ一

定に保たれている．（10a),(9a)からもわかるように， mの影警は密度比ァの補正項とし
て現れ，増幅率に対するその影響は空力不安定である KH不安定に大きく現れる．そのた

め，パラメトリックモードではmが十分小さい場合を除いてあまり大きく影響しないと

考えられる．
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4 計算結果

非線形解析では各モードでの最大増輻率近傍での波数kmを撹乱の初期値とし，長波方程

式(3a)から (3f)を周期境界条件のもとで解く．このとき， U1= ry8sinw8t, U9(t) = 8sinw8t, 

り＝2coskmxとして (5a),(5b)で初期撹乱を与える．

計算方法は，時間微分はオイラー法，空間微分は2次差分，圧力方程式はガウスの消去

法を用いて，時間差分△t= 0.01,空間差分△X=入／N（入＝ 27r/km,N = 50)とする．さ

らに， nの時間発殿で(7)式を 4次の Runge-Kutta法で解くことにより nの時間発展の線
形解と非線形解の比較を行っている．以下ではWe= 100, "(= 0.001, m = 20, W8 = 0.01 

とした場合について述べる．

4.1 KH不安定モード

圏4はKH不安定モードにおけるシート最終形状と各時刻におけるシート厚みの最大値

bmax,最小値bminおよび中心面変位の最大値枷maxの時間発展を示している．ここで，比

較のため外部振動がない場合(8= O)を(a)図に，外部振動がある場合(8= 0.5)を(b)図

に示している．また，伽maxの図では実線は非線形解析結果を， 0は線形解析結果を示し

ている．

関4(a)で，シートの最終形状は不安定による増幅の結果壁面に接触している．その過

程で，厚みbに関してはbmax,bminともに一定値（線形解）から緩やかにずれてくる．また，

中心面変位nに関しては， T/maxが時間的に培幅していくが，最終段階を除くほとんどの

部分で線形解析と非線形解析は一致している．そのため，非線形性が顕著になるのは最終

段陪で壁面に接触する付近である．一方，図4(b)では，最終形状は(a)図と同様壁面に接

触しているが，そこに至る過程では， nの変化に外部振動の影響がみられ，増幅は時間的
に一様ではない．また， bは一定値（線形解）から最終段階まで緩やかにずれ，非線形性の

影響が現れている．さらに，最終段階での壁に接触するまでの時間は外部振動のために伸

びており，実験結果 [16]と定性的に一致する．

4.2 パラメトリックモード

圏5はWe= 100, "I = 0.001,叫＝ 0.01,m = 20, 8 = 0.5としたときの，パラメトリッ

クモードにおけるシート最終形状と各時刻での厚みbmaェ， bminと中心面の変位nma” の時

間発展を示す．ここで，（a）図では第 1パラメトリックモード (k= 0.12)を，（b）図では第
2パラメトリックモード (k= 0.2)を示している．また， nmaェの図では実線は非線形解析
を表し， 0は線形解析結果を示している．

圏5(a)の第 1パラメトリックモード (k= 0.12)では，最終段階でのシート形状が大き

く変形し破断していることがわかる．このとき厚みbmax,bminは緩やかに時間的に変化し

最終点近傍で急激に変動し bminが0になり破断に至ることがわかる．中心面変位伽maxの

時間的な増加は外部振動のため単調ではなく振動的であり，線形解析との比較から最終段
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図4:Sheet profiles in the final stage and evolutions of bmax, b四 n,T/max in the KH unstable 

mode (k = 0.05) when We = 100,'Y = 0.001, m = 20 and叫＝ 0.01,where (a) shows 

8 = 0 and (b) 8 = 0.5. In the figures, the solid lines denote the nonlinear results and 0 

denotes the linear calculations. 
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when We = 100,'Y = 0.001, m = 20, 8 = 0.5 and W8 = 0.01, where (a) shows the 1st 

mode (k = 0.12) and (b) the 2nd mode (k = 0.2). In the figures, the solid lines denote 

the nonlinear analysis, while O the linear analysis. 
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階で急激に増加して線形解からずれていることがわかる．一方，図5(b)の第2パラメト

リック不安定モードでは (k= 0.2)，最終形状はより小さい振幅で破断していることがわ
かる．そのため破断までの時間は少なくなっている．シート厚さは時間的に緩やかに変化

した後，最終段階で急激に変化し bmin= 0となり破断する．また，りmaxも第 1モードよ
りも変化の時間的な周期が短くなり，最終段階で線形解析より大きくなり破断に至ること

がわかる．いずれにしても，破断近傍で非線形性が大きく働くと考えられる．

以上のことから，外部振動があるとき，長波領域でのKH不安定モードに加え，短波長

領域でのパラメトリックモードでも不安定が発生し，場合によってはシートが壁面に接触

する前に破断に至ることが示された．特に，パラメトリック不安定の場合，厚みや中心面

変位が時間的に大きく変動しながらは増加していく．それに対してKH不安定モードでは

中心面変位は一様に増加し，原みは緩やかに変化していく．

5 結論

以上まとめて以下の結論を得る：

1.線形および非線形解析により，外部振動を加えることによりパラメトリック不安定

がおこることを示した．その不安定の大きさは振動周波数や振動振幅に依存するが，

従来の空力不安定である KH不安定モードとはその発生メカニズムが異なりお互い

に独立した現象と考えられる．

2.壁面の影響は周囲気体の密度比と大きく関連するので，壁面距離mの影響は空力

不安定を表すKHモードに大きな影響を及ぼす．そのとき， mが大きくなればKH

モードでの増幅率や増幅領域が減少するが，十分小さなmを除いてパラメトリック

モードヘの影響は小さい．

3.パラメトリック不安定により，高波数領域での不安定とそれによるシート破断がお

こることが解析で示された．このような不安定はノズルまたはジェット周囲からの

外部振動により容易に実現されることから，パラメトリック不安定は実際の現象に

おいても容易に起こりうることがわかる．

本解析では時間安定性が調べられ，外部振動数の半分の振動数（分数調波）に対応する波

数撹乱が大きく励起されることを確認した．しかし，実際の現象ではノズル付近で入力さ

れた外部振動に対する時空間発展の結果，分散調波振動の不安定波が発生することが予

想される．適当な条件の下での実験では分数調波振動が自然発生することが報告されて

いる．そのため，周期境界条件の下での解析で対応するこの現象は，波長入の初期撹乱に

対して波長2入の撹乱の発生と増幅を確認する必要があるが，今団の解析では確認できな

かった．
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