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電離波動系におけるダイナミック安定化

愛媛大学理学部飯塚剛
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Faculty of Science, Ehime University 

1 序文

ダイナミック安定化は、代表的なカピッツアの振り子 [1]やBose-Einstein凝縮 [2]、レー

ザーによる粒子トラップ [3]など、様々な系で見つけられる普遍的な硯象である。一方、

カピッツアの振り子の拡張として、加振された連成振り子の安定性解析 [4]がある。さ

らに、この「連成」に対する連続極限を波動とみなして「波動に対するダイナミック安

定化」を定式化した研究 [5]もある。本研究では、より現実的な波動に対象にダイナミッ

ク安定化の方法を適用するために、イオンプラズマ系 [6]に対して高速で振動する電場

を加えた系を取り上げる。

次節では、系の基本的な方程式を示す。第3節では、電子を質点とみなしてダイナミッ

ク安定化を適用する。次の第 4節ではイオンを流体とみなして、波動としてのダイナ

ミック安定化を議論する。これより、高速電場下での有効方程式を得る。さらに 1次元

化して弱非線形近似を第 5節を導人する。第 6節では高温近似を考えて、イオンプラズ

マ系における KdVソリトンの影響を考える。最終節では「安定化」に対するコメント

をする。

2 基本方程式

イオンと電子の電離状態に振動電場が加わった系を考える。イオンの電荷、質量、速

度場、個数密度場をそれぞれ e,m,v,nとし、電子の電荷、質量、個数密度場をそれぞ

れーe,me, neとする。また電子とイオンから生じるスカラーポテンシャルをのとする。

€« 1として、振動電場を生む加電圧を c1V（尤）cos(E―1wt)とする。この系が満たす方

程式は

m （塁＋（v ▽v)) = -e▽(¢+E-1V（の）cご），
枷

at 十▽(nv)= 0, 

匹＝Nexp{-（ご｝，
e ▽% ＝一ー（n -叫，
€o 
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である。がま位置、 tは時間を示す。第 1式はイオンを流体とみなしたときの運動方程

式である。第 2式はイオンの個数保存を示す連続方程式である。第 3式は電子の密度を



表す熱平衡の式である。 kB、T、Nはそれぞれボルツマン定数、絶対温度、定常状態で

電子の密度である。 ¢eは電子が受ける有効スカラーポテンシャルを示し、 (-e)のパま対

応するエネルギーである。ここで電子の質最がイオンに比べて十分小さいので熱応答が

はやいものとした。さらに、振動電場の周波数は十分高いものとして

（電子の熱緩和時間)>（振動電場の周期）

が成立するものとする。上記の仮定より次節で仇を求める。第4式は、ポアソン方程式

である。ただし C。は電気定数である。

3 電子の有効ポテンシャル

振動加電圧の周期は熱緩和時間より十分短いと仮定したので、電子の個数密度につい

てリアルタイムの電位によるボルツマン分布を仮定することはできない。そこでまず、

ある 1つの電子に注目して電子の運動を考える。電子の位懺をェ(t)とすると運動方程

式は、

mぷ＝ e• (</J+E—1V(x)cos~), (3.1) 

である。€« 1に注意して、上式に対しダイナミック安定化の理論を適用する。まず「高

速時間」 TをT= E-ltで定義する。次に x(t)を

の＝ xa(t) ＋匹(t,T)+E2X2(t,T)+•••, (3.2) 

と摂動展開する。ただし、 Xぃ叫，・・・は運動の振動成分 (AC成分）を表しており振動周

期分の平均値は 0である。つまり、

J%／w叫t,T)dT三〈か＝ 0,(i=l,2,・・・), (3.3) 

である。展開式 (3.2) を運動方程式（3.1) へ代入して摂動論を適用する。€―1 のオーダー

からは
32叫

叫―-＝e▽V（エo)COS WT, 
街 2

(3.4) 

e▽V 
を得るが、これを 2回積分して X1= -~COSWT を得る。ただし X1 は AC 成分であ

m占

ると仮定したので、積分定数は 2回とも 0とした。次に沙のオーダーからは

me （ゎ。＋ 2~+~)= 心（xo) + e（の1.▽)（▽V(x0))coswT

e2 
=―▽ (-eの（尤o)＋ 2mew2 I▽V（x0)12 cos2 WT), (3.5) 

を得る。ただし 2番目の等式では X1の表式を代入した。この式に対して先に述べた平

均をとる。つまり、 T に関して 1周期分の平均値を計算する。結果左辺の X1，叩を含む

項は消えて、右辺に関しては〈cos2WT〉=1/2とする。結果

叫叫＝―▽ (-e¢(Xo) ＋ 4mew2 IVV(Xo)|2)， (3.6) 
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を得る。高速振動によって電子が受ける有効スカラーポテンシャル¢eは(3.6)の右辺の

括弧内である。つまり

とすることが出来る。

e 
¢e = ¢― 4mew2 

I▽V(Xo)|29 

4 波動系のダイナミック安定化

(3.7) 

前節では質点としての電子に対して、ダイナミック安定化の理論を適用したが、本節

では流体としてのイオンに対してダイナミック安定化の理論を試みる。元となる方程式

は(2.1)、（2.2)、（2.3)、（2.4)であったがr/>eが具体的に求まったので、 (2.3)、（2.4)をま

とめて

叫＝一t(n-Nexp{しり (-e¢ 十 4mee2W2I▽v12)}), 

とする。前節同様 T を高速時間€―lt として、次のような摂動展開を導入する。

v=v0(x,t)+v心，t,T)＋叫(x,t,T)＋・・・

n = n0(x, t) + m1(x, t, T)＋・・・

¢ ＝伽（X,t) + E釘（X,t,T)+ ・ ・ ・. 

また AC成分に関する仮定

〈Vり＝〈V2〉=．.． =0, 〈叫＝〈釘〉＝・・• =0, 

を設ける。運動方程式 (2.1)のO(E―1)からは

枷 1
m = -e▽V(x)coswT, 

OT 

を得る。これを積分することにより、

e 
V1=―▽VsinwT, 

mw 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

となる。 0(E0)からは

枷。 8v1.8v2 
m （ 可 ＋ 可 ＋言＋（Vo・ v')vo + (V1 ・▽)Vo+ (vo ・▽)柘＋（V1・ v')v1) = -e（向o),

を得る。これに対して前節同様の平均化を行うと

m信°+（Vo •• )Vo+ <(V1 ・▽)V1)) = -e（▽伽），

となる。さらに (4.7)を用いると

e 2 2 

〈(v,-V)v,いに） （▽V• ▽)▽V,E戸ユ＝▽虞），

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 



がわかる。次に連続方程式 (2.2)に対しては 0（設）で、

枷。
十▽ •(n。Vo) ＋▽ •(n。妬） ＝0, (4.11) at 

を得るが、左辺第 3項は平均化によって消える。ポアソン方程式 (4.1)の0(E0)からは

e2 

亨＝一互 (n。— Nexpい（⑩o- 4mew2I▽v12)}), (4.12) 

が導かれる。ここで改めて、 no→ n,Vo→ v, ¢。→ ¢として、得られた有効方程式を

列挙すると、

m （誓＋（V・ ▽)v)=―▽ （⑩十二町）， （4.13) 

枷
—+ ▽・ (nv)= 0, (4.14) at 

叫＝一t(n-Nexp{6 （⑳— 4叫S1v'v12)}), (4.15) 

となる。これらは高速振動電場ー€―1（▽V(叫） cos(E―1wt) のある系での「イオン・電子

系」の有効方程式となる。時間依存性は陽にないが、空間の陽な依存性は lv'Vl2に含ま

れている。

5 弱非線形理論（長波長）

弱非線形波動を調べる前に、振動電場がなくかつ線形化した場合を考える。つまり

(2.1)、（2.2)、（2.3)、（2.4)に対して、 V= 0とし、非線形項は無視して静電ポテンシャ

ルだけの式にすると

▽2 （二）＝竺（古冒—嘉▽％）， (5.1) 

となる。次に平面波解ゅ＝ ei(wt-k-x)を仮定すると、分散関係

研＝~- (5.2) w 閲＋ Kる＇（ 5．2) (0p..l...響．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．響●●

を得る。グラフにすると右圏のようになる。ただし ；： 

横軸は角波数ベクトルKの大きさ k=lklで縦軸は角 i 

周波数wである。また KD三｛｀戸＿はデバイ波数

／ 
疇江

と呼ばれw戸［：はプラズマ振動数と呼ばれる。 K1) 

m€o 
特に k= lklが知より十分大きいときはW=Wpとなる。一方 k→ 0のときは、

星＝0=尻＝三三 Co,
(5.3) 
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となる。 C。はイオン音速と呼ばれる。

次に K→0での弱非線形波動を考える。ただしここでは空間を 1次元とする。有効方

程式 (4.13)、（4.14)、（4.15)のvをvとし、▽を Vに対しては贔、 n,v，ゅに対しては羞

とすると

m （塁＋（V・羞v)）＝—羞（砕十二塁 2) ，
枷 8
—+-( at 枷

加） ＝0, 

信）2¢=-t(n-Nexp { 1T(⑳ -e2 W2塁2)｝）, 
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となる。ここで非線形性と電子の軽さを示す新たなスモールネスパラメター cを導入す

る。このとき m>> meより、 (5.4)、（5.6)において、

召 dVl2 召 dVl2 cm 
4mw2石＝ cF(c豆）＇ 4叫 W2石＝ aF(c豆）， a=可～〇（1),

とする。ただし V(x)の変化がゆっくりであるものとした。次に摂動展開

V=迅＋c鸞＋・・・， ¢=ふ＋心＋・・・， n = exp (-ffr) (N＋況＋c如＋・・・），

(5.8) 

を導入する。さらに長波長領域での現象を考えることを考慮して、次の座標変換を導入

する。

e=5も(x-C。t), 'f/ = E:~X, Co=凸［イオン音速 (5.9) 

以上を (5.4)、（5.5)、（5.6)に代入して eの各オーダーを比較する。まず (5.4)からは

(5.7) 

廓 1 8¢1 
0(E312) : mc0―-＝ e—_ 

洸 洸 '
(5.10) 

叩廊属厖 dF(ry)
O(c512) : -meo―+ m祈―_=—•- -e—_ - （5.11) 

洸洸淡両 dry'

となる。 Fは(5.7)より、 TJ= €3/2 の関数 F(ry) であることに注意しよう。次に (5.5) か

らは

O(s3/2) : 坑統
-Co 

淡
+N~=O, 

淡~

O(s512) : e贔 {-c。~+N~+ 羹（疇）｝ ＋N羞(e―応）＝ 0 

最後に (5.6)からは

O(c):元
Ne ~ 

知T
釘，

0（り警＝一te―昴い（言＋；（司）｝，

）
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がわかる。 (5.10)、（5.12)をぐで積分して積分定数を 0とすると、

Ne ~ Ne ~ 
m疇 ＝ eふ， Co元＝ N祠． ．．元＝凸＝仇，

me。知T
(5.16) 

8 eNe-aFI転 T
となり、 (5.14)と一致する。次に一(5.15)+ ~(5,11) より ¢2 を消去して

淡 €o枠T

贔 eNe―aF/k汀
-/ 

言＋ 心 T (-me。詈＋mt)＝-te汀｛元一互（号）2｝
eNe-aF/k汀厖 dF

― 心 T (e On十而），（5.17)

emco 応
を得る。さらに (5.17)+~(5.13) より―ーを消去して

磁 BT 洸

0:t1 + eN€eo-KaBF；知Tm祖~+：□ （-幻e―晶~+e―鱈（疇）＋ N責(e―叫））

＝ーte 汀｛砧一〗信）2｝— eNceo-Ka:；知T (eooi; ＋誓）， （5.18) 

が導かれるが、 C。の表式 (5.3)を考慮するとこの式の両辺の元が消去されることがわか

る。この式と (5.16)より祠元を消去してふだけの式にすると

詈＋€；€勺叫昌｝警五噂＋喜（1- 口）誓＝ 0,
を得る。ここで u（い）を

ぷ（い）＝ u（い）exp{2kい｝，

で定義する。すると (5.19)は

(5.19) 

(5.20) 

冑＋€；：嘉 exp{;sり｝信＋；` exp{2kい｝＋土闘exp{--i;rF} = 0, 
(5.21) 

となる。さらに w［ふ77]を

知T r a 
畷，ry)= w[~, ry] +~exp {-2知TF}, (5.22) 

で定義すると (5.21)は

枷心T f aF(ry)1 a3w, e aw f a 17), 1 aw 面＋幻iexp{知T｝ 8舒＋知T`exp｛叩TF}＋喜＝0, (5.23) 
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となる。ここで変数変換 (~,T/) →（ふ T) を

1 
〈=< --n, T=n, 

a 

で導入する。ここでの T は前節の T とは異なることに注意しよう。すると

0 0T O O< 0 0 1 0 
-＝ --＋--＝ ----
On OnOT On0(OT a｛れ；＇

(5.24) 

(5.25) 

〇街 8 次 0 0 
函＝尻否＋応元＝尻' (5.26) 

となるので (5.23)はw((,T)=w［もn]として

竺十 €o知Texp{aF(T) ｝竺［十二＿ aF(T) 竺
缶 2召N K江幻 6exp{叫 T｝ `  = 0, 

を得る。これは係数が「時間」 Tに依存する K-dV方程式（後述）ある。

6 高温極限

(5.27)において転T/Fが十分大きいものと仮定する。 O(a) ~ 1なので

exp{ aF / kBT} ~ 1、exp{aF/2kBT}~ 1とできる。このとき (5.27)は

如がw 8w 
— +b—+aw~=O, 
缶叩灰

b 三 €o知T e 
2佐N'

a三

知T

(5.27) 

(6.1) 

(6.2) 

で与えられる。 (6.1)はK-dV(Korteweg-deVries)方程式とよばれ、非線形波動の代表

的な方程式であり、様々な物理の系に現れるモデルである。また、これは可積分性を持

ち初期値問題が可解であることが知られている [6]。特別な解としてソリトン解があり、

もっとも単純な 1ソリトン解は「速度」を d(>0)として、

w ＝予sech2［喜k-dT)}, (6.3) 

が知られている。これをもとの変数に遡って書くと

ふ(/,,")＝予sech2{；喜(1,-(a-'+ d),)} + ¥a知T(64)

＝弓sech2信（山x-C。l)-（い＋d）占）｝＋詈 (6.5)

を得る。これでスカラーポテンシャル（の最低次）がわかった。これと (5.16)より、速

度場と個数密度が求まる。ここで不等式

C。< c゚ < Co 

1 -€d 1 -€(d+ aリ'
(6.6) 



に注目しよう。左辺は、線形波であるイオン音波の速度であり、中辺は弱非線形効果を

取り入れたソリトンの速度である。右辺はさらに振動電場による効果を考慮した時の孤

立波の速度になっている。つまり振動電場によって、ソリトンが「高速化」された意昧

する。さらに (6.5)の右辺第 2項は、スカラーポテンシャルが「底上げ」されたことを

意味する。

7 結論と考察

本研究では、イオン電子系に対して高速振動電場を加えた系を考えた。結果、有効方

程式 (4.13)、（4.14)、（4.15)を得た。この解析はダイナミック安定化の理論を波動現象に

適用する新しい試みと考えらえる。次に空間次元を 1として、長波長域での弱非線形近

似を行うことによって、 K-dV型の方程式 (5.27)が求まった。さらに高温極限をとるこ

とにより、 K-dV方程式 (6.1)を得ることができた。ソリトン解を取り上げることにより

スカラーポテンシャルの「底上げ」と、ソリトンの「高速化」を見出すことができた。

最後に本題である「安定化」について述べたい。そもそもダイナミック安定化は有効

ポテンシャルによってもたらされる現象である。しかしここでは、安定化の解釈を拡大

して、加振動力（振動電場）によって、新たな有効ポテンシャルが生じること自体を「安

定化」とみなすこととしている。一方、分散が強い場合プラズマには不安定性があるこ

とが知られている。このような場合の振動電場の効果については将来の課題としたい。
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