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磁性流体界面解析へ境界要素法を適用するための課題

元北海道大学工学部水田 洋

Yo Mizuta 

Faculty of Engineering, Hokkaido University 

1 はじめに

磁性流体にはRosensweig不安定性[I]のような特有の界面現象があるが，

その安定性解析・時間発展解析を行う場合，界面が速く複雑に変形するたび

に磁場解析と流体解析の両方が必要になるため，界面が大きく変形したり印

加磁場分布が任意でも適用可能な，正確かつ効率的な数値解析システムの構

築が望まれる．ただし，界面量（磁場・応カ・流速など）を調べれば十分なこ

とが多く，静磁場および非圧縮・非回転・非粘性流体を仮定すれば，境界要

素法 (BoundaryElement Method, BEM)を用いて，磁場解析では磁気ポテン

シャル¢・法線磁束密度 bzを，流体解析では流速ポテンシャル¢・法線流

速 Vnを境界に限って求めることができる [2].

磁性流体の界面現象については，界面力学方程式 (Equationfor Interface 

Motion, EIM)による流体解析(2.1節）と汎用磁場解析(MagneticAnalysis for 

General Use, MAGU)による磁場解析を組み合わせた [3,4, 5]界面安定性の

分岐[4,6, 7]や界面物理量の波数スペクトルの時間変化[7,8, 9]，あるいは，

Rosensweig不安定近傍で界面変形の成長減衰を振幅方程式により調べる非

線形緩和力学[10,11]がある．これらと比較するため，これまで本研究では，

間接境界要素法による磁場解析・流体解析により，一様鉛直磁場中の 2層系

の界面上で磁場・応カ・流速を求め， Rosensweig不安定性の安定性解析との

関係を議論した[12].

本論文では，より安定で正確な時間発展解析が可能となるよう，双極子

モーメント密度を用いた間接境界要素法の代わりに，直接境界要素法に基づ

＜磁場解析・流体解析について議論する [13](2.2節）．このとき，境界同士

が交わる交線上の点で多価になる物理量の扱いを考慮しながら，離散化係数

が対角項で持つ特異性を定ベクトル場条件を用いて回避する方法を考察する

(2.3節）．また，磁場解析・流体解析それぞれについて，境界条件の選び方に

注意する (2.4節）．界面が平面で領域間に透磁率差がない場合 (3.1節）の検

証を有限振幅の界面変形と領域間の透磁率差がある場合(3.2節）に先立って

行った．界面変形を有限振幅にすると，界面上で界面応力和の分布が非一様

になるため，界面流速が誘起される．
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2 解析方法

2.1 界面力学方程式と非線形磁化

非圧縮性・非粘性・非回転の磁性流体界面の動的解析を界面形状の制限な

く行うため， Bernoulli方程式と界面上の力学的条件から導かれた，次の界面

力学方程式(EIM)を用いる [12,14]. 

p詈＋S= 0, cp=『dzvz, S三 G+ C + TN + D + Po-
-00 

ここで， p,cp, ?, Vz, s, G, C, TN, D, Poはそれぞれ，流体密度・流速ポテンシャ
ル・界面変位・流速の鉛直成分・界面応力和・重カポテンシャル・表面張カ・

磁気応力差・動圧・大気圧である．なお，界面の動きが充分遅くまた大気圧

が一様として，以後， S中の DとPoは無視する． Sを与えれば，（l）の時

間積分より界面変位が決まる．

磁気応力差八は界面磁場から決まり，磁場から流体への作用を表す．磁

性流体では，磁場の強さ Hがある程度以上強くなると，飽和磁化のため，磁

化M がHに比例しなくなる（非線形磁化）．

M(H)=Ms {coth(yH) —嘉｝．（り：書~*l
このとき磁気応力差は，両領域に共通な界面磁場，すなわち接線磁場hx,yと

法線磁束密度bzから次のように決まる [15].

TN= —誓｛（土—t)外2-µ。竺1n(~), H=~石
流体の透磁率μ1は，線形磁化の場合や真空透磁率μ。とは違い， Hに応じ

て変化する (B1:流体側の磁束密度， H1:流体側の磁場）．その結果， μ1は

領域内で一様にならず， Hを通して座標 r'に依存するようになる（非一様透

磁率）．
B1 Ms µ1= 互=µ。 {1 十万 (coth(yH) —嘉）｝＝ µ(H(r')).

2.2 直接境界要素法の基礎式

h'＝▽'¢', b'= μ'h'のように磁場と磁束密度を導き Gaussの法則▽'.b'=

•’•(µ’•’¢') = 0を満たす磁気ポテンシャルを¢'とするとき，直接境界要素
法の基礎式はGreenの定理から導かれる．ただし，透磁率が磁場Hを通し

てμ(H(r'))= μ(r') = μ'と場所の関数となることを考慮して， Greenの定理

を次のように拡張する [14]（これはGaussの定理を用いて示される）．

冊心’▽’•(µ’▽'U) 一的'•(µ’▽’¢'）｝＝炉 dS'. {¢'(μ’▽’1/1) -1/t(μ'▽'¢')}. 
s 
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虞 dS'qJ吋 →Q虎心翼砂，幻＝伍z
ZEjsjZ ijZ ZEj 鵠 R2'

〗(』dS'U心）→ P決j=~ふzP泊jZ, p = 
ZEj lj 鵠 Rμi

胃dS'印J¢]）lJZlJZ→ Qt`〗鵡zむ鉛＝比IR[；；IZR；互z,
I(-ffdS'如Jbん） → P[lbJ三二ふzP仇Z, pし＝4¢：災：μ’
ZEj ふz ijZ ZEj 
R=r1-ri, R司RI, t戸 RfR, (R-JZ三tR・ tj, (il-R三ti/.t凡 [iI・JZ三tiI.tj• 
なおここでは， Fig.l(c)のように，座標 rjが同じでも法線方向 tjzが複数あ

ることによる多価性を考慮している．この場合，磁気ポテンシャル¢jおよ

びpij'pしはrjと同様法線方向 Zによらず共通であるが，磁束密度成分bjZ

および QijZ,Q[JZはtjzに応じて多価となる．（7）の LZEjは，同じ jに属す

る複数の方向 Zの和を表している．

2.3 定ベクトル場条件による対角離散化係数の特異性の回避

観測点 rが境界上にあるとき， r’→rでqJ,qu，如， I/Juは特異である．こ
のため，対角項j=iにおける前節の QijZ'pi}'Q[JZ'Ptを，分点数を増やした

数値的な面積分に代わる方法から求めることを考える．

ho, </J。を定ベクトル・定数とするとき，
｛如＝ h。• {r-ro) ＋伽，加＝μバIJ.h。,

</J~= h。.r'-ro) ＋伽， b匂＝µ~t~J・ h。
は調和場如， b~J であり，基礎式 (6) を満たす． h。，¢。を任意として導かれる

(9)が定ベクトル場条件（定ベクトル場が基礎式を満たすための条件）である．l a＝玉dS’qJ, ar＝炉S'（qJr'-μ知 tん），
0 = f :dS'qu, atu = f, :dS'(quY -µ~如Jt幻）．
ここで，定ベクトル場条件(9)を(6)と同様に離散化する．このとき，非

対角項和
NJ NJ 

Aiり砂lJ,Clりこ{Q1J(rJ―ri)+ μJP凡｝，
州）り
Aにこ偽 Cにこ｛釘rl―ri)+ μJP⑱} 
贔 伽）
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を定義すれば，離散化された定ベクトル場条件(9)は(11)のようになる．
NJ 

心 g-a0=t(QlJrJ+μJPljs])-arl
J=l J=l 

= Ai + Qu -a, = C,げこμipiiふztiZ,
NJ ZEl (S] ＝凶jZtj

〇＝四心（幻＋μJP⑱)-atlI ZEj l 
j=l J=l 

=A[＋外 =C[＋辺判S匹 z-atiI・
ZEi 

対角項Qii'pii''牙，P[iと合わせて，（11)は離散化係数の総和則になっている．

これらから対角項を求めることは Qii'Q[iでは直ちにできるが，P“'叶では，

（必ずしも直交していない） 3本の独立なベクトルtiZ-l,tiz, tiZ+lの各方向に

Ci, C［を分解し，その成分Ciz,S,zを取り出す．

{ Qii=-4+ a,μiP応z=tiZ・(-Ci) ＝-CiZ, 
糾＝ーA{, µ判Siz ＝石•（-cf+ atil)＝一叶戸叫，
({ Qz玉 •Cb ~ tiZ+1 xtiZ-1 ~ 
吻三 tiZ•C[， tiz = [ tiZ-l tiz tiz+ l] , tz •ゎ＝知．）

離散化した基礎式(7)において対角項を分離し，（12)を適用すれば，
NJ 

心(Q虎J+Pl丸）—吟＝ IL (QijZS砂＋ PiJS砂）—吟
J=l J=l ZEj 
NJ 

biz 心 (Q虎j+Pijゎ）＋Q急＋こ此ふー量i
μi 靡） ZEi

=f  (Q虎1+Pii i) -Ai</Ji -公z旦
靡） ZEi

μi 

NJ 
bi 

心（仄P｛丸）ーa-＝饂（鉛S砂＋P岱zb1)-a色
μi μi J=l r- J=l ZEj 

NJ 

心(Qf位J+P仇）＋砂他＋凶況Slz--a-biz bi 

靡） ZEi
μi μi 

NJ 

＝L (Qf位J+P仇）ーA他ーLcfz一
biz 

靡） ZEi
μi 

(13)は，特異性の懸念がある対角項係数や意味が曖昧になりがちな aを含ま
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ず，定義が明確な非対角的な離散化係数だけで構成されている．また，第2

式がある点で，［2］で指摘されている一様ポテンシャル条件の拡張となって

しヽる．

ここで，（13)各式の最後の項 LzEiciz (biz/μふ LzEi cfz (biz/ μi)について
考える． nが領域の角にあるとき， tizはいずれも境界毎の3本の法線ベク
トルなので， bizは境界毎の法線磁束密度としてこのまま (13)に組み込んで

よい．しかし，領域の稜では法線ベクトル2本と接線ベクトル1本を，領域

の面では法線ベクトル1本と接線ベクトル2本を位に用いるのがふさわし

く，たとえば領域の面では

公土＝字z竺叫ふ伽― ¢w 叫ふ侭— ¢s,
ZEi μi μi 6X 6Y 

『L=［xt]1+:t;仇_］処z，な＝伝・ tu,
tjk= Uk-l tjktjk+1]' パ・り＝ 6kL l 

.
J
 

ぃ
~壼
―量ー

のように，接線磁場を境界上の磁気ポテンシャル伽，W,N,Sで表してから，（13)

でこの項を ¢i,¢jU#i)の項に組み込む方がよい．

2.4 境界条件の選択

境界要素法により，磁場解析では磁気ポテンシャル如と法線磁束密度bZJ

が，流体解析では流速ポテンシャル¢と法線流速Vnが各境界で得られるが，

方程式を解く前に既知・未知とする量に応じて，境界条件は次のように分類

される．

｛（l) 如が既知，加が未知， （Dirichlet条件
（2) 加が既知，如が未知' (Neumann条イ心
(3) <p戸伽＝</J,bz1 = -bzo=bz. （界面条件）

Fig. 1のような一様鉛直磁場中の 2層系の解析では，磁場解析では真空

領域上方 Tと流体領域下方 Bで同じ大きさの鉛直一様磁場を逆符号で与

(a) (b) 

T

F

B

 (2) 

F

B

 

T : (2) hzo=happ 
F : （3) ¢l=¢。,

z1=-hzo 
B : （2) bZl=-bapp 
Sides : (2) bZJ=O 
Fig. 2:境界条件の選択．（a）磁場解析，（b)流体解析．

F : l ¢=-S4t/p 

gides：鳳悶：8
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え，側方境界ではbZJ=Oとする (Fig.2(a)）．また流体解析では， Bおよび側

方境界では法線流速Vn=Oとし， Fでは，界面力学方程式に基づいて，¢に

-SAt/ pをDirichlet条件として与え，静止流体に応力を加えた直後の％を

求める (Fig. 2(b), S；界面応力和，p：流体密度，At：微小時間間隔）．

全ての境界がNeumann境界になると如が不定になる．このときは，境

界上のいずれかの点でポテンシャルの基準値を与えるか，いずれかの境界を

Dirichlet境界と入れ換える必要がある．

3 数値解析結果

3.1 界面が平面・透磁率差がない場合

有限振幅の界面変形と領域間の透磁率差がある場合に先立って，界面が

平面で領域間に透磁率差がない場合の検証を行った．

1.離散化係数 Qij↓船pij'pしは，流体領域・真空領域それぞれで総和則
を満たす．これから，離散化係数は定ベクトル場条件を満たすように

求められている．

2.生成した定ベクトル場は基礎式を満たしている．

3.離散化した基礎式の連立 1次方程式系 (SLE)をAx=bと表せば， A

の中にゼロあるいは平行な行ベクトル・列ベクトルはない．

4. SLEはGauss消去法およびLU分解法で解いた．

5.定ベクトル場条件を満たすようにしても，行列式IIAIIと条件数の逆数
k―1(A)は完全に 0にはならず，適正な値を保っている．

e:bの誤差
条件数： xの相対誤差を bの相対誤差で割った最大比率

IIA―1ell/llA―1h11 IIA―1ell 11h11 

llell/ 11h11 llell 
= 三||A―111・ IIAII = K(A) 

IIA-1hll 
IAI = OではA―lは存在せずK(A)→00.

(a) b 
(b）b 

[ ！ ll1喜屠屠履鬱llo20 
----

-20 
----―― c __  

／ 

゜
--------

20 
--20 / y[mm] 

x[mm] 

(1 WillilW 
-20 -10 0 10 20 

x[mm] 

Fig. 3:界面が平面，透磁率差がない場合の界面磁場bの分布．（a）界面上，（b)y=O断面内．
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Fig. 4：有限振幅界面変形と透磁率差がある場合の数値解析結果．

左列：界面上，右列：y=O断面内．
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20 

6.基礎式を解いて求めた界面磁場bの分布は，界面の縁に至るまで一様

（定ベクトル場）になる (Fig.3). 

7.界面をはさむ</>,bzの連続条件は， SLEに組み込まれている．

8.幾何学的配置から， bの分布は 90゚ 回転に対して対称性を持つ．
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3.2 有限振幅界面変形・透磁率差がある場合

界面を高さ (pro=l.00x10-3 m，幅Wpro=l.03Xl0-2 IDの軸対称孤立波形状に

変形し，強さ ba[p=2.40x10lmTの一様鉛直磁束密度を印加したときの解析

結果をFig.4にホす．磁場解析で求められた (a),(b)界面磁束密度 bは(c),(d)

磁気応力差 TNで使われ，他の応力 G,Cと合わせて (e),(f)界面応力和Sと

なる．界面力学方程式による流体解析から求められた (g),(h)界面流速vは，

Sの非一様性が誘起したものと考えられる．

4 まとめ

直接境界要素法に基づいて，実時間実空間で磁性流体界面現象の安定性

解析・時間発展解析を行う解析システムを構築した．直接法では，静磁場の

磁気ポテンシャル如・法線磁束密度bZJ,非圧縮・非回転・非粘性流体の法

線流速¢・流速ポテンシャル Vnの未知量が，連立 1次方程式の解として同

時に求められる．界面では，磁場解析では如，bZJの運続条件を課し，流体

解析では界面応力和の時間積分で求めた¢をDirichlet条件として与え，得

られた流体速度から界面形状変化を決める．なお，磁気応力差，非一様透磁

率において非線形磁化を考慮した．

解析精度を向上させ安定的な時間発展解析を実現するため，尖った境界上

の点に複数ある法線方向による物理量の多価性を考慮するが，局所的に平面

な境界上でも，磁気ポテンシャルで表した接線磁場が必要になる．また，基

礎式を離散化したとき対角項の離散化係数が持つ特異性は，「定ベクトル場

条件」から導いた「離散化係数の総和則」により回避した．界面が平面・領

域間の透磁率差がない条件で行った数値解析では，流体領域下方と真空領域

上方で与えた一様な磁束密度が，界面でもその縁に至るまで再現された．

今後，この解析システムで界面形状の時間発展を観察しながら， Rosensweig

不安定性近傍の安定性解析など[10,11]，従来の研究との比較を進めていく．
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