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概要

1次元 Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou(FPUT)格子において，熱的振動状態にある格子区間
をソリトンが伝播するときのエネルギー減衰過程について調べた．数値実験により，ソリトン

のエネルギー減衰率について，幕乗則△E/Einex E品を見出した．ここで， Einは熱振動区間
に入射するソリトンのエネルギー，△Eは区間前後のエネルギー変化量， C':::'1.62は定数であ

る．さらに，この幕乗則に基づき，ソリトン減衰過程を記述する理論を構築した．また， 1次元
FPUT格子は異常熱伝導を示し，熱伝導率 K と格子サイズNの間に幕乗則 r;,ex N"', a c::: 0.4 
が成り立つことが知られている．上述のソリトン減衰理論より，異常熱伝導の幕乗測 r;,ex N叫

および，指数の値ac::: 0.4を導けることを示す．

1 はじめに

巨視的スケールの物質における熱伝導は，フーリエ則 J=-KVTで良く記述される．ここで，

JとVTはそれぞれ熱流束と温度勾配であり，んは熱伝導率と呼ばれる対象物の長さには依存しな

い物質定数である．一方， ミクロスケールの物質では，フーリエ則が必ずしも成立しないことが

知られている．実際に，熱伝導率 Kが長さに依存するという非フーリエ熱伝導が，長さ 1mm以上

のカーボンナノチューブを用いた実験で観測されている [1,2]. 

固体結晶の単純化された微視的力学モデルとして， 1次元非線形格子がある．このモデルは，原

子の振動を介した熱伝導の理論・数値的研究に広く用いられてきた．これまでの研究により，熱

伝導率んが格子サイズ Nのべき乗則 k (XNaに従い，熱伝導のタイプは， a=0, 0 <a< 1, 

a=lの3つに分類できる事が知られている．正常熱伝導a=Oはフーリエ則に対応し，いの値は

Nに依存しない定数となる．正常熱輸送は， Ding-a-ling[3, 4], Ding-dong [5], Frenkel-Kontrova 

[6]，桝 chain[7, 8]などのオンサイトポテンシャルを有する非線形格子で観測されている．一方

で， a>Oのときは Nの増加とともに Kが発散する．異常熱伝導 O<a<lは， 1997年の Lepri

らによる論文 [12]によって発見され， FPUT-/3格子 [12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19], FPUT-a格

子 [20],Diatomic Toda格子 [21]などの運動量が保存されるような非線形格子で観測されている．

また，弾道的熱伝導a=lは，熱抵抗が消滅するという極めて異常な場合に相当する．このタイ

プの熱伝導は例外的であり，特殊な性質をもつ格子でのみ観測される．例えば，完全可積分系で

ある戸田格子 [9]や， NP対称性 [10]と名づけられたポテンシャル関数の対称性によって追加の第

一積分を 1つ有する Umklapp--free格子［11]で観測される．
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異常熱伝導における研究対象は，熱伝導指数aである．特に，正確な a値の決定，および，その

値の背後に潜む異常熱伝導メカニズムの解明が主要な問題である．これまでに， FPUT-/3格子を含

む様々な 1次元非線形格子に対して， aは0.3から 0.4程度の値を共通して取ることが数値計算に

よって観測されている [12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]．格子モデルの詳細によらず共通した

aの値が現れる事実は，その背後に共通した異常熱伝導を引き起こすメカニズムが存在しているこ

と，すなわち，ユニバーサリティクラスの存在を示唆している．また，いくつかの理論的研究もユ

ニバーサリティクラスの存在を示唆している．モードカップリング理論 [13]や Peierls-Boltzmann 

方程式に基づく理論 [22]ではa=2/5,一方， 1次元非線形揺らぎあり流体力学理論 [23]では，非

対称相互作用ポテンシャル格子に対して a= 1/3, FPUT-/3のような対称相互作用ポテンシャル

格子対して a=1/2が示唆されている．ただし，現時点では，異常熱伝導のメカニズムに関して，

上述のいずれかの理諭が正しいのか，または，それらとは異なるメカニズムであるのか，確定的

な結論は得られていない．

本研究では， 1次元FPUT-/3格子について，異常熱伝導を引き起すメカニズムについて論じる．

非線形格子中の熱エネルギー輸送を担う波動モードの候補としては，フォノンと呼ばれる平面波，

および，ソリトンと呼ばれる局在波が考えられている．ただし，これらの波動モードのいずれか

一方が熱エネルギー輸送に支配的寄与するのか，それとも両者が同程度に寄与するのか，または，

これら以外の何らかの波動モードが重要なのかは，現時点では明らかではない．実際，これまで

に，フォノンの寄与 [24,25]，および，ソリトンの寄与 [26]，それぞれの主張がなされている．こ

こでは，ソリトンに着目して異常熱伝導メカニズムの理論構築を試みる．まず，熱的な乱雑振動

が生じている FPUT-/3格子中をソリトンが減衰しながら伝播するときの性質を，数値計算により

詳細に調査する．その結果，ソリトンのエネルギー減衰率について，幕乗則△E/Ein IX E'fnが成

立することを示す．ここで， Einは入射ソリトンのエネルギー，△Eは伝播によるエネルギー変

化量， c：：：： 1.62は定数である．この幕乗則に基づき，ソリトンの減衰伝播過程を記述する理論も

構築する．さらに，ソリトンの減衰伝播過程に基づき，異常熱伝導メカニズムを説明する理論を

提案する．特に，指数 aの値について理論的予測値を計算し，それが近年の大規模非平衡シミュ

レーションによる値 a：：：：〇・4[17, 18, 19]と良く一致することを示す．

2 FPUT格子モデル

本研究では，次のハミルトニアンで定義される 1次元FPUT-/3格子モデルを扱う．

H=はOOP;＋ ntOO ;（伽＋1- 鱈＋立~(qn+l -qn)4 (1) 

ここで， Pn と q叶ま，それぞれ， n 番目粒子の運動量と変位を表す変数であり 9/3~o は非線形性の

強さを表す定数である．（1）式は直線上に並んだ単位質量粒子が，最隣接粒子と非線形相互作用す

る力学系を表しているなお， FPUT格子においては，オンサイトボテンシャルは無い．（1）式には，

粒子が無限個の格子のハミルトニアンを示したが，数値シミュレーションでは有限格子を用いる．

FPUT格子モデルの運動方程式は，伽＝ 8H/8pn,加＝ー8H/8qnより以下のように与えられる．

伽＝伽＋1-2qn + qn-1 + /3 { (qn+l -qn)3 -(qn -qn-1尺｝， nE Z. (2) 



91

3 FPUT格子中のソリトン

先行研究 [18]によって， FPUT格子における異常熱伝導の原因が低波数の波であるということ

が分かっている．本研究では，この低波数の波がソリトンであり，ソリトンが異常熱伝導の主たる

原因であるという仮説を立てて調査を行う．本節では，ソリトンに関する数値実験の準備として，

FPUT格子におけるソリトン解の導出を文献 [27]に従って述べる．

3.1 FPUT格子中のソリトンの初期解の導出

3.1.1 絶対座標から相対座標のへの変換

絶対座標 qnで書かれた FPUT格子のハミルトニアンは (1)式で与えられる．この FPUT格子

の運動方程式 (2)において，相対座標を Tn= qn -qn-lと定義すると，相対変位で書いた格子の

運動方程式は次式で与えられる．

d2rn 

dt2 

ここで，粒子間ポテンシャル¢は

の'(rn+l)+が（rn-l)-2が(rn)

1 的）＝—芦＋い2.  4 

で定義される．（4)式の非線形ポテンシャルの関数形を用いると

d2rn 

dt2 
= rn+l + Tn-1 -2在＋ (3(r~+l + r~-l -2r~) 

(3) 

(4) 

(5) 

を得る．これは，線形項 rn,rn土1に加えて，非線形項埒，ri士1を含む非線形微差分方程式である．

3.1.2 運動方程式の連続体近似と 1ソリトン解

(5)式の差分を微分に置き換えるため， Tn±」を rnの周りに展開し連続体近似を行う．この近似

は，格子間隔に比べ波長が長い波を仮定し， rn士1をrnの周りに展開して得られる．格子間隔が長

さの基準であるから， x=nとおいて，以下のように表記する．

叫t)= r(n, t) = r(x, t) 

r(x, t)を連続変数xに依存する関数とみなして Taylor展開すると， Tn±lは

rn土1= r(x士1,t) 

街 182r 1 83x l 84r 
':::::'. r 土一—＋ー 土— +-

ax'2! 8x2 -3! 8x3'4! 8x4 
土・・・

と展開できる．非線形項は

2Or 3 8 芦Or
(rn士1)3'::::'.r3土3r + 面瓦（面）
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と計算でき

心＋点＿1- 2r~':::'3羞（信）

と近似することができる．したがって，運動方程式 (5)を非線形偏微分方程式

fJ2r _2 fJ2r c5がr o_282r3 
加 ― C。記―豆叩― (3c。0x2=0 (6) 

に近似的に書き換えることができる．ただし， c5= 1であり， coは長波長極限での線形波の速度

を表わす．

進行波解r= f(x -ct)を仮定して解くと，（6）式の 1ソリトン解が次式のように得られる．

r = vAsech（⑮五(x-ct)) (7) 

ここで， Aは定数であり，（7）式において《冗はソリトン解の振幅を表わしていることがわかる．

波の速度 cはAを用いて

呂＝c5(1+ ~fJA) (8) 

と書ける．（7）式の解について，相対変位座標系から絶対座標系への変換を行う．粒子変位qnと

相対変位r叶ま，関係式rn= qn -qn-1を考慮すると， FPUT格子における絶対座標系でのソリト

ン近似解が次式のように得られる．

qn ~ ~tan—1 (sinh y'6M(n 噂— Xo)） -71" 

2” (9) 

ここで， n→＋ooで変位が0となるように右辺第2項の定数を選び，さらに時刻t=Oにおけるソ

リトンの中心の位置を示すxoを加えた．この (9)式を，本研究の数値実験で用いる FPUT格子の

ソリトン初期解とする．

4 熱伝導とソリトンの関係

熱伝導状態の FPUT格子におけるソリトンの有無を調査する．長さ LのFPUT格子を準備し，

その全粒子に温度TのLangevin熱浴をつける．それを時間発展させ熱平衡状態を生成する．その

温度 TのFPUT格子の右側に温度 0の十分長い FPUT格子を準備する．ただし，この状態での

図6の矢印の部分の結合は切り離している（図 6a)．次に，図の矢印の部分の結合を接続し時間発

展させる（図b,c参照）．その後十分時間が経った後，熱場から波が伝播し，その先頭に釣り鐘型の

孤立波が出現・分離していくことが観測できる（図 6d,e)．これらの孤立波は，ソリトンと考えら

れる．以下の図 6は，各パラメータ値を /3= 10.0, T = 0.02, L = 1000に設定して上記手順にし

たがって数値計算を実行し，各時間ごとに，縦軸を相対座標，横軸を粒子番号として図示したも

のである．図 1のfは， eのグラフでの先頭400粒子を拡大した図である．
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図 1：熱的振動状態からソリトンが生成・分離していく様子．縦軸は相対座標，横軸は粒子番号，

各グラフの右下の数字は計算step数を表わす． fはeのグラフでの先頭部分を拡大したものである．

5 ソリトン減衰

5.1 数値実験の設定

4節では，熱的に励起された FPUT格子にソリトンが存在することを確認した．本節では，ソ

リトンが格子の熱的振動部分（熱場と呼ぶ）を伝播するときの特性について数値的に調査を行う．

数値実験の手順は以下の通りである．図 2は手順を図説したものである．

1.十分長い粒子数Nの温度 0の1次元FPUT格子を用意する．

2.温度TのLangevin熱浴を付けた長さ Lの区間（熱場）を設定し，熱平衡状態を生成する．

その後Langevin熱浴をオフにする．このとき，熱場中のエネルギーが外部に伝播しないよ

う熱場の両端の結合を切り離しておく．

3. (9)式を用いて，熱場の左側部分に振幅《]のソリトンを生成する．

4.生成したソリトンを伝播させ熱場に到達する直前に，熱場の左端の結合を接続する．

5.ソリトンが熱場を通り，熱場の右端に到達する直前に熱場の右端の結合を接続する．

6.ソリトンが熱場を透過後，ソリトンと熱場から放出されるフォノンが分離するまで待っ．分

離後に，透過ソリトンのエネルギーを計測する
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□分離したソリトンのエネルギーを計測

図 2:ソリトン減衰実験の手順の説明図

5.2 エネルギーの測定方法

手順6におけるソリトンのエネルギーの測定方法を述べる． n番目と n+l番目の粒子の間を単

位時間に流れるエネルギー J叶ま，以下の (10)式で与えられる．この定義式の導出は，文献 [28]に

記述されている．

Jn = Qn+i X F (qn+l -qn), F(x) = -x -(3x3 (10) 

粒子番号nとn+lを固定し，ソリトンがそれらの粒子間を通過した際の Jnの積分値をソリトン

のエネルギー Eとする． Eは以下の式で与えられる．

E=l閏）dt
ts 

ここで，島はソリトンの先端が粒子 nに到達した時刻．んはソリトンの終端が粒子 nを通過した

時刻である．
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熱場を通過する直前のソリトンのエネルギー（入射エネルギー）を Ein,熱場を通過した後に計

測したソリトンのエネルギー（透過エネルギー）を E。utとする．ソリトンの透過率行と減衰率

RAを次式で定義する．
E。ut

rT = 
E'  tn 

RA= 1-rr 

定義により，減衰率 RAは， RA=△E/Einとも書ける．ただし，△E=Ein-E。utである．

5.3 数値実験結果

5.4 数値実験 1

(11) 

数値実験 1では，ソリトンの入射エネルギー Einに対する減衰率 RAの依存性を調べる．熱場

の長さ Lを固定し，入射エネルギー Einのみを変化させて E。utを測定する数値実験を行う．各パ

ラメータの設定は表 1の通りである．また，実験は熱場生成に用いる Langevin熱浴の乱数を変え

て 1000回行った平均を E。utとした．

非線形項の強さ {3

粒子数N

熱場の温度T

熱場の長さ L

Ein 

表 1：実験 1の設定

1.0 

ソリトンが分離する十分な大きさ

0.02 

3000 

13通り

図3に，ソリトンの入射エネルギー Einと減衰率 RAの関係に関する数値実験結果を示す．こ

の結果より， RAはEinに依存して変化し， Einの減少に伴い減衰率 RAも減少することが分かる．

特に，概ね Einが2.8~ 12.0の範囲の低エネルギー領域で，データ点が直線的依存性を示してい

ることが見い出される．このことは，減衰率 RAと入射エネルギー Einの間に，以下の幕乗則が

成り立つことを示している．

RA ex E畠 (12) 

ここで， eは定数である．また，データ点が直線となっている Ein= 2.8 ~ 12.0の範囲の 8点につ

いて，直線の傾き cを最小二乗法を用いて計算したところ， C'::::'1.62が得られた．また，異なるパ

ラメータ条件でも数値実験を行い，指数cは，熱場の長さ Lと熱場の温度Tに依存しない定数と

なることも確認した．

5.5 数値実験2

数値実験2では，熱場の長さ Lに対する透過率行の依存性を調べる．入射エネルギー Einを固

定し，熱場の長さ Lのみを変化させて E。utを測定する数値実験を行う．各パラメータの設定は表

2の通りである．また，実験は熱場生成に用いる Langevin熱浴の乱数を変えて 500回行った平均

をEautとした．
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図 3:ソリトンの減衰率 RAと入射エネルギー Einの関係．

数値実験の結果，ソリトンが熱場を通る際の透過率rTは熱場の長さ Lに依存し， Lの増加にと

もない減少することがわかったまた， Lが十分大きい領域では，幕乗則 rTex: LC'(¢ は定数）が

成り立つことことが確認できた．

表 2:数値実験2の設定

非~：:；:ざ° II ソリトンか分離:る十分な大きさ

熱場の温度T

熱場の長さ L

Ein 

0.02 

2000 ~ 80000の 19通り

11.531 

6 熱場中のソリトン減衰伝播理論

熱場の長さを Lとし，熱場の始まる位置を X = 0とする．位置 X = 0でE(O)のエネルギー

を持つソリトンに対して，熱場のある位置xでのエネルギーを E(x)と表す．このとき， E(O)= 
Ein, E(L) = E。utであることに注意すれば，数値実験 1で得られた幕乗則 (12)より

E(L) ― =1-a'・ Ec(O) 
E(O) 

(13) 
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と書くことができる．ここで， a'とcは定数である．（13)の両辺に E(O)/Lをかけて整理すると

E(L) -E(O) a' 

L 
= -;. g+l(O) 

L 

(14)式の左辺の差分を微分で近似する．つまり

E(L) -E(O).. dE 
~-

L dx 

とすると，（14)式より以下の微分方程式が得られる．

(14) 

(15) 

dE 
~=-a-Ec+l, 
dx 

(16)式を解くと，次式の解が得られる．

,
a
-
L
 

＝
 

a
 

(16) 

E (x) = ~ (1 7) 
(acx + b)l/c 

ここで， bは任意定数であり，初期条件 E(O)とb= (1/E(O)tの関係がある．この (17)式は，熱

場を距離xだけ伝播したソリトンのエネルギーを表わす式となっている．また， Xが十分大きい場

合には，（17)式の解は次式で近似される．

E(x) ex x―1/c (18) 

数値実験 2の結果との比較による理論式 (17)の検証を行った．（17)式において，パラメータ a

とcの値は数値実験 1の結果より定めることができ， a'::::'8.967X 10-7とC'::::'1.62が得られた．

パラメータ bについては，表 2の値Ein= 11.531を用いて b= (l/Eintと定める．このようにパ

ラメータ値を定めた (17)式と，数値実験2の結果を比較したところ，概ね良い一致が確認できた．

特に， Lが大きな領域において，数値実験データは幕乗則 (18)に良く一致していることが確認で

きた．上述の一致は， 6節の理論の妥当性を示すものと思われる．

7 ソリトン減衰伝播に基づく異常熱伝導指数aの説明

7.1 ソリトン減衰と異常熱伝導の理論

4節では熱伝導状態の FPUT格子にはソリトンが存在することを観測した． 4節の結果より，両

端に温度差のある熱浴をつけて実験を行う熱伝導シミュレーションにおいては高温側・低温側の

両方の熱浴からそれぞれソリトンが生成され，反対側の熱浴に向かってソリトンが減衰しながら

伝播していると考えることができる．ここでは，異常熱伝導においてソリトンによるエネルギー

輸送が主要部分であると仮定して理論を構築する．

熱浴で生成されるソリトンの平均的なエネルギーは，熱浴の温度Tに依存すると考えられる．温

度Tの熱浴から生成されるソリトン 1つのエネルギーを Eo(T)と書く．高温側で生成されるソリ

トン 1つのエネルギーは， T=THより E。(TH)と表わされる高温側の熱浴で生成されたソリト

ン1つが距離 xを進んだときのエネルギーを E瓜x)で表わす．定義より， E瓜0)= E。(TH)であ

る．このとき (17)式より次式が従う．

1 
E爪x)= 

(acx + b)l/c 
(19) 
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ただし，（19)式において， aは熱場の平均温度Tave=(TH＋互）／2に依存すると考えられる定数な

ので a= a(Tave) ((16)式参照）．なお，以下の記述ではTaveは省略する． bは，高温熱浴で生成さ

れた時点でのソリトンのエネルギーによって決定される定数と考えられるので， b= (EH(O)）―c= 

(Eo(TH))―C．これは熱浴の温度THに依存する関数なので， b= b(T,いと書ける．（19)式におい

てパラメータ温度依存性を考慮すると，平均温度T，粒子数NのFPUT格子における温度THの

熱浴から生成された 1つのソリトンが反対側の熱浴に到達した時点でのエネルギーは次式で表わ

される．

1 
邸 (N)= 

(acN + b(T'.叫）1/c
(20) 

ここまで考えてきたのは，熱浴から生成された一つのソリトンが反対側の熱浴に到達した際の

エネルギーについてであった．しかしながら，熱浴から生成されるソリトンはたった一つだけで

は無く，定常熱伝導状態にある間は一定のレートで常に生成され続けられると考えられる．単位

時間あたりに高温側の熱浴から生成されるソリトンの平均の数を u(TH)とすると，裔温側から低

湿側ヘソリトンにより輸送されるエネルギー JHは次式で表わされる．

JH = cr(TH) X EH(N) 

ここで， N≫ 1とすると (20)式より，伍は次式のように近似される．

JH'::::'cr(TH) x (acN)―1/c 

同様に低温側から高温側へ輸送されるエネルギーれは次式で表わされる．

h'::::'cr(TL) x (acN)―1/c 

(21) 

(22) 

(23) 

(22)式と (23)式より，粒子数NのFPUT格子中を高温側から低温側へ流れる正味のエネルギー

Jは次式で表わされる．

J = JH-h 

｛(]'(TH) -dTL)} (acN)―1/c 

よって，次式が得られる．

J ex N―1/c (24) 

(24)式は，ソリトン減衰伝播理論によって導き出された熱流束と格子サイズの幕乗則である．

7.2 実験結果による理論の検証

熱伝導率とは，熱流束 Jを単位長さあたりの温度差で割った値である．したがって，格子モデル

の熱伝導率バま熱流束 Jを用いて次式で定義される．

J 
代＝

(TH -TL)/N 
(25) 
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(25)式は，熱伝導率 Kが次式のような熱流束Jと格子サイズ Nの積に比例することを示している．

Kcx:JxN (26) 

(24)式と (26)式より，熱伝導率 K に対するソリトン減衰伝播理論による表式として次式を得る．

代 (XN1-1/c 

(27)式に数値実験によって得た値C'::::'1.62を代入すると次式が得られる．

k(XN 0.383 

(27) 

(28) 

(28)式は，ソリトン減衰伝播理論とソリトン減衰の数値実験で求めた c値に基づいて適出された

熱伝導率と格子サイズの幕乗則である．理論から求めた指数a=0.383は，近年の熱伝導の大規模

非平衡MDによって得られた値ac::'0.4 [17, 18, 19]とほぼ一致する．この良い一致は， FPUT格

子における異常熱伝導の原因がソリトンの減衰伝播によるものであるという仮説を支持している．

8 結論

ソリトン減衰に関する数値実験によって， FPUT-/J格子における熱場を伝播するソリトンの減衰

特性を明らかにした．特に，減衰率RAについて幕乗則RAcxE面を発見した．さらに，ソリトン

減衰伝播理論を構築し，それによって FPUT-/J格子の熱伝導率指数の数値的結果である ac:,-0.4 

を説明可能であることを示した．これは， FPUT-/J格子の異常熱伝導の原因がソリトンによるも

のであるという仮説の正しさを支持する結果である．
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