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概要

1次元非線形格子のポテンシャル関数について，ある対称性の概念を導人する．これをNP
対称性と呼ぶ周期境界のNP対称な格子において，初期条件が正の熱流束を持ち，かつ，一
定の条件を満たすとき， co>0が存在して，任意の時刻tで全熱流束JHについて JH:::0: co> Q 

が成り立つことを示す．これは， JHの区間長Tでの時閻平均がT→ CX)の極限でゼロに収束
しない事を意味し，初期条件に対する一定の制限下ではあるが， NP対称格子で熱抵抗が消失
することを示す．

1 はじめに

熱伝導現象は，巨視的スケールの物質においてはフーリエ則 J= -K,▽Tで良く記述される．こ

こで， JとVTはそれぞれ熱流束と湿度勾配であり， Kは熱伝導率と呼ばれる物体の長さには依存

しない物質定数である．フーリエ則は，長さ Lの物体において，両端の温度差が一定のとき， L

の増加に伴い熱流束が Jcx:L-1のように減少することを意味する．この熱流束の減少を引き起こ

す性質が、物質の熱抵抗である．微視的スケールでは， Jex:L°'-1, a E [O, 1)のようになり熱伝導

率 Kは長さ Lに依存し得る［1,2]が，定性的には JはLの増加に伴い減少するため，熱抵抗は依

然として存在する．原子ダイナミクスに基づき熱抵抗の起源を明らかにすることは，物理学にお

ける基本的かつ重要な問題の 1つである．

固体結晶の最も単純化された微視的力学モデルは， 1次元非線形格子モデルであり，このモデル

は原子の振動を介した熱伝導の理論・数値的研究に広く用いられてきた [3,4]．非線形格子におい

ては，フォノン間に相互作用が生じる．このフォノン相互作用が，熱抵抗の発生に関わると考え

られている． Peierlsは，フォノン相互作用を normal過程，および， umklapp過程と呼ばれる 2

種類の型に分類した．さらに，「格子系に umklapp過程が無<normal過程のみが存在する場合に

は熱抵抗が消失する」という仮説が， Peierlsによって提唱され広く受け入れられている [5,6].し

かしながら，この仮説は，粗い近似理論に基づくものであり，仮説を正当化する厳密な理論は未

だ無い．また，固体結晶モデルの分子動力学シミュレーションによる数値的検証さえも，つい最

近までなされていなかった．
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数値的検証がなされなかった理由としては，適切な非線形格子モデルが無かったことが挙げら

れる．最近，我々は， umklapp過程が無<normal過程のみを持つ特殊な 1次元非線形格子モデル

(Umklapp-free lattice, UFL)を構成した．さらに， UFLを用いて非平衡分子動力学による大規

模な熱伝導シミュレーションを行い，弱非線形領域で， umklapp過程が無い場合に熱抵抗がゼロ

になることを数値的に示した [7]. ここで構成した UFLは， umklapp過程が無く normal過程のみ

を持つような非線形格子モデルの一例に過ぎないが，少なくとも UFLに関して Peierls仮説の正

当性が数値的に検証された．

本稿では， Peierls仮説を部分的にではあるが正当化する厳密な結果について述べる．具体的に

は，周期境界の有限サイズ 1次元非線形格子において，初期条件で熱流束を与えたとき，熱流束

の長時間平均がゼロに緩和しない条件を示す．このために，ポテンシャル関数がある対称性を有

するような非線形格子のクラスを導入する．この対称性を， NP対称性と呼ぶことにする．本研

究では， NP対称格子における熱流束の非緩和定理を証明した．この定理は，初期条件が正の熱

流束を持ち，かつ，一定の条件を満たすとき，区間長Tでの熱流束の時間平均が， T→ ooの極限

でゼロに収束しないことを保証する．すなわち，初期条件に対する一定の制限下ではあるが， NP

対称性が熱抵抗消失の条件となることを示している．なお， NP対称格子のクラスは， umklapp

過程が無<normal過程のみを有する非線形格子を含むため，上記定理は， Peierls仮説を部分的

に正当化するものである．なお，本稿で扱った内容の詳細については，文献 [8]を参照されたい．

2 非線形格子とNP対称性

2.1 非線形格子とフォノンモード座標

次式のハミルトニアンで記述される一般的な 1次元非線形格子を考える．

H=；と瓜十<I>(q1,q2, ・．．，邸） (1) 

ここで， qn,Pn E股は n番目粒子の変位と運動量， N= {1, 2,..., N}, Nは粒子数， <I>:政N→股

はポテンシャル関数である．さらに，粒子数Nは偶数とし，周期境界条件qN+n= qn, PN+n = Pnを

仮定する．（1）式のポテンシャル関数①の定義域を複素領域に拡張して考え，以下の条件 (Pl)-(P3)

を仮定する．

(Pl) ①は (qぃq2,...,qN) E (CNの複素解析関数

(P2) <I>(O) = 0かつ 8<I>/8qn(O)= 0, n EN 

(P3) 巡回磁換に対する不変性：剌q2,・ ・・,qN,q1) = <I>(q1,q2, ・ ・ ・,qN) 

条件 (Pl)と(P2)より，①は以下の形で表される．

00 

仰(q)＝L<T?m(q) 
m=2 

(2) 

ここで， q= (q1,...，邸）であり， 0mしま m次の同次関数である．条件 (P3)は，格子系が同種の

粒子からなり並進対称であることを示している．格子系 (1)の運動方程式は，伽＝ 8H/8Pn,加＝

-8H/8qnにより与えられる．
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K, = {-N/2 + 1,..., N/2}とし，フォノンモード座標 UkEC, k EK,を，次式のユニタリー変

換により定義する．
1 

伽 ＝ L且exp[-i 
.2社衣 ~n], n EN  (3) 

kEK 

本稿の以下の記述においては，実数領域で粒子変位qnを扱う．このとき，フォノンモード変数は，

制約条件 U_k＝広を満たす．ただし，店は，且の複素共役を表す．また，（3）式の逆変換は次

式で与えられる．

U戸 7N1 qnexp［心位］， k EK, (4) 

(1)式のハミルトニアンは，条件 (Pl)-(P3)の下で，（3）式よりフォノンモード座標で以下のよ

うに表される．

H=］区IU記十<l>(U)
2 KEK 

(5) 

ここで， U= (U_N/2+1, ・ ・ ・, UN/2)である．運動方程式は，ハミルトニアン (5)より次式で与えら

れる．
.. 8①(U) 
恥＝ー fork EK¥ {N/2}, 

au_k 
応／2＝一

⑲ (U) 

ouN/2 

(5)式のポテンシャル関数 <I>(U)は，（2）式より， m次の部分屯n(U)の和となる．

00 

<I>(U)＝ど <I>m(U)
m=2 

式中の各也m(U)は次式の形で与えられる．

(6) 

(7) 

如 (U)＝ L am(k1, •••,km) uk1 uk2 •.. [J知△（k1+ ・・・十知） （8) 
k1,…，KmEK: 

ここで， amは(k1,...,km)に依存する係数であり，△（d)は次式で定義される関数である．

△(d) ＝ { lif dE NZ 
0 otherwise 

(9) 

炉を集合{k1,k2,..., km}上の閻換とする．係数amは，任意のび，および，任意の (k1,...,km)に

対して， amo u(k1,..., km)= am(k1,..., km)を満たす．

ポテンシャル関数①の非線形部分，すなわち m 2'. 3に対する屯m を考える．各屯叶こおいて，

normal過程と umklapp過程の分類が定義される．（8）式は，一般的な 1次元非線形格子のm次部

分ポテンシャル屯叶こおいては，フォノンモード間相互作用が，波数の条件式k1+・・・+km= ZN 

により規定されることを示している．すなわち，波数 ki,i = 1,..., mの組が，ある lE Zに対し

て柘十 •••+km= ZNを満たすときに限り，それらのフォノンモードが相互作用することを示して

いる．ここで， l=Oとl=J 0の2つの場合が可能となる． l=Oの相互作用を normal過程， l=J 0 

の相互作用を umklapp過程と呼ぶ [5].
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2.2 NP対称性と保存量

本節では， NP対称性の定義，および，対称性により生じる保存量について述べる．まず，対

称性の定義に必要となる写像ふをフォノンモード座標を用いて導入する．

定義 2.1S入： CN→びを，次式で定義される写像とする．

s入： Ukr---+ Ukexp[-ik入]for kEK¥{N/2}, UN/2曰 UN/2 (10) 

ここで，入は実数のパラメータである．

写像ふを用いて，対称性を以下の様に定義する．

定義 2.2任意の入 E股と任意の UECNに対し，ポテンシャル関数 <I>が写像ふの作用で不変，

すなわち <I>(S入U)= <I>(U)であるとき，非線形格子 (5)はNP対称であるという．

ポテンシャル関数に umklapp過程が無<normal過程のみ存在する場合には，その非線形格子は

NP対称となる．すなわち， NP対称な非線形格子のクラスは， normal過程のみを持つ非線形格

子のクラスを含むより一般なものである．

条件 (Pl)-(P3)の下で， NP対称な非線形格子のポテンシャル関数①は，以下の関数形を持つ

m次部分ポテンシャル屯nから成ることが示される．

屯m(U)= ど ％（k1,..., km) uk1 ・ ・ ・ 1/,知ふ（k1+・・・+km) 

k1,…,kmEK¥{N/2} 

lm/2」

+ Lt,J{,'~ い(k1,..., km-2r) U:柘•.． Ukm-2心O(k1 + ・ ・ ・ + km-2r)} U恥
r=l'k1,…,km-2rEK¥{N/2} 

｝ 
(11) 

ここで， amとbm,2rは係数， Lm/2」は m/2の整数部分を表し，△。（d)は次式で定義される関数で

ある．

△o(d) ＝ { lif d= 0 
0 otherwise 

(12) 

また，非線形格子がNP対称性を持つ場合には， Noetherの定理により，結晶運動量と呼ばれ

る以下の保存量Iが存在する．

命題 2.1非線形格子 (5)がNP対称性を持つならば，次式で与えられる保存量を持つ．

1 
k (ukU-k -[)い）＝ど KI叫U凸］ （13) I=云 L k (uku-k -uku-k) = L klm[l'. 

kE/C¥｛N/2} kE/C¥｛N/2} 
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3 熱流束の非緩和定理

本節では，線形ポテンシャルとして標準的な関数形を仮定した以下のハミルトニアンで記述さ

れる 1次元非線形格子を考える．

H=1L_Pい｝と [μo砿＋ （qn+l -qn)門＋頌(q)
nEN -nEN 

(14) 

ここで， μo~ 0は線形オンサイトポテンシャル係数であり，線形相互作用ポテンシャル係数は l

としてある．（1）式と同様に，粒子数Nは偶数とし，周期境界条件qN+n= qn, PN+n = Pnを仮定

する．非線形ポテンシャル△①としては，以下の形を仮定する．

00 

頌 (q)＝区％（q) (15) 

m=4 

(14)式の線形ポテンシャルは，明らかに条件 (Pl)-(P3)を満たしている．（15)式の各屯n,m 2". 4 

についても，条件 (Pl)-(P3)を満たすことを仮定する．さらに，也m,m2".4に対して，下記の条

件 (P4)と(P5)を仮定する．

(P4) NP対称性：屯m(S,¥U)＝屯m(U)

(P5) 半正定値性：任意の qE股Nに対し，△<I>(q)2".〇

条件 (P5)を課すために，（15)式の和では m 2::4とした． m=3の項が存在する場合には，条件

(P5)は常に満たされなくなる．

(14)式のハミルトニアンは，フォノンモード座標では以下のように書かれる．

H=！I: (1叩＋v訂Ukl2)＋頌(U)
2 

KEK: 

ここで， Vkは固有振動数であり，次式で与えられる．

Vk = ✓µ0 + 4sin予k/N)

(16) 

(17) 

(16)式の線形ポテンシャルは，（11)式の形をしており NP対称性を備えている．また，（P4)より

△のもNP対称である． したがって，非線形格子 (14)はNP対称な格子である．

3.1 熱流束の表式

非線形格子 (14)において，△<I>による粒子間の非線形相互作用が十分弱く，線形相互作用が支

配的な状況を想定する．このとき，線形相互作用を介して n番目と n+l番目粒子の間を単位時

間に異動する熱エネルギーを jnで表すと， J五は次式で与えられる．

1 
jn =―う(Pn+l+ Pn)(qn+l -qn) (18) 

さらに，格子系の全熱流束 JHを次式で定義する．

JH= Ljn (19) 
nEN 
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この JHを用いて，格子中を伝わる熱エネルギー量を評価する．フォノンモード座標では， JHは

次式のように書き換えられる．

1 
伍＝ 五 区 叫k（広u_k- ukい）＝区叫klm[V:凸］ （20) 

kEIC¥ { N /2} kEIC¥ { N /2} 

ここで， WkとVkは次式で与えられる．

Wk 2 lsin(1rk/N)I 

Vk sgn(k)cos（社／N)

3.2 熱流束の非緩和定理

(21) 

(22) 

保存量Iを利用して全熱流束 JHの時間変動を評価することができる．これにより，定理3.1を

得ることができる．定理3.1は，非線形格子がNP対称性を持つとき，あるクラスの初期条件に

対しては伍の長時間平均がゼロに緩和しないことを保証する．

定理 3.1条件 (Pl)-(P5)を仮定する．（q(t),p(t))E罠NX股Nを非線形格子 (14)の連動方程式の

解とする．定数c>Oに対し XN(c)を次式で定義する．

V紗 k-ck 
籾 (c)＝ max 

kE{l,…，N/2-1} I Vk 
(23) 

初期条件 (q(O),p(O))に対し，ある値 c>Oが存在して不等式 cI(O)> XN(c)H(O)が成り立つと

仮定する．このとき，定数co>0が存在し，解 (q(t),p(t)）に対して不等式 JH(t)2: c。が全ての

tE[O,oo)で成り立つ．

定理 3.1では，任意の時刻 t2: 0について JH(t)2: co > 0が保証される．したがって，全熱流

束の長時間平均について， limT→OOT-1ばJH(t)dt2: co> 0が得られる．このことは，温度勾配

が無い状況下で，全調和熱流束の長時間平均がゼロに緩和しないことを保証しており，熱抵抗の

消失を示している．なお，定数eoは，初期条件や格子サイズNに依存し得る．

3.3 初期条件の例

定理 3.1の仮定を満たす初期条件の具体例を示す．格子サイズNが与えられたとき， ry(s)を，

XN(c)/cNのcに関する最小値として以下の様に定義する．

n(s) ＝ mln 
. XN(c) 

c>D cN 
(24) 

ここで， s= 1/Nである．パラメータ cとして上式の最小値を与える cの値を取ると，定理3.1の

不等式条件 cl(O)> XN(c)H(O)は以下の様に書ける．

i(O) -rJ(s)H(O) > 0 (25) 

ここで， i(O)= I(O)/Nとした
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(14)式のハミルトニアンHにおいて△①を除いた線形部分をH。で表す． i(O)> 0の場合を仮

定し，（25)式の代わりに次の不等式を考える．

1 -r,(s) 
Ho(O) 

l(o) 
> 0 (26) 

以下では，不等式(26)を満たすような初期条件の具体例を，単ーフォノンモード励起の形で探す．

波数kE {1, 2,..., N/2 -1}を任意に固定し，次式の初期条件を考える．

防(O)＝ { ： ：fthJer:：ek ，防（0)= { ;jA sgn(j) :t:e::: (27) 

ここで， jEK, A>  0はモード振幅を表す定数である．簡単な計算により次式が得られる．

l(O) = 2 k vkA2 N-1 (28) 

恥 (0) = 2 v~A2 (29) 

(26)式の左辺を Gと書くと，（28)式と (29)式を用いて Gは以下の様に得られる．

v(K) 
G(K, s) = 1 -r,(s)~ 

k 

ただし， K=k/Nおよびu(K)＝ Vμo +4si記（訳）と定義した．

(30) 

(K, S)平面において，領域R= {(K, s); G(K, s) > 0}を定義する．図 1に，領域Rの例を μo= 

0, 0.1, 1に対して示す．曲線は G(K,s)=Oに対応し，各曲線の上側の領域がRに相当する．領域

Rは空でない事が確認できる．格子サイズN と波数kを(K,s) = (k/N, 1/N) E Rとなるように

選び (27)式の初期条件を取ると，不等式 (26)が満たされる．さらに，振幅Aを十分小さく取る

と， H。に比して△のを任意に小さくできるので，不等式条件 (25)も満たされる．このとき，定理

3.1により，ある EO> 0に対して JH(t)：：：：： EO> 0が全ての tE [O,oo)で成り立つ．さらに，初期

条件に十分小さな摂動を加えた場合も同様である．すなわち，上述の単ーモード励起初期条件と

その摂動は，全熱流束の非緩和が起こる初期条件の具体例となっている．

4 まとめ

本研究では， 1次元非線形格子における NP対称性の概念を導入した． NP対称な非線形格子

のクラスは， umklapp過程が無<normal過程のみを持つような非線形格子のクラスを含む．周

期境界のNP対称格子においては，初期条件が正の熱流束を持ち，かつ，一定の条件を満たすと

き，定数co>0が存在して，任意の時刻tで全熱流束JHがJH~co> 0を満たすことを示した．

これは， JHの区間長Tでの時間平均がT→ ooの極限でゼロに収束しない事を意味する．すなわ

ち，初期条件に対する一定の制限下ではあるが， NP対称格子で熱抵抗が消失することが示され

た．本研究の結果は，熱抵抗に関する Peierls仮説を部分的に正当化するものである．
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図 1:初期条件に関する領域Rの例．パラメータ値は μo= 0（赤）， 0.1（緑）， 1（青）．
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