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1. はじめに

自己双対格子中を走行する非線形局在励起の実験

金沢大学数物科学佐藤政行，古澤拡己，曽我之泰

Masayuki Sato, Hiraki Furusawa and Yukihiro Soga 

School of Mathematics and Physics, Kanazawa University 

1988年にSieversと武野[1]によって非線形局在励起[2,3] (Intrinsic localized mode, ILMまた

はdiscretebreather)が提唱されてから、 30年以上が経った。ソリトンが生成する可積分格子で

はなく、非可積分な格子中に生成する局在励起を非線形局在励起と呼んでいる。非可積分格子な

ので、ソリトンのように自由に動けるわけではなく、普通には静止状態で安定である。局在の中

心が、格子点にあるか、格子間にあるかでそれぞれSievers・Takeno(ST)モード、 Page(P)モード

[4]と呼ぶが、一般にはこれらの 2つのモードの間に安定性の差があり、それゆえ静止安定で、走

行しずらい。洗濯板のようなポテンシャルを考えると理解しやすいのでPeierls・Nabaro(PN)ポテ

ンシャルと呼ばれることもある。一方で無理やり走らせると、格子のノーマルモード（フォノン）

を生成して次第にエネルギーを失い、やがて静止してしまうことも知られている。こちらは、尾

の生成問題、あるいは共嗚現象と呼ばれる。非可積分格子についてのこれらの 2つの問題が、興

味の一つである。ソリトン格子にはこれら 2つの問題は存在せず、自由に局在励起が運動できる。

数学的に非常に限られたソリトン格子ではない、非可積分な非線形格子中で局在励起の比較的自

由な運動を起こさせるための方法が興味を持たれている。このうちの共鳴間題が本研究のテーマ

である。

以下、 2章ではソリトンや非線形局在励起を例に共鳴の有無をフーリエ変換を用いて図示する。

3章では我々の行った電気回路での自己双対格子の実験を解説し、 4章でまとめる。

2. 走行する局在励起の例と相互作用の有無

まず初めに、共鳴が連続休中では起こらないことをサインゴルドン方程式のソリトン解を例に

図示する。方程式
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十 0} sinO=0 (1) 

の移動するブリーザー解[5]は、静止ブリーザー解を変換して得られる。
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式からコンピューター上で時間と空間について離散的ではあるが数値的に得られた 2次元データ

-0(t,x)を、数値的に2次元フーリエ変換 (FT)すると、図 1のような結果が得られる。 2次元

FTはMATLABやIGORなどの市販のソフトウエアで可能である。（または時間軸で1次元 FT
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し、得られた複素データーを空間軸でFTしても同様な図が得られる。）図の濃淡でフーリエ振輻

を表している。このように、一定速度で走行する局在状態は、波数空間で直線状のフーリエ強度

を持つ。また、曲線は線形の分散関係でありの＝i五ァロ□である。局在状態が線形分散に沿う
ように生成するのも、一般的なことである。局在状態が分散線の下側にできているのは、方程式

が負の非線形性を持つからである。

格子ソリトンの場合を図 2に示す。走行

する局在励起は同様に斜めの直線状であり、

線形の分散関係に沿うように生成している。

分散線はcoskの項を含む。

冗から冗に限られる。（図は冗ずらしてあ

また波数域は—

る。）そのため連続の場合と異なり、波数空

間で局在励起は必ずどこかで分散線と交差

ソリトンの場合、図に示すようにフする。

ーリエ強度はスムースに変化し、交点で特

に異常はない、すなわち共鳴しない。

Ablowitz・ Ladikソリトンの場合、式を

l 
,drpn ―+K ((/Jn+l + rpn-1 -2rpn) = 
dt 

―臼;i,lrpn[（知＋炉）

(3) 

のように変形する。ここで左辺は分散を作

る部分、右辺はそれを励起する可能性のあ

る非線形力と考えて、右辺の 2次元データ

ーを数値的に作成し、それを2次元 FTし

て交点での強度を調べると、交点で強度が

0になっていることがわかる。（図は[6]よ

り。）つまり、非線形力が0なので分散線上

のノーマルモードを励起しない。 これは、

Malomed[7]が embeddedソリトンで指摘

したことでもある。

非可積分の非線形格子の場合、例えば

d2x 
ーユ＋K2心＋ku(2xn―Xn+I―Xn-1) 
d戸 (4)
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図1．サインゴルドンブリーザーを数値的に 2次元

FTして波数空間 (k,w)にそのフーリエ強度を濃淡

で表示した例。曲線は線形の分散関係。
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図2Ablowitz・ Ladikソリトンの場合。正の非線形

性のとき。上のパネルの点線は線形の分散関係。直

線が分散関係と交わることに注意。下のパネルは直

線上のフーリエ強度をプロットしている。交わって

=-k40Xn 

で仮に走行状態が得られたとする。右辺のフーリエ強度は交点でも強度を持ち、そのため共鳴現

象を起こす。

も強度はスムースに変化している。解はエンベロー

プXキャリアのように書けるが、この直線上のフー

リエ強度はエンベロープのフーリエ強度でもある。
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この式を

2 d x 
ーユ＋k2心＋k21(2xn―Xn+l―Xn-1) = 
dt2 

-k40心ーk41{(xn―Xn+lf +(xn―Xn+t)3} 

(5) 

と2つの非線形項に変更する。 2つは異な

る波数依存性を持ち、交点では打ち消すよ

うにできる。図 3に調整結果の例を示す。

[6]この方法の閤題点は、固定された位置に

のみ0点があることで、速度が変わって交

点がずれると、共鳴が起こる。（同様な方法

でPNをコントロールすることでILMを移

動させることが木村らによりなされた。 [8]

このように PN問題と共鳴間題は関係があ

るが同じ条件で両方満たすとは限らない。）

他の方法として、 Melvinらは可飽和非線

形性を用いている。 [9]振幅が大きくなると

非線形性が飽和するので、 ILMの幅が広が

る。このとき局在の中心が格子点と格子間

で同等に安定になり、PNが消失し移動しや 図4実験で使用した電気回路格子。各格子点は、容

すくなる。 Melvinらによれば連続走行状態 量の小さなキャパシタを通じて進行波励起される。
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図3.2つの非線形項で交点での非線形力を打ち消す

と、共鳴現象を抑えることができる。この方法では、

交点の位置がずれると、再調整が必要になる。 [6]

で共鳴をなくすためには微調整が必要であ

る。別の高度な方法として、士井—吉村によ

り対称性を考慮した長距離相互作用ポテン

シャルを使う方法も考え出された。 [10]2次

元 FT図を見ると、直線状の強度そのもの

姦
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がブリルアンゾーンを超えては伸びていな 波数

いようで、それゆえ分散上のノーマルモー 図 5 曲線は分散関係。●で示した位置を進行波励

ドを励起しない。微調整は不要でソリトン 起する。その点を中心に、分散線に沿うように走行

に近いといえる。 状態（直線）を作ることができる。

3A. 電気回路による格子と装置

MEMS格子のような機械的な振動系でも、走行状態を作ることはできる。［11]速度の周波数変

化からでも、かなりのことがわかる。走行状態での共鳴をコントロールすることに典味を持って

いた我々は、フーリエ変換と相性の良い、リング形状の格子が容易に作成できる電気回路を用い

ることにした。非線形デバイスとしては対称的な MOSキャパシタを当初用いていたが、非線形
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性が負で分散線の下側にしか局在状態を作れない。 [12]正の非線形性の高誘電率系の積層セラミ

ックキャパシタ (MLCC)が使えることがわかり、図 4に示す回路で実験を行うことにした。 F

特性（あるいはY5V)というクラスの製品は強い非線形性を示す。分散線を図 5に示す。実験では

エネルギーの散逸を伴う。定常的に走行状態を観察するには励起し続ける必要がある。進行波励

起を行うことで、走行状態を作る。格子点の電圧を観察し、 2次元FTを行うことで直接、共鳴を

観察できる。

3B. 自己双対でない場合

図4の回路について、非線形素子として市販の MLCCと、（飽和しやすいことを念頭に）漏れ

磁束の少ない小型のインダクタを用いた。両方とも、正の非線形性を持ち、振幅が大きくなるに

従い共鳴周波数が上昇する。以下コンデンサーを C，インダクターを Lと略す。用いたデバイスを

LCRメーターでCの場合は DCバイアス電圧を加えながら、 Lの場合はDCバイアス電流を流し

この方法で、それぞれ、微分容量と、微分インダクタンスが測定される。 [13]ながら測定した。

dQ 
＝ dV -, C, {V) = 

C 

喜
° (6A) d<D 

dl 
―=Le(I)= L。

e l+ I2 II。2 (6B) 

まず、 Cのみ非線形デバイス、 Lのみ非線形デバイスの場合の静止形状を図6に示す。非線形

デバイスの位置に応じて、安定な局在が格子点を中心か、格子間を中心にできることを示してい

る。 CもLも非線形デバイスを用いて実験すると、図 7の結果が得られた。
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図6．左 Cのみ非線形、右Lのみ非線形の場合の静止形状。格子点での電圧を表示している。
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これらの結果から、用いた非線形デバイスはほぼ同等の非線形性であるけれどもその電流依存

性、電圧依存性の閲数の違いから安定性交代が起こっていると思われる。また、走行実験から L

だけ、 Cだけ、 L-C両方非線形のどの場合でも、 L-C両方非線形の場合のある一つの周波数を除

き共嗚が観察された。この周波数で、 LとCのの非線形性が釣り合い、共嗚が観測されなかった

と考えられる。このことから、もしも同じ関数形で同じ大きさの非線形性をもつ L,Cからなる格

子なら共鳴がないことが予想された。

3C. 自己双対の場合

同じ非線形性、すなわち自己双対格子なら、可積分でなくとも共鳴はないことが予想される。

電圧の運動方程式は格子点、電流の連動方程式は格子間の運動方程式とみなすことができる。

d d 
c(vn)~ n1 dt. n Vn =ln-l -Jn(7A) L(In)~ n1 dt -n In =Vn-Vn』 (7B)

すなわち格子点と格子間の運動方程式が同じとなる。 CとLの関数は、後の実験を考えて

C。 L。
C(V)= (8A) L(1)＝ (8B) 

嘉 孔

について調べた。（分母の平方根がない場合、 Hirotaのソリトン格子[14]になる。また、そのブリ

ーザー解は Bogdanらによって調べられている。 [15]）釣り合いの条件はC。V。2=L。I。2である。

シミュレーションで調べると、非線形性だけでなく、ダンピング項や励起項まですべてが釣り合

っているときに共嗚が観察されなかった。 [16]

実験を行うためには、式(8B)に従う Lを作成する必要がある。手持ちの Lは全て式(6B)のよう

な関数形であった。そこで漏れ磁束の少ないトロイダルコアを購入し、作成した複数のインダク

タを組合わせて目的のLを作成することを目指した。初めに、エネルギーの関係式C。V。2=L。I。2

からコアのサイズを算出し、妥当と思われる複数の市販コアについて 20回巻の Lを作成し式(6B)

のL。と I。を測定した。これからコア別に巻き数の関数としてのL。と I。を予測する式を作った。

L。は巻き数の2乗に比例し、 I。は巻き数に逆比例する。この関数を用い、 2から 3の直列トロイ

ダルインダクターについてそれぞれのコアの巻き数をフィッティングパラメーターとして Cの関

数から作られた目標の関数に数値フィッティングを行った。結果、 2つの非線形トロイダルイン

ダクタと、 1つの線形固定インダクタの組み合わせで、 ドライバーキャパシタを含む非線形コン

デンサーと釣り合いが取れることが分かった。 [17]式で表現すると

L。1 + L02 凸⇔ C。
1+I2 II012 l+I2 II022 孔訂可＋し (9)

のようになり、数学的には、全く違う関数に見えるけれども、限られた範囲ではあるが実測して

みると非常に近いものが作れた。
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図8に走行している非線形局在励起の実

測例を示す。 ドライブ周波数をバンドの周

波数頂上に近い 30kHzからゆっくり上げ

ていくと、ダンピングが大きい場合に特徴

的な複数の走行状態が得られる。 [18]周波

数を上下させる、あるいはもっと直接的に

瞬間的に 1点を GNDにショートさせると、

1つだけ残すことができる。図 9にその2

次元FT図を示す。直線状態が観察される。

直線を含むある周波数範囲で積算した FT

強度を図 10に示す。全体的なスペクトルは

ガウス関数に近い。頂上のへこみは、局在

励起がない格子部分の応答（平面波）の影

響である。丸で囲まれた部分に共鳴応答が

観測されている。共鳴応答と局在励起の（複

素）スペクトルの和が反共鳴のような形状

をしている。

当初作成した Lは、暫定的なドライブコ

ンデンサーの容量を用いていたので、完全

にバランスされていなかった。固定インダ

クターを直列に追加し微調整を行った。図

11に微調整の結果を示す。 (a)は未調整、 (b)

は47μHの追加、 (c)はlOOμH追加のスペ

クトルである。 (b)の場合で共鳴信号が少な

くなっていることがわかる。また、 ドライ

ブ周波数を変えると、速度が変化し、交点

がずれるが、にもかかわらず共嗚が少なく

なっていることがわかる。このことから、

CとLがバランスされた場合（すなわち自

己双対）ならば、共鳴がなくなることを実

験で確認できた。

30 

25 

20 

格 15 111'' 砂,I札H『 ／ ／ 
子 10 

5 

゜ l 

00 05 
time l 0 (ms) 

1.5 20 

図8走行する局在励起の実測例。 FTしてみなけれ

ば共嗚の有無はわかりにくい。
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算した。（速度一定で安定走行しているので、スペ

クトルは非常に狭い。）
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図10 バランスされていない例。頂上のへこみの位

置がドライブ波数。丸で示された部分に共鳴が見え

る。 2つの信号の和による反共鳴のような非対称ス

ペクトルをしている。

3D. 共鳴について

当初は、共鳴が存在しない理由は自己双対であるので電流の式と電圧の式が同等であり、格子

点と格子間に差がないからであると考えてきた。しかしながらシミュレーションを詳しく調べる

と、 2回目の交差で共り鳥がある場合が確認された。図 12にそのような例を示す。

共鳴の有無については、 2章で説明したように、 2階の微分方程式の非線形力で議論すること
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もできる。長い計算の後、 1回目の交差は

無共鳴、 2回目は共鳴するという結論が得

られる。しかしここでは、一階の微分方程

式2つで議論する方がより自然と思われる。

（計算不要、はるかに説明が短く、楽にな

る。）その場合、右辺はベクトルのように 2

成分となるので

L。主—凡＋vn+l=(L。-L(I』)羞In

C 
d 

（ 
d 

゜dt 
-Vn―In-I +In =(C。 -c(vn))~v,dt n 

(10) 

とする。右辺が非線形力に相当する。前進

する局在励起の場合、右辺の比は電圧：電

流XZoは1:1となる。 (Zoは特性インピーダ

ンス[▽で〗左辺は分散を形作る部分で

あるが、前進波のブランチは比が 1:1、後進

波のブランチは比が 1:-1となる。

今まで用いてきた 2次元 FTは電圧情報

でのみ計算されてきており、電流の情報を

用いていないので、この 2つのブランチを

正確には分離できない。電圧と電流両方を

込みに入れて、電圧、電流、電圧、電流の

ようにデーターを作り FT変換を行うこと

を考える。格子間隔が半分になるのでブリ

ルアンゾーンは2倍すなわち、 (-冗，冗）か

ら(-2冗， 2りに広がり、 (-2冗， 0）が後進波、

(0, 2冗）が前進波ブランチになる。 1回目の

交差は、後進波との交差であり、ベクトル

は直交しノーマルモードを励起できない。

さらに、図 12の2回目の交差は、前進波ブ

ランチとの交差であることがわかった。前

進する局在励起の振動パターンは、前進波

のノーマルモードのパターンと直交せず、

励起が観測されたと理解できる。
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図11．直線上の FTスペクトル。 (a)未調幣、 (b)47μ 

H追加、 (c)lOOμH追加。 (a)と(c)では反共鳴の様子

が反転している。 (b)ではドライブ周波数がかわって

も、共鳴が非常に減っていることがわかる。
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図 12 シミュレーションによる 2回目の交差の検

証。麻線状の状態が、 K=—冗の右端から、冗の左端

ヘ矢印のようにつながっている。周波数が負の領域

へ入ると、波数も反転するので左側へつながり、右

上へ延長されてゆく。そこで再び分散線と交差す

る。この場合は共嗚が起こっているようだ。
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4. まとめ

まとめると、以下のようなことが達成され、また分かった。

1. 自己双対格子を実際に作ることができた。

2. 速度によらず共嗚が著しく減少する様子が確認できた。

3. 前進する非線形局在励起の電圧と電流XZoの比が 1:1で、交差する分散線の後進波ブランチ

のノーマルモードの比は 1:-1であるので共嗚しないのではないかと考えられる。

謝辞 この研究は、コーネル大のA.J. Sievers教授との共同研究です。
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