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頂点代数は，整数でパラメトライズされた無限個の積を持つ代数系である．頂点代数Vが共

形元 (Virasoro代数の交換関係を満たす元）を含むとき，共形元を 1つ固定したものは頂点作用

素代数 (VOA)という．頂点代数Vとその部分代数Uに対して， Vにおける Uの中心化代数が定

義されるが，これまで考えられてきた具体例はu,vにVOA構造が入っている場合のみであった

(Goddard-Kent-Olive構成法など）．

本稿は論文 [K23]の概説である．次の中心化代数 Cを考察する．すなわち， Vがふ型格子

VOAであって， UがFeigin-Stoyanovsky主部分空闇の場合である． uはこの場合，共形元を全く

持たない（従って VOAになり得ない）．しかし，モジュラー形式の理論と関係するなど，良い性質

を持つ代数である．主結果として， Cの極小生成系を与え， ZhuのPoisson代数Reを決定， Cの中

心化代数が Uと一致することなどを示した証明等の詳細については [K23]を参照されたい．

1.頂点代数と頂点作用素代数

1.1. VAとVOA.頂点代数 (VertexAlgebra, VA)は，何らかのベクトル空間M上の作用素値級数

u = u(z) E End(M)[[z,z―1]]のなす集合Vと思える．和・スカラー倍と，留数積と呼ばれる無限

個の積

(n): V x V→V, V x V 3 (u,v)日 u(n)vEV 

(n E Z)で閉じていることが要請される．また， 1= idMが含まれ，微分で閉じた集合である．（ー1)

積は正規順序積と一致し，元 1は(-1)積に関して単位元になる．また， uの微分如はu(-2)1と

一致する．

頂点代数 Vの元 Q が共形元であるとは， w(n)= Ln-1と表したとき， LnたちがVirasoro代数

の交換関係を満たし， L＿1が微分aと一致することを言う． Vに共形元が存在するとき，共形元を

1つ固定したものは頂点作用素代数 (VertexOperator Algebra, VOA)というただし，次の条件

を満たす必要がある．線形変換Loが半単純であり，固有値は全て整数で，固有値の分布が下に有
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界であり，各固有空間は有限次元となる． Loの固有値は共形ウェイト，固有ベクトルはウェイト

ベクトルであるという． 2次元共形場理論(2dCFT)の対称性（カイラル代数）はVOAである．

中でも， Q余有限（かつ有理的な） VOAは，指標のモジュラー不変性という性質を満たす [Z].

すなわち既約指標を並べたベクトルがSL2(Z)上のウェイト 0のベクトル値モジュラー関数にな

る．（個別の指標はある合同部分群上のウェイト 0のモジュラー関数となることも知られている．）

また，有理的という条件を除いてもモジュラー不変性の自然な一般化が成り立つので [M]，本質

はQ余有限性にあると言える．そこでら余有限VOAのクラスは最も重要なクラスの 1つであ

る． Q余有限な VOAには，偶格子に付随する VOA（格子VOA),Virasoro極小模型などがある．

分類は知られていない．

定義としては， Q余有限性は， ZhuのPoisson代数Rv= V/V(-2)Vが有限次元であることを

言う．ここで，可換積と Poisson括弧は Vの(-1)積と (0)積が誘導する．

1.2.中心化代数． VをVAとし， Uはその部分VAとする．（Vにおける） Uの中心化代数(commu-

tant)とは，部分VA

Com(U, V) = {v EV I [u(n), v(m)] = 0 (Vu EU, n, m E Z)} 

のことである．中心化代数の研究は物理学者の Goddard,Kent, Oliveがアフィン Kac-Moody代

数に付随する VOAの中心化代数として Virasoro極小模型を構成したことに始まり，既知のVOA

から新しい VOAを作る手法として盛んに研究されてきた

中心化代数は次の表示を持つ：

Com(U, V) = {v EV I u(n)v = 0 (Vu EU, Vn ~ O)}. 

（集合SがUを生成するとき，条件内の「VuEU」はもちろん「VuES」で取り替えても良い．）

v,uがVOAである場合の中心化代数の性質を述べる．（本稿で考察したいのは UがVOA構

造を持たない場合である．） Q，Q'をそれぞれの VOA構造を与える共形元とする．まず，

Com(U, V) = Kerv (L箪 (1.1) 

が成り立つ．ただし， N'(n+ 1) = L~ と表した．

Uが単純である（非自明なイデアルを持たない）場合には， Schurの補題と似た議論を用いて，

Keru(L~1) は自明部分VA Clと一致することが分かる．よって，このとき UとCom(U,V)の共

通部分は自明となる．このことより，中心化代数はコセットとも呼ばれる．

特に，単純VOAVの中心は自明である．

また， 0，Q'がある種の条件を満たすとき，元Q-Q'はCom(U,V)の共形元となり， Com(U,V) 

にVOA構造を定める．

これまで知られている全ての例において， U,VがQ余有限のときはCom(U,V)もQ余有限

であったまた，何らかの仮定が必要であろうが，一般的な枠組みでら余有限性は中心化代数に

遺伝するだろうと考えられている．
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2.ふ型格子VOA

ふ型ルート格子A1=Zaを考える．内積は(・，・）で表す． 1次元Lie環g=CRzんを考え，付

随する HeisenbergLie環を5と表す． i上の最高ウェイト入 Egの（レベル 1)Fock加群（空間）

は M(l，入）と表す• /3€ りに対して，頂点作用素

ef3 = ef3 (z) = : ef f3(z)dz : 

は， Fock空間たちに作用する作用素値級数である．ここで，コロンは正規順序積を表す．

さて， /3E A1 とすると，砂は M= 〶向I M(l,A)上で閉じているので， M上の作用素値級数

と思おう．小型格子VAVA1は砂 (/3EA1)で生成された VAである．生成されたというのは，こ

れらを含む最小の VAであることを意味する．次の形の元で張られていることがわかる：

e£1a(n1) ・ ・ ・ e肝a(n,)1 (r ~ 0,釘 E{士｝，n;E Z). (2.1) 

ただし， 3つ以上の積は右から読む約束である (VAの積は一般に結合的でない）．また，/3,y E A1 

に対して次が成り立つ：

砂(-(/3，y)-I)eY=e/3＋Y, 砂(n)eY= 0 (n ~ -(/3，y)). 

これより， VA1は2元e士aですでに生成されている．なお， eoは恒等元 1= idである．

VA1は次の共形元に関して VOAになる：

1 
Q = -（e―a(-1)炉＋ e町ーl)e―a).

4 

単項式 (2.1)はウェイトベクトルであり，共形ウェイトは t,,.= -n1 -・ ・ ・ -n,である．

VA1は単純なので，中心は自明である．また， Q余有限であることが知られている．

3.主部分空間

VA1のFeigin-Stoyanovsky主部分空間 [SF]とは，元炉で生成された部分VAW=〈砂〉のこ

とである．これは元々文献 [SF]において，アフィンLie環512の甚本表現の部分空間として導入

され，文献 [CLM,CalLM]等において VA理論に持ち込まれた（格子VAとの関わりについては

[MP]も参照せよ．）

VOAVA1の共形元 Q はW に属していない実は， W には共形元が 1つも存在しない．なぜか

というと，生成元砂同士の積を計算することにより， W は可換な VAである (Wの中心がW と

一致する）ことがわかる．一方， VA1の元で微分で消えるものは 1の定数倍のみであり， W は自明

VAでないので，共形元は W の中心元にはなり得ないよって， W には共形元は存在しない．

次の単項式の組は W の基底であることが知られている：

ea(-nr -2r + 1) ・ ・ ・ ea(-n2 -3)ea(-n1 -1)1 (r ~ 0, nr ~・・・ ~ n1 ~ 0). (3.1) 
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元（3.1)はVA1のベクトルとして共形ウェイト l"J.= r2 + n1 + ・ ・ ・ + n,のウェイトベクトルである．

よって， 0 がW に属していないにも関わらず， W はLo作用では閉じている．また，次の形に固有

空間分解される：

W=ffiw~ (W~={vEWILov=/':,.v}). 
A=0 

さて，甚底の元 (3.1)のうち長さが rかつ共形ウェイトが/':,.=r2+nであるものは，整数 nの

高々 r個の自然数への分割と 1対1に対応する．これより， W の斉次次元の母関数（指標） xw(r)

は次の形である：

00 00 r 2 

xw(r) = I dim(W/j.)が＝〗土ー (q = e2冗口r,Im(r)> 0). 
(q)r 

/j.=0 r=O 

ここで，（q),= (1―q)(l -qり・・・（l-り）とおいたこの関数は（第一） Rogers-Ramanujan恒等式

に現れる：

図こn l 
r=O 

(q)r 
n=O 

(1 _ q1+5n)(lーが＋5n)'

さらに，正規化指標q―1/60xw(r)はr(5)上のウェイト 0のモジュラー関数である．

基底 (3.1)の形から， Rwは1，砂の類で張られていることが直ちに従う．よって， W はQ余有

限である．なお， Rw""C[x]/（好）と表せることがわかる．

W は非自明な可換VAなので特に単純ではない．

本稿の目的は，中心化代数C= Com(W, VA,)の構造の解明である．

4.典型的な例との比較

中心化代数の典型的な場合との比較を行うまず， v＝Vんは通常通り Q余有限な単純VOA

である． w はら余有限ではあるが，単純ではないし， VOAにはなり得ない VAである．また， W

は可換であるため， CはW を含んでいる．よって， CとW の共通部分が自明でないので，通常の

「コセット」とは状況が異なる．また， Cの中心は W を含むので，上と同様の理由により共形元

を持たない．

w,cは共形元を持たないが， Ln(n ~ー1) の作用で閉じていることがわかる（擬共形 VA であ

るという）．

W の指標は通常通りウェイト 0のモジュラー関数である．また，［K15]の結果より， Cの指標は

°° r2 

xc(T)＝こ上
r=O 

(q)2r 
(4.1) 

の形であることがわかる（後で説明する）．これも正規化するとウェイト 0のモジュラー関数と

なる．

なお， W は1元生成VAであり，可換であるため極めて基本的な VAと言える． VOA理論との

関わりもある．すなわち，中心電荷ー22/5のViraosoro極小模型L(-22/5,0)を考え，それにある
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種のフィルターを入れる．すると，付随する次数つき代数はPoisson頂点代数として W と同型と

なる．これより， Wはら余有限VOAとも関係している．

以上の状況を踏まえて， Cを調べていく．

5.一般化頂点代数を用いた記述

んの双対格子 A;'=Zの (G)= a/2)を考える． Fock空間の和 M=④;¥EAiM(l,il)を考え

る． /3E A;'に対して， e/Jしま灯上で閉じている． しかし，¢がんに入っていないときは e/J

はzの半整数べきの項を含むので，｛efJ1/3EA;'}は頂点代数を生成しない代わりに，これ

は一般化頂点代数(GeneralizedVertex Algebra, GVA) [DL] VAiを生成する． VAiにおける積は，

nE枠Zに対して定まる． /3,y EA;'に対して次が成り立つ：

e/3（-（/3，y)-l)eY=e/3＋Y, 砂(-(/3，y)+n)eY=O (nE~Z\Z<o). 

これより， vぶは 2元e土ので生成される．元呼は VAiの中でVA1と同型な頂点代数を生成するこ

とに注意せよ（以下VA1と同一視する）． e士のの単項式のうち長さが偶数であるものはVA1を張る．

VA1の共形元 Q を考える． LoはVA］に作用し，元 e/3（/3E Ai)は共形ウェイト A= （/3，/3）／2 

のウェイトベクトルとなるまた，一般に，共形ウェイト A1，ふのウェイトベクトルu,vに対し，

u(n)vは(0にならなければ）共形ウェイトふ＋A2-n-1のウェイトベクトルになる．

1元砂のみで生成された部分 GVAをwoと表す． これは [Kl5]で導入された一般化

主部分空間である． woは次の基底を持つ [K15]: 

e(i) （-nr 一字）・ •.e(i) （-n2-胴-n1-1)1 (r ~ 0, n, ~・・・~ n1 ~ 0). (5.1) 

さて， GVAの公理を用いると，砂(n)と砂(m)は任意の n,mE ½z に対して（反）可換であるこ

とがわかる．これより， woと馴の共通部分は Cに含まれることが直ちに従う．それどころか

実は完全に一致することがわかる [K15].これより，単項式(5.1)のうち長さ rが偶数であるもの

は， Cの基底 '.Bをなすにれより前節の指標公式 仕り も従うJ

6.主結果

本節では論文 [K23]の主結果を述べる．次の Cの元を考える：

<l>(n, m) = eの(-m-3/2)e/i)(-n -1)1 (m, n E Z). 

このうち m~ n ~ 0であるものは基底'.Bの長さ 2の元全体をなす．なぉ＇ n,mO.刃厠番を入れ替え

ると一般には異なる元になる．

伽＝ <I>(n,n) (n ~ 0)とおくと，伽＝ eaである．また， ¢1(1恥＝―籍e2aであることがわかる

ので， Cは可換VAではない．

命題 1.'.Bの部分集合他(n,m) Im ~ n ~ 0}はCを生成する．
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さて，頂点代数は微分で閉じていた． <l>(n,m)の微分は次の形で表される：

晴 (n,m)) = (m + ~)<l>(n, m + 1) + (n + l)<l>(n + 1, m) (n, m E Z). 
2 

これより '<l>(n,m)のうち n= mであるもの，すなわち伽，¢ぃ．．がCを生成していることは想像

に難くないだろう.<l>(n+ 1, n)が<l>(n,n)の微分に現れることに注意が必要だが，結果として次が

成り宣つことがわかった

定理 2.集合s= {rp。，釘，．．．｝は Cの極小生成系である．さらに， SはCを強生成している．

ここで強生成するとは，負の nに対応する (n)積のみで生成されることをいう．

さらに次が従う．

定理 3.ZhuのPoisson代数 Reは1と伽，仇．．．の類を基底として持つ．さらに， Poisson代数と

して

Re ~C[Xlぷ2,...]/(xのIi,j ~ 1) 

と表されるただし， Poisson括弧は零である．

最後に， Com(C,V,ん）は明らかに W を含むが，実は一致することがわかった

定理 4.Com(C, VA1) = W. 

通常のコセットの理論でもこの双対性が満たされるように部分代数が選ばれる．

7.考察

定理2より次が従う．

系5.Cは無限生成である特に， C2余有限でない．

(C2余有限でないことは，定理3からも直ちに読み取れる．） VA1,Wはら余有限なので， Q余

有限性の遺伝は少なくとも頂点代数の範囲では成り立たないことが確定した．

しかしながら， Cは指標がウェイト 0のモジュラー関数になるため， Q余有限VAに近いと考

えられる．実際，定理3の表示より次が従う．

系6.Cの随伴多様体Xe= Specm(Rc)は1点のみからなる．

有限強生成かつ非負数で字数づけられた VAは、 Q余有限であることと随伴多様体が 1点

からなることと同値であるため（［A]),CはQ余有限VAに近い VAだと言えるだろう．
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通常のコセットの具体例においては，部分代数 U と中心化代数X = Com(U, V)との交わり

が自明であり， v,u,xはQ余有限（かつ有理的な）単純VOAとなり，双対性Com(X,V) = Uが

成り立つ．このとき， URXはVの部分VOAとなり， URX-加群として

｛ 

い① utRXt (U心は既約 U,Xー加群，u。=u，X。""X)
f=O 

と分解する．本稿の例ではCがW を含むので，このような分解は存在しないが，それにも関わら

ず，指標のレベルでは同様の分解公式が存在する．また，これは [BFL]のUrodVOAによる Vふ

の分解から従う指標の分解公式と一致する．さらに，［K14]の中間VAVE7+1/2とも関係する．

このように， Cは面白い性質をもった VAである．今後とも調べていきたい．
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