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本稿では，三枝崎剛氏（早稲田大学）との共同研究により得られた結
果 [4]について報告する．

1.代数幾何におけるガロア点

代数幾何において，平面曲線に対するガロア点が次のように定義され

ている ([3,8, 10]): 

定義 1（吉原， 1996).C c IP'2を代数閉体上定義された次数d2': 4の既
約な平面代数曲線とし， PEGをCの非特異点とする点 Pからの射

影 7rp:C→IP'1が誘導する関数体の拡大 k(C)／咋k(IP'りがガロア拡大
であるとき， PはCのガロア点であるという．

ガロア点理論の重要な成果のひとつは，ガロア点の配置により，代数
多様体の分類結果が得られていることである（例えばサーベイ論文 [3]
を参照）．本稿では，ガロア点のグラフ理論類似について考えたい．

2.グラフの因子理論， HARMONICGROUP ACTION 

Baker-Norine [1]により，グラフ上の因子とその線形系が導入され，

有限グラフのリーマン・ロッホの定理が証明されている．その後，代数

曲線に対する種々の結果のグラフ類似が得られている特に，浦川 [9]に
より導入されたグラフの harmonicmorphism（及びその一般化）は，グ

ラフ間の被覆のフルヴィッツ公式を与えるのに用いられているまた，

代数曲線のガロア被覆に対応する概念として， harmonicgroup action 
がCorry[2]によって導入された

ここで，グラフ上の因子とその線形系の定義（ならびに関連する諸概

念）を確認する．以下，本稿では，グラフ Gは有限，無向で単純であると

する．頂点の集合を V(G)，辺の集合を E(G)と表す． Gの頂点によって

生成される自由アーベル群

D1V(G) ＝ PE皇G)zP= ｛心G)apPapE Z} 

の元を因子 (divisor)という．因子 D=冗PEV(G)apP E Div(G)に対

して， deg(D)：＝ 区 ap, D(P) := ap, 

PEV(G) 
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と定める．任意の PEV(G)に対して D(P)2: 0であるとき， Dは有効

因子(effectivedivisor)であるといい， D2: 0と表す．写像f:V(G)→Z 
に対して

△(!) :=ど L (J(P) -J(Q))P 
PEV(G)冗JEE(G)

と定め，△（f)を主因子 (principaldivisor)という． 2つの因子 D,D'に

対して写像f:V(G)→Zが存在して

D-D'＝△(!) 

と表されるとき， DとD'は線形同値 (linearlyequivalent)であるとい

い， D~D'と表す．因子Dに対して

IDI :={EE Div(G) IE 2: O,E ~ D} 

と定め，間を線形系 (linearsystem)というさらに，

max{s E Z~o I任意の E(E 2: O,degE = s)に対して ID-El =J 0} 

をr(D)と定め， Dのランクという.|DI =0のときは， r(D)=-1と定
める．

harmonic group actionについては便利な言い換えがあるので，定義

を述べる代わりに，その言い換えを述べておく．

命題 1.r < Aut(G)をグラフ Gの自己同型群の部分群とする． rがGに

harmonicallyに作用することの必要十分条件は，任意の頂点PEV(G) 
に対して，安定化群恥が Pを通る辺集合に freelyに作用することで

ある．

3. グラフのガロア点

代数幾何における射影や関数体のガロア拡大についても，因子の線形

系や自己同型群の言葉を用いて言い換えが可能である．そのことと，グ

ラフに対して因子の線形系と harmonicgroup actionが導入されている

ことを鑑み，我々は次の定義を与えた

定義 2([4]). Gを2-edge-connectedなグラフとし， Dをr(D)= 2をみ

たす因子とする．次の 3つの条件がみたされるとき頂点PEV(G)は

線形系 1馴に関するガロア点であるという：

(1) r(D -P) = 1, 
(2)任意の QE V(G)に対して (Q= pの場合も含む）， r(D-P-

Q) = 0が成り立つ，
(3)位数 deg(D)-1の部分群 H < Aut(G)と2つの因子 E1,E2 E 

IDー列が存在して次をみたす：

(i) IV(G/H)l>l, 
(ii) HはGにharmonicallyに作用する，
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(iii)任意の aEHに対し， a(E1)= E1, a（尾） ＝島が成り
立つ．

注意 1．各条件の，代数幾何における意味について補足する． r(D)= 2 
という条件は，非特異射影代数曲線Xから射影平面 ]J:D2への有理写像

砂 1:X---t]J:D2が定まることと対応している．条件 (1)は， 'PID|が点 P

で定義されていることに対応し，同時に Xから射影直線]J:Dlへの有理写

像切D-PI:X-―-t ]J:Dlが定まることを意味する条件 (2)は，点切Dl(P)

が平面曲線 'PIDl(X)の非特異点であることに対応し，同時に凸D-PIが

('PIDIと射影7r'PIDI(P)の）合成写像7r'PIDl(P）゚ 'PIDIと一致することを意味

する．条件 (3)は，射影7r'PIDl(P):'PIDl(X)→]J:Dlがガロア拡大を呈する

ことから来ている．

研究集会の発表においても述べたが，条件 (1)(2)(3)は，代数幾何にお
いてはガロア点であるための必要条件であり，必要十分条件とするには

やや弱い．必要十分条件とするために条件を並べることは容易である
が「無駄なく簡潔に」条件を選び出すことにやや困難がある．いくつ

か選択肢があるが，どれかを選択し，近日中に公開したいと考えている．

修正する予定のガロア点の定義では本稿のものより強い条件を課すこ

とになる．本稿で扱う例（完全グラフ，車輪グラフ）では強い意味でもガ
ロア点となり，本稿の主定理はそのまま成り立つ．いずれにせよ，本稿

ではこの弱い定義のままでガロア点を扱う．

尚日本数学会年会のアブストラクト [5]の注意 1では「代数幾何に
おいて同値である」というつもりで書いていたので，ここには誤りが含

まれている．

ガロア点が存在するグラフの例として，完全グラフと車輪グラフがあ
る．それらのグラフについては，次のことがわかった

命題 2.Knを n個の頂点からなる完全グラフとし， n ;::=: 3とする．

V(K砂＝ ｛P1,．．．，凡｝， D ＝ P1 ＋・・・＋几とする． このとき，次が
成り立つ：

(a) r(D) = 2, 
(b)任意の PEV(K砂に対して， r(D-P) = 1である，

(c)任意の P,QE V(Kn)に対して， r(D-P-Q) = 0である，

(d)任意の PEV(Kn)は立に関するガロア点である．

命題 3.Wnをn個の頂点からなる車輪グラフとし， n2 5とする．つ

まり，

V(w;砂＝ ｛P1,．．． ,Pふ
E(w;砂＝｛PiPiIi E {2,...,n}}U{PiP;+i Ii E {2,...,n-1}} 

u{P』)2}

とする． D=Pi＋・・・十几とするとき，次が成り立つ：
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(a) r(D) = 2, 
(b)任意の PEV(Wn)に対して， r(D-P) = 1である，
(c)任意の P,QE V(Wn)に対して， r(D-P-Q) = 0である，
(d)頂点代は立に関するガロア点である，
(e)頂点 P2,.．．，凡は I仄に関してガロア点ではない

特に， 1仄に関するガロア点はちょうど 1個である．

4.主定理

代数幾何と同じようにして，ガロア点が「グラフの分類」に利用でき
ると期待される．その方向性の第一歩として，次のような完全グラフの
特徴づけを与えることに成功した：

定理 ([4]).Gを2-edge-connectedなグラフとし， V(G)={Pi,..., Pn}, 
D=片＋・・・十几とする． n2: 3とするとき，次は同値である：

(1)グラフ Gは完全グラフ Knと一致する，
(2) r(D) = 2であり，間に関する 2つのガロア点が存在する．

特にこのとき，すべての頂点がガロア点である．

ガロア点の個数に注目すれば，次が得られる．

系． Gを2-edge-connectedなグラフとし， n2: 3, V(G) ={Pi,...,P,ふ
D=片＋・・・十几とする． r(D)= 2を仮定する．このとき， 1仄に関す
るガロア点の個数は 0,1または nのいずれかである．さらに，個数がn

であるための必要十分条件はG=Knであることである．

注意 2.D =Pi+・・・+ Pn, r(D) = 2であって， IDIに関するガロア点
がひとつもないグラフも存在する． n=4であって「完全グラフからひ
とつの辺を取り除いたグラフ」がその例となる．

5.補足，今後の展開

定義 2にある “r(D)= 2’'という条件は「平面曲線」のグラフ理論
での対応物を想定するのに必要で，代数幾何では “sublinearsystem"の
概念があるのでこの条件をつける必要がない．グラフ理論では（線形系
間の構造が複雑なため？） sublinearsystemの概念は導入されていない
と思われるしたがって，次が課題として残っている．

問題定義 2を一般化し， ‘‘r(D)= 2"という仮定を外すことは可能か？
定義 1に相当するグラフでの表現は何か？

Baker-Norine [1]が出版されてすぐにトロピカル曲線に対するリーマ
ン・ロッホの定理が証明された ([6,7]）．それと同じような流れで， 「ト
ロピカル曲線に対するガロア点」も同様に定義することができる．有

限グラフ，トロピカル曲線の他にも，リーマン・ロッホの定理は様々な
対象に対して証明されている．因子の線形系とガロア被覆が適切に定
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義された対象であればガロア点も定義されるであろう，と著者は考えて

いる．
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