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groups 
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本稿は功刀直子氏との共同研究に基づく．

有限群 Gに対して， Maschkeの定理から，複素係数の群環CGは半単純多元環となる．すなわち，全行列環の

いくつかの直和となるため，既約表現たちを調べれば十分である．一方で，体 Kの標数pが正標数であり， Gの

位数を割り切る場合には，群環 kGは半単純多元環とならない．そこで，次のような両側イデアルでの直既約分

解を考える．

kG=B。① B1①・・・① Bl 

この直和因子 B，を kGのブロックという．各ブロックは K多元環となり，このような分解は一意的である．ま

た，有限生成 kG加群 Uに対して， B;のみが Uを零化しない場合には， Uは比に属するという．（特に断りの

ない限り，本稿では加群と言えば有限生成左加群を表すものとする．）単純加群や，直既約加群は必ずいずれか

のブロックに属し，相異なるブロックに属する加群たちの間の準同型は零写像のみとなるため，モジュラー表現

論においては，ブロックに着目して研究が行われている特に自明表現に対応する kG加群kGが属するブロッ

クは主ブロックといい， Bo(kG)と表す．

ブロック Bに対しては，次の全射が分裂するような Gの極小p部分群 DがG共役の違いを除いて一意に定

まる．

B RkD B ------+ B 

aR/3，；  a/3 

このような p部分群を Bの不足群という特に， Bo(kG)の不足群は GのSylowp部分群となる． Brauerは

kGのブロックと，その不足群の正規化群上の群環のブロックを結びつける厘要な定理を示した．

定理 1.1(Brauerの第一主定理）． DをGのp部分群とすると， kGのブロックのうち， Dを不足群に持つも

のたちと kNc(D)のブロックのうち， Dを不足分に持つものたちの間には一対一対応が存在する．

この対応を Brauer対応という特に， PをGのSylowp部分群としたとき， Bo(kG)はBo(kNa(P)）と

Brauer対応する．さらに Broueによって Brauer対応するブロックに関する予想が提出された．

予想 1.2(Broue, [2]). BをkGのブロックとし， Dをその不足群とするこのとき， Dが可換であれば， Bと，

それと Brauer対応する kNa(D)のブロックの間には導来同値が存在するのではないか？

この予想はいくつかの場合には正しいことが示されており，その一つとして，不足群 Dが巡回群の場合が示
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されている．

一方で， pが奇素数であり，有限群 Gが非可換メタ巡回群c炉 xら(2::;a)に同型な Sylowp部分群 Pを持

つ場合， Gの指数pの正規部分群 G。と位数pの部分群 Qが存在し， G=G。)<JQとなる．加えて GのSylow

p部分群Poは位数がCPaの巡回群となる．さらに， PoのG上の正規化群Na(Po)はNa(Po)= Na0 (Po))<JQ 

となる． G。は巡回群 P。を Sylowp部分群に持ち， Bo(kGo)の不足群は P。となるため， Brou6予想の成立が

確認されている場合となっている．すなわち， B。（kGo)とBrauer対応する Bo(kNa0(Po)）の間には導来同値

が存在する．したがって， Bo(kG)とBo(Na(Po)）の間の導来同値の成立が期待されている．

ブロックの間の導来同値を考察する手法の一つとして，導来同値より’'弱い’'同値関係である森田型安定同値

を構成し，それについて調べるというものがある [4]．また，主ブロックの間の森田型安定同値を構成する方法

がRouquier[6]によって示され， Okuyamaはこの方法を用いて Bo(kG)とBo(kNa(Po))の間の森田型安定

同値を構成した [5]．そこでは相対射影被覆が重要な役割を担っている．加えて，構成された森田型安定同値を

調べ，導来同値の存在を検証する上では単純加群の相対射影被覆に関する考察が必要となる．本研究はこのよ

うな動機のもとで相対射影被覆について考察を行った．

2 相対射影加群と相対射影被覆

本節では G を有限群， Kを正標数pの代数閉体とし， pが G の位数を割り切るとする．相対射影性には様々

な特徴づけが存在するが，本稿では次のように定義する．

定義 2.1.HをGの部分群とする，このとき， kG加群 M がrelativelyH-projectiveであるとは，ある kH加

群N に対して， M がNや＝ kGRkHNの直和因子となることをいう．

これは M が M ↓H↑G の直和因子となることと同値である．また，部分群 Hが単位元からなる自明な部分群

{1}の場合， kG羞 HMはkGのdimM個のコピーの直和となるため， M が射影的であることと， relatively

{1 }-projectiveであることは同値となる．注意として， GのSylowsp部分群を Pとすると，全ての kG加群は

relatively ?-projectiveとなる．

kG加群 M が直既約の場合， M がrelativelyprojectiveとなるような極小の p部分群が定まる．すなわち，

Gのある p部分群 Rが存在し，次を満たす．

•M は relatively R-projectiveである．

•G の部分群 H に対して， M が relatively H-projectiveならば， RはH の部分群のいずれかと G共役

となる．

この RをM のvertexといい， G共役の違いを除いて一意に定まる．

次に relativeprojective coverを定める．

定義 2.2.HをGの部分群， M をkG加群とする．このとき，次の kG加群の完全列

0)  N)  X)  M)0  

が次の 3つの条件を満たすとき， M のrelativeH-projective coverという．

(1) XはrelativelyH-projectiveである．

(2)この完全列は kH加群の完全列として分裂する．

(3) N はゼロでない relativelyH-projectiveな直和囚子を持たない．

簡単のため， X をM のrelativeH-projective coverともいう．また， Xを辟(M),N を伽(M)と表す．



91

Relatively projectivityの場合と同様にして， Hが単位元からなる自明な部分群のとき， relativeH-projective 

coverは通常の projectivecoverと一致する． Gの部分群 H に対して， kG加群 M のrelativeH-projective 

coverは常に存在し，同型の違いを除いて一意に定まる．また， Xが直既約ならば，（1)と（2)から (3)が従う．

自明加群の relativeprojective coverは次のような加群となる．

命題 2.3.Gの部分群 H に対して，知↑Gの直既約因子のうち，自明 kG加群柘への全射が存在するものが

一意的に存在する．

この加群を H に関する ScottkG加群といい， Sc(G,H)と表す．加えて Sc(G,H)は知の relative

H-projective coverとなる．よって，次の H分裂する kG加群の完全列が存在する．

。一伽(KG)---+Sc(G,H)---+ KG ---+ 0 

この完全列に kG加群 M をK上でテンソルすることで次の完全列を得る．

。 一伽（柘）魯 M---+Sc(G,H)鉗 M ---+ KG叡 M ---+ 0 

この完全列はまた， H分裂する完全列となる．加えて， KGRKM竺 M である．さらに， Sc(G,H)Rk M は

知↑G 翫 M の直和因子であり，

知↑G叡 M 竺 (kH翫 M ↓H)↑G

であるため， Sc(G,H)釦 M は relativelyH-projectiveとなる． よって上の完全列は M の relativeH-

projective coverの条件（1)と(2)を満たす．

3 非可換メタ巡回群を Sylow部分群に持つ有限群とその群環

はじめに述べたように，本稿では次のような有限群たちとその群環たちについて考察する． pを奇素数とし，

kを標数pの代数閉体とする． Gを有限群とし，その位数がpで割り切れるものとする．加えて， Gは非可換メ

夕巡回群 c炉 xら(2::;a)に同型な Sylowp部分群を持つとする．このとき， Gのある正規部分群 G。と Gの

ある p部分群Qが存在し， G=G。)<IQとなる． PをQを含む GのSylowp部分群とし， Po=PnG。とおく

と， P＝P。)<IQとなる加えて， PoはG。の Sylowp部分群であり，位数がザの巡回群と同型となるまた，

H = Na(Po),H。＝凰（Po)とすると，況(Po)=Na。(Po)><1 Qとなる．これを図で表すと次のようになる．

G=G。)<IQ
G。一

<l 況 (Po)＝翫(Po)><1 Q 

NG。(Po)-----------

この状況のもとで， Bo(kH)に属する単純加群たちと Bo(kG)に属する単純加群たちの relativeQ-projective 

coverを求めていく．

単純 kG加群たちのなかで， Bo(kG)に属するものたちの同型類の完全代表系を IBr(B。(kG)）と表す．

IBr(Bo(kH)）や， IBr(Bo(kGo)),IBr(Bo(kH。））についても同様に定義する．

IBr(B。(kG)）と IBr(Bo(kGo))の関係については次のような事実が示されている．
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補題 3.1([3, Lemma2.2]）．次の一対一対応が存在する．

IBr(Bo(kG)) -------+ IBr(Bo(kGo)) 
¥J) ¥.L、l

S l ,S  ↓Go 

GをH,GoをH。としても同様の事実が成り立つ．

また， Goは巡回群 PoをSylowp部分群に持ち，その G。上での王規化群は H。であるため， Brou6予想の成

立が確認されている場合となっている．すなわち， B。（kGo)とBo(kHo)は導来同値である．導来同値によって

保たれる性質の一つとして，単純加群の同型類の個数がある．したがって， IIBr(Bo(kGo))I = I IBr(Bo(kH。)）|

となる．加えて上の対応とあわせることで，

I IBr(Bo(kG))I = I IBr(Bo(kGo))I = I IBr(B。(kH。)）|＝ |IBr(B。(kH))I

となる．これらの同型類の個数を nとおく．

4 kHの主ブロックに属する単純加群とその relativeQ-projective cover 

たち

この節では Bo(kH)に属する単純加群の relativeQ-projective coverについて考察する．

補題 4.1.Bo(kH)に属する単純 kH加群Tに対して， Sc(H,Q)Rk TはTのrelativeQ-projective coverで

ある．

証明．次の完全列は TのrelativeQ-project coverの条件（1)と(2)を満たす．

。一伽(k叫叡 T-------+ Sc(H, Q)叡 T-------+ T -------+ 0 

加えて， Sc(H,Q)叡 Tが直既約であることがわかるため， relativeQ-projective coverの条件 (3)が（1)と(2)

から従う．それゆえ， Sc(H,Q)娼 TはTのrelativeQ-projective coverである． 口

また， T1,...，九を Ba(kH)に属する相異なる単純 kH加群全体としたとき，それらの relativeQ-projective 

coverたちについて次のことがわかる．

補題 4.2.Pq(T1)，．．．，応(Tn)が Bo(kH)に属する相異なる KQ↑Hの直既約因子全体である．

加えて，これらが射影的でない，すなわち， Qをバーテックスにもつこともわかる．したがって， Brou6の結

果 [1,(3.2)］を用いることで， IIBr(B。(kCH。(Q)))I= nがわかる．

5 kGの主ブロックに属する単純加群とその relativeQ-projective coverたち

[5]において， Bo(kG)とBo(kH)の閻の森田型安定同値を構成する過程で， Bo(kCa0(Q))とB。(kCH0(Q))

の間の導来同値が構成されている．したがって， IIBr(Bo(kCa0(Q)))I = I IBr(B。(kCH。(Q)))I= nとなる．

よって， Bo(kH)の場合と同様に， Brou6の結果から， kQ↑G の射影的でない直既約因子のうち， Bo(kG)に

属するものの同型類の個数も nとなる．この同型類の完全代表系を Xi,...,Xnとするまた， S1,．．．，品を

Bo(kG)に属する相異なる単純加群全体とする．

いくつかの仮定のもと，次の結果を示した．
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定理 5.1.仮定 5.2と仮定 5.3のもと，適切に添字を入れ替えることで， 1さi:<::; nに対して， X;はS;の

relative Q-projective coverとなる．

仮定の内容について述べる． Bo(kGo)の不足群は G。の Sylowp部分群 P。で，巡回群であるため， Bo(kGo)

はBrauertree algebraとなり，直既約射影加群の根基列がBrauertreeから決定される．同様に， Bo(kCa0(Q))

の不足群は CG。(Q)のSylowp部分群で，特に巡回群であるため， Bo(kCa。(Q))もBrauertree algebraとな

る．これらの Brauertreeについて仮定をつける．

仮定 5.2.B0(kGo)とBo(kCa0(Q))のBrauertreeは次の通り．

疇 o):~。

゜
m 

内 T2 
Bo(C'.叫Q)):0---0---｛〗 0 m' 

ただし，｛ふ，．．．，瓦｝ ＝IBr(B。(kGo))かつ，｛'I'1,..．九｝ ＝IBr(B。(kCa0(Q)）)である．加えて，ぶは自明

kG。加群であり， 'I'1は自明 kCa0(Q)加群である．

[1, (3,2)]から各ふたちは B。(kC叫 Q))に属する直既約射影加群たちと Qに関する Brauerconstruction 

によって対応しているため， xiたちの添字を， xiがtの射影被覆と対応するように付け替えるまた， Siた

ちの添字を，ふ↓G。竺ぶとなるように付け替える．加えて， Xl,・・・,Xn-1について次の仮定を課した．

仮定 5.3.1 :S i :S n -1に対して， X;↓G。は直既約である．

定理の仮定は以上となる．これらの仮定を満たす例として， p=3における SL(2,2りx応などがある．
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