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概要

近年の研究により，有限群 G の元の位数に関する量の和と G の構造との間の関係性が明らか

になってきている．また，有限群の Burnside環の理論は，表現論における古典的な道具である．

本稿では，元の位数に関する量の和の，係数拡大した Burnside環を用いた表示を， Chigira先

生， Oda先生との共同研究 [5]に基づいて紹介する．

1 先行研究との関わり

Gを付限群とする． Gの位数を IGI,g E Gの位数を 0(g)で表す． 2009年の AmiriとJafarian

Amiri, Isaacsの研究により，有限群の構造とその元の位数の和ゆ(G)= L o(g)との間の関連性が
gEG 

示唆された [1]．その後，様々な研究者によって，元の位数の和，もしくはこれに関連する量によ

る有限群の特徴付けが調べられている． 2つ例を挙げよう．

•任意の有限群 G に対して，

心(G):=; 
211 

1617 
い(C1c1)

が成り立ち，等号成立は G 竺 A5x Cm (gcd(m, 30) = 1)であるとき，かつそのときに限る [2,

Main Theorem]． ここで， Cm(m EN)は位数 mの巡回群を表す．

•有限群 G と実数 r sr対して,R叶，S）＝区
gEG 

して，

0 (g)S 

孤0(g))r 
とおく．このとき，任意の r<Oに対

如（r,T)こRe|G|（r,r)

が成り立ち，等号成立は Gが幕零であるとき，かつそのときに限る [6,Theorem 4]. 

今回，我々は，心(G)などの有限群の元の位数に関する量の和を，係数拡大した Burnside環の中

で表示する方法を得た．しかし，先行研究にあるような有限群の構造を調べるような応用は見つ

かっておらず，あくまでも表示を得たのみであることは強調しておきたい．
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2 準備

Gを有限群， Kを標数 0の体とする． Gの部分群全体の集合を S(G)と書き， S(G)上の同値関係

=Gを

H=cK ~⇒ ある gEG が存在して gHg― 1 = K (H,K S G) 

で定める．さらに，商集合 S(G)/=cをsGで表し， SGの完全代表系を (sc)と表す．

G集合Xの同型類を [X]で表す．推移的 G集合の同型類全体を基底とする自巾z加群

B(G) =〈［G/H]I HE (sc)〉Z

を考える． H,KSGに対して， G/HとG/Kの直和の同型類 [(G/H) LJ (G/ K)]を [G/H]+ [G/K] 
とみなすことにより，任意の有限 G集合の同型類は B(G)の元だと思える．さらに， B(G)におけ

る積 X を

[G/H] x [G/K] = [G/H x G/K] 

と定めれば， B(G)は [G/G]を単位元とする可換環となる．この B(G)を G の Burnside環

(Burnside ring of G) と呼ぶ本稿では， K露 B(G)をkB(G)で表す．

HSGとする．任意の G集合Xに対して，その Hにおける固定点集合{x E X I Vh E H(hx = 

x)｝を豆で表す．対応 [G/K]→ (G/K)HI(Ks G)を線形に拡張して得られる B(G)から Zヘ

の写像を賞で表す．本稿では，任意の uE kB(G)に対して，（鱈z平）位）を 1叫で表す．

N を Gの正規部分群とする．任意の G集合 X に対して，その N軌道全体の集合 N¥Xへの

G/Nの作用が自然に定まる．実際， gN.Nx:= N(gx) (gN E G/N,Nx E N¥X)とすればよい．し

たがって， B(G)から B(G/N)への deflation写像 Defg/Nが

Def%([X]) = [N¥X] 

によって定まる．本稿では， kRz Defg/N: kB(G)→kB(G/N)をkDefg/Nで表す．

Poset〈S(G)，こ〉の Mobius関数μ:S(G) x S(G)→Zは，婦納的に

μ(K,H)＝l：ぷuμ(K,L)ニ
゜

otherwise) 

で定義される．このμを用いることにより， kB(G)の原始的幕等元を具体的に記述することがで

きる．

補題 2.1(Gluck [7], Yoshida [8]) H::; Gに対して， kB(G)の元噌を

G 1 
位＝図(H)|区 |Klμ(K,H) [G/K] 

K<H 

で定める．このとき，｛ei}I HE（叩）｝は kB(G)の原始的幕等元全体の集合である．
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これまでに定義した写像による eけたちの像は以下のように計算される．

補題 2.2 H,K:::; Gに対して

(KR%）（eり）＝｛；;:::: ;: 
である．

補題 2.3(Bouc [3, Theorem 5.2.4.4]) H <:'. G, N :::) Gに対して，

Def恥(ei})= 
(Nc(HN): HN) _ -G/N 

(Nc(H): H) 
ffiH,HnNeH,N/N 

である． ここで， N::,lGに対して

である．

mG,N ＝五~~ IXI μ(X, G) 
X<G 

XN=G 

ここで，補題 2.3に現れた量 mG,Nに関する話題をひとつ紹介したい． mG,N# 0となる最大の

正規部分群N を1つ取り 9 /3(G) = G/Nと置く．この /3(G)は同型を除き一意に定まる．さらに，

任意の非自明な正規部分群 M ヨ/3(G)に対して m/3(G),M=0が成り立つが，これは /3(G)がB群の

定義を満たすことに他ならない [3,Theorem 5.4.11]．このとき， Gが篇零であることと 9 /3(G)が；；；

零であることが同値ではないかと予想されている [4,Conjecture A]．この予想は， Gが可解である

場合は正しいことがBoucにより示されている [4,Theorem 3.1]. 

閲話休題，本稿で扱う mG,Nの性質を述べる．

補題 2.4(Bouc [3, Proposition 5.6.1]） 任意の有限群 Gに対して，

加 G= {。'-P｛闊1)：：二l-1cc:che)

3 主結果

aをsGから Kへの写像， SをsGの部分集合とする．また，［HlGESGのaによる像を aHと表す

ことにする． このとき，硲 EkB(G)を

硲＝ど叩り
HE(sc) 

と定める．特に， S＝SGのときは，硲を吟；と表す．
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定理 3.1(C-K-0 [5, Theorem 1.1]） 上述の設定の下，任意の N::::JGに対して

KDefG S 
1 

g/N四＝丙〉釘g〉

gES' 

が成り立つ．ここで， S'={g EN  I［〈g〉]GES}である．

証明補題 2.3より，

kDef恥硲＝こ叫Def恥噌
HE(S) 

＝区 aH
(Nc(HN): HN) _.  -GIN 

mH,HnNEiiN/N 
HE(S) 

(Nc(H): H) 

＝区 aH
(G: N) _ -G/N 

HE(S) 
(Nc(H): H) 

叫，HeNIN

H:c:;N 

+E仰

(Nc(HN): HN) _ -G/N 
ffiH,HnNEHN/N 

HE(S) 
(Nc(H): H) 

HtN 

が成り立つ． ここで，任意の H::=;Gに対して

(3.1) 

HN/N =c N/N⇔ H ::; N 

が成り立つから，補題 2.2より，式 (3.1)の第 2項目はのを作用させると 0になる．したがって，
N/N 

補題 2.4より

kDef伽硲＝ど仰
(G: N) 

HE(S) 
図 (H):H) 

ffiH,H 

H<N 

＝団区 (G:Na(H)) rp(IHl)aH 
底 (S)
H:<;N 

H: cyclic 

となる．任意の H:S:Gに対して l[H]al= (G: Nc(H))だから，

1 
|N| と（

1 
~ L (G: Nc(H)) cp(IHl)aH=― L cp(IHl)aH 

HE(S) INI HEUS 
H<:'.N 胚 N

H: cyclic H: cyclic 

1 
＝丙~.~a(g) 

〈g〉EUS
gEN 

1 
＝団ど％〉

gES' 

を得る．ここで， US= LJ [Hlcである．
[H]0ES 

．
 

特に， S＝SGのときは S'=Nなので，

1 
kDefg/N心＝丙 ~'a〈g 〉

gEN 
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が分かる．

4 主結果の応用

定理 3.1の応用例として，元の位数の逆数の和と部分群の個数との間の関係式を導き，本稿の終

わりとする．

まず，次の命題が従う．

命題 4.1(C-K-0 [5, Proposition 3.5]） 任意の N:s)Gに対して，

とい〉 =LINnHlaH＋ L L IN n Kl μ(K, H)aH 
gEG H'.SG H：：：GK<H 

が成り立つ．

証明補題 2.1より，

kDefg/N心＝ LaH 
1 

L IKlμ(K,H) [G/NK] 
HE(sa) INa(H)I K:<=;H 

= L aH 1 

HE(sa) INa(H)I 
L IKlμ(K,H) (G: NK) 
K:<=;H 

＝ 1=G （K~H|Nn パ悶(K,H)）仰

=； (互|NnHlaH＋芦互|Nn Kl μ(K, H)aH) 

が分かる．したがって，定理 3.1より

La〈g〉=LINnHla戸 L L IN n Kl μ(K, H)aH 
gEG H<:'.'.G H<::GK<H 

を得る．

．
 

命題 4.1をN = G, aH = IH|―1の場合に適用することで，部分群の個数と元の位数の逆数の和

との間の関係式を得ることができる．

定理 4.2(C-K-0 [5, Corollary 3.6]） 任意の有限群 Gに対して

こ
1 μ(K,H) 

0 (g) IS(G)I+ L L (H: K) gEG,~, H:<;G K<H 

が成り立つ．
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