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符号の複数のシェルがt—デザインをなす条件につ
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1 はじめに

長さ nの符号Cに対して， CJ_＝ぴを満たす置換aE品が存在するとき， Cをisodual

符号という．また，任意の符号語C= (c1,..., en) E Cに対し，

wt (c) : = I {j I Cj # 0, 1 ::s; j ::s; n} I, 
Ct:= {c EC  I wt(c) = £}, 

と定義する． lFq上の長さ p+lの拡大平方剰余符号Qq,p+lを考えよう．これはIsodual符

号である． Qq,p+lの自己同型群はPSL(2,p)を含み，この群が2重可移群であることから，

⑰,p十山は， 2-design構造をなす．最近Bonnecaze-Sole(2021)により，長さ 42の拡大

平方剰余符号の (Q2,42)1。のみ3-design構造をなすことが発見された [5]．この 3-designの

存在性は，自己同型群などの手法を用いて説明できていない．また特別のtにおいて t-

値が上がる例は大変珍しく，その後発見された例は石川氏によるもの [6]，その他ごくわ

ずかである．

本講究録ではまず， Qq,p+lのJacobi多項式と調和重さ多項式を用いて，（Qq,p+l)RU 

（（仇，p+lサ）£が3-designをなすことを示す．次に， Bonnecaze-Soleが発見したものと同

様に，自己同型群などの手法を用いて説明できないデザイン構造の候補となる無限系列

を構成したため，その構成方法について詳述する．さらに，符号の 3個以上のシェルの

和集合をとることによって， t-値が上がることを示し，これを平方剰余符号の一般化で

ある m乗剰余符号に適用する．

本講究録では，第 2節で符号理論を導入する．第 3節で符号と組合せデザインの関係

を述べ，第4節で符号がt-designであるかを判定できる Jacobi多項式と調和重さ多項式

を紹介する．第5節で主結果と証明の概略を紹介しよう．

2 符号理論

定義 2.1（線形符号）．有限体凡上の (n,k)線形符号 Cとは，ベクトル空間 lF；の K次元

部分空間である．また， Cの元を，符号語と呼ぶ．
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次に，線形符号を表現することができる生成行列を定義する：

定義 2.2（生成行列）．有限体恥上の (n,k)線形符号 Cの生成行列 Gとは，行ベクトル

がCの基底となっている kxn行列である．

生成行列の他に，パリティ検査行列を用いて線形符号を表現することもできる．これ

を定義するために，内積，双対符号を定義する：

定義 2.3（内積，双対符号）． X = (x1心2,...,xn)ElF;, y=(y1,Y2,••· ，珈） € lF;に対し

て，内積を以下で定義する：
n 

(x, Y)E =区疇・
i=l 

また， Cの双対符号を以下のように定義する：

C.l,E = {y E lF; I (x,y)E = 0, ¥Ix EC}. 

C=C立のとき， Cを自己双対符号と呼ぶ．

注意 2.4.q = T'2のとき，内積としてエルミート内積を用いる場合もあり， x=(x1,x2,...,x砂E

lF芦， Y= (Y1,Y2,..．，珈） E四に対して，以下で定義する：

n 

に加＝区叩y{.
i=l 

また， Cのエルミート双対符号を以下のように定義する：

c1-,H = {y E lF店I(x, Y)H = 0, ¥:Ix EC}. 

c = c1-,Hのとき， Cをエルミート自己双対符号と呼ぶ．

定義 2.5（パリティ検査行列）．有限体恥上の (n,k)線形符号 Cのパリティ検査行列 H

とは，双対符号c1-,*(*: E, H)の基底を行ベクトルに並べた (n-k)xn行列である．

例 2.1.恥上の長さ 3の符号Cを，

C = {(O, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}, 

とする．このとき， Cの墓底として (1,1, 0), (1, 0, 1) を選べるので， C はベクトル空間 lF~

の2次元部分空間であり，（3,2)線形符号である．また， Cの生成行列Gは以下のように

なる：

G = [［ ; ：］ • 
ここで， Cの双対符号Cl_,Eは，

c1-,E = {(0, 0, 0), (1, 1, 1)}, 

となるので， Cl_,Eの基底として (1,1,1)を選ぶことができ， Cl_,Eのパリティ検査行列H

は以下のようになる：

H=[111]. 
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次に，平方剰余符号を定義するため，巡回符号を定義する：

定義 2.6（巡回符号）． lFq上の (n,k)線形符号Cについて，（cぃC2,...,Cn-1, Cn) E Cならば，

(c2, C3,...'Cn心） ECのとき， Cを巡回符号と呼ぶまた，巡回符号Cは， lF出l/（ゲー1)

のイデアル (J)に対応し， fはCの生成多項式と呼ばれる．

平方剰余符号は，巡回符号の特別な場合である：

定義 2.7（平方剰余符号）． pを， qがpを法として平方剰余となるような奇素数とする．

符号 Cの生成多項式fが以下で与えられるとき，長さ pの巡回符号Cを，凡上の平方

剰余符号という：

f := IT (x-aり（ここで， aは位数pの元）．

£E(lF;)2 

ここで，線形符号の座標をひとつ増やすことで，より長い符号を構成することを考え，

これを「拡大符号」と呼ぶ．平方剰余符号の拡大符号は以下の通りである：

定義 2.8（拡大平方剰余符号）．恥上の長さ pの平方剰余符号を Qq,pとすると，凡上の長

さp+lの拡大平方剰余符号Qq,p+lしま以下で定義される：

p+l 

Qq,p+l = {(c1,..., Cかい） EJF~+l I (c1,..., cP) E Qq,p, L Ci = O}. 
i=l 

例 2.2.2は7を法として平方剰余となるので，凡上の長さ p=7の平方剰余符号 Q2,7

を考える． lF7= lF1 ¥ {O}とすると，

(lFザ＝｛12,22,3汽42,52,6外
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平方剰余符号は， m乗剰余符号の特別な場合であり， m乗剰余符号は以下で定義さ

れる：

定義 2.9(m乗剰余符号）． pを， ql(p-1)を満たす素数とし， qを， pを法として m乗

剰余となる自然数とする．また， IF;をq個のコセット A(i=0,1,...,q-1)に分割し，

そのうち A。を， pを法として m乗剰余となる数の集合と定義する．符号Cの生成多項

式fが以下で与えられるとき，長さ pの巡回符号Cを， IFq上の m乗剰余符号という：

1 := II (x -aり（ここで， aは位数pの元）．
aEA。

したがって，平方剰余符号は， m乗剰余符号の m=2の場合である．また，凡上の長さ

pのm乗剰余符号を， PR';(P)と表す．

3 符号と組合せデザイン

3.1 符号と組合せデザイン

組合せデザインとは，集合族の対称性を図る指標である．符号理論では， t-designの

t値が大きい符号は誤り訂正能力が高いことが知られている．そのため， t-値が大きい符

号を見つけることが，符号理論における大きな課題のひとつである．

以下， X =
X 

{1,2,...,n},'.B eし）として， t-designを定義する．

定義 3.1(t-design). D = (X, B)がt-design(t-(n, k,,¥)）であるとは，任意の TE（う）に

ついて，

入=|｛BE'.B|T~ B}I 

が一定に定まることである．

例 3.1.

{X= ｛1,2,3,4,5,6,7}, 

'.B ＝ ｛｛1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{4,5,7},{5,6,1},{6, 7,2},{7,l,3}}. 

とおく．このとき，任意の TEけ）について，

l{B E'.B| TこB}I= 1. 

であるので，（X,'.B）は 2-(7,3, 1) designである．

注意 3.2.例 3.1において， Xは以下の図の頂点の集合9'.Bは以下の図の線の集合に対

応している．頂点を 2つ選ぶと，それらを通る線が 1本決まることからも，（X,'.B）は

2-designであると判断することができる．

t-designは符号から構成できる．長さ nの符号C,C = (C1, C2,..., Cn) E Cに対し，

supp(c): = {i I ci-:/ O}, 

B(C£): = {supp(c) I c E Cf}, 

とする．（X,B(C£)）がt-designであるとき， c£ がt-designであるという．
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ー

5
 

例 3.2.Hを，以下の生成行列からなるハミング [7,4]符号とする：

[[ ； ： [>:[l 
ここで，凡＝｛cEC I wt(c) = 3}とおくと，凡は以下の符号語からなる：

(1, 1, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 1, 1, 0), 

(0, 1, 1, 0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0, 1, 1), 

(0, 0, 1, 1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0, 0, 0, 1), 

(0, 0, 0, 1, 1, 0, 1). 

よって，

{X= ｛1,2,3,4,5,6,7}， 

'.B(Hり＝ ｛｛1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{4,5, 7},{5,6,1},{6, 7,2},{7,l,3}}, 

が得られるが，（X,B(H3)）は例 3.1の(X,23)に一致するので，（X匹(H3)）は 2-(7,3, 1) 

designである．

3.2 拡大平方剰余符号から得られる組合せデザイン

凡上の長さ p+lの拡大平方剰余符号 Qq,p+lから得られる組合せデザインについて，

以下の事実が知られている．

(1) CE Nに対して，（Qq,p十山（＃ 0)は2-designである．

(2) p = -l (mod 4)のとき， £ENに対して，（Qq,p＋山（＃ 0)は3-designである．

(3) p三 1(mod 4)のとき，（Qq,p十山は一般に 3-designではない．

これらは，次のように導かれる． Qq,p+lの座標を {1,...,p-1,p,oo}とラベルづけし，

X={l,...,p-1,p,oo}とおく．このとき，

(0) Aut（Qq,p+1) :) PSL2(P)，ここで，

Aut(C) = {O'E Sn I cu= C}, cu= {(cu(l),...,Cu(n)) I (c1,...,en) EC}. 
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(1) PSら(p)は2-homogeneousである．

（つまり， ¥:/A,BEけ），ヨu3 PSL2(p) u(A) = B.) 

よって， £ENに対して，（Qq,p十山（＃ 0)は2-designである．

(2) p = -1 (mod 4)のとき， PSL2(P)は3-homogeneousである．

（つまり， ¥:/A,BEげ），ヨぴぅ PSら(p)u(A) = B.) 
よって， p=ー1(mod 4)のとき， £ENに対して，（Qq,p十巾（ナ 0)は3-designで

ある．

(3) p = 1 (mod 4)のとき， PSL2(P)は3-homogeneousではなく，以下が成り立つ：

ヨ0EX

ド）＝PSL2(P){oo, 0, -1} LJ PSL2(P){ oo, 0, 0}. 

ここで， IPSら(p){oo,0,-1}1= IPSら(p){oo, 0, 0}1-

よって， p= 1 (mod 4)のとき，（Qq,p＋山（＃ 0)は一般に 3-designではない．

4 Jacobi多項式と調和重さ多項式

Jacobi多項式，調和重さ多項式はいずれも，符号がt-designであるかどうかを判定す

ることができる．

定義 4.1(Jacobi多項式）． Cを恥上の長さ nの符号とし， T C [n] := {1,..., n}とす

る．このとき， Jacobi多項式を以下のように定義する [7]:

Jc,r(w, z, x, y) : = I: wmo(c)zm1(c)xno(c)yn1(c), 
cEC 

ただし， mo(c) = l{j ET I CJ= O}I, 

叫 (c)= I {j E T I Cj -/-0} I, 

叫c)= I {j E [ n] ¥ T I CJ = 0} I, 

叫c)= I {j E [ n] ¥ T I CJ -/-0} I -

任意の TC [n] (ITI = t)に対して， Jc,r+ Jc_j_,*,T (*: E, H)が一意的に定まるとき，

任意の Ji,ENに対して CeU(C_l，＊）e (*: E,H)はt-designとなる．

定義 4.2（離散調和関数）． D= [n], X = 2尺ふ＝ （りに対し，

RX =｛Lc;x I Vi,c; E股｝，股Xk=｛L c;x I Vi,c; E股｝，
xEX xEXk 

f = L f(z)z, f(u)＝ L J(z), 1(z)＝ L Y, 
zEXk zEXk,zCu yEXk-1,yCz 

と定義する．任意の zE Xk, k E [n]に対し，離散調和関数の空間を以下のように定義

する：

Harmk = ker('YIIRxk). 
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定義 4.3（調和重さ多項式［4]).凡上の長さ nの符号C,f E Harmkに対し，

多項式を以下のように定義する．

wc,1(x, y)＝と『(c)xn-wt(c)ywt(c).

cEC 

調和重さ

定理 4.1([3]). Cc (# 0)がt-designであることと，任意のfE Harmtut(C) (1 :S k'.S t)に

ついて ~cECe f(c) = 0が成り立つことは同値である．

任意の fE Harmtut(C)に対して， wc,1+ we上，•,1=0(*:E,H) のとき，任意の £EN
に対して CcU(C上，＊）c(*:E,H)はt-designとなる．

ー
．
 

5

5

 

主結果ー符号の複数のシェルがt-designをなす条件ー

拡大平方剰余符号と t-design

定理 5.1([1]). Cを凡上の長さ nのisodual符号，

aE品を C_l，＊ ＝C17 (*: E, H)を満たす置換とする．

X := {1,...,n}, G = Aut(C), 

また， Gがげ）に作用し， Gが

り）＝GT1LJ GT2 

のように軌道分解されるとする．

（ただし， (GT1f = G乃）

このとき，以下が成り立っ．

(1)任意の TEげ）について， Jc,r+Jc_j_，＊，T (*: E, H)が一意に定まる．

(2)任意の次数tの離散調和関数fに対して， Wc,t+ we_j_，. J = 0 (* : E, H). 

Isodual符号として，凡上の長さ p+lの拡大平方剰余符号 Qq,p+1を考えると，以下

の系が得られる：

系 5.1([1]). pを， qがpを法として平方剰余となるような奇素数とし， Qq,p+lを恥上

の長さ p+lの拡大平方剰余符号とする．このとき， £ENに対して，

(Qq,p+1)c U ((Qq,p+i)J_'*)e (-/c 0), (*: E, H) 

は3-designである．

補題 5.1([1]). pを奇素数とし， Q己p+lをIFr2上の長さ p+lの拡大平方剰余符号とす

る． p三 1(mod 4) かつ r が p を法として平方剰余でないとき， 0凸p+1,Q〖いの生成
行列は、 Qr2,p+lの部分符号の生成行列 Gを用いて，以下のように与えられる：

゜
ー p-1 00-0 

G
 

ー ー ー

・
:
0
-
K
 

ここで， それぞれの生成行列における Kの値を紅朽とすると，
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(i)柘＝ k2=l(p三ー1(mod r)のとき），

(ii) k1 = -m,柄＝ 1(p三 m(mod r), m #ー1のとき）．

したがって，次が得られる：

WEN, B((Q凸p+l)R): = {supp(x) Ix E (Qr2,p+1)£} 

= {supp(x) Ix E (Q喜,!+1)£}=: B(（〇喜塁＋1)r)・ 

第 3.2節の自己同型群の可移性の議論から， p= -1 (mod 4)のとき， £ENに対して，

（仇，p凸(-#0)は3-designであることが導かれる．しかし，系 5.1と補題 5.1から導か

れる次の定理は，この議論から従わず，また，多くの場合がAssmus-Mattsonの定理 [8]

からも従わない：

定理 5.2([1]). pを奇素数とし， Q己p+lをIFr2上の長さ p+lの拡大平方剰余符号とす

る．このとき， p= 1 (mod 4)かつ rがpを法として平方剰余でないとき， £ENに対し

て，（心，p+l)R(-:/ 0)は3-designである．

系 5.2([1]). pを奇素数とし， Q凸p+lを恥上の長さ p+lの拡大平方剰余符号とする．

(1) p三ー3(mod 8)のとき， £ENに対して，（Q4,p+1)R(-:/ 0)は3-designである．

(2) p = 5 (mod 12)のとき， £ENに対して，（Q9,p+l)R(-:/ 0)は3-designである．

5.2 m乗剰余符号と t-design

定理 5.3([2]). Cを恥上の長さ nの符号， X:= {1,...,n}とし， GをAut(C)の部分群

とする．また， Gがけ）に作用し， Gが

げ）＝GT1LJ・・ ・ LJ GTs 

のように s個の軌道に分解されるとする．ここで， aE品は，（GT;)"= G'I',+1 (1 :::; i :::; 

s -1), (GTs)" = GT1, o(a) = sを満たす．このとき，以下が成り立つ．

(1)任意の TEげ）について， Jc,T+ Jc",T +・・・十 Jc圧 1,Tが一意に定まる．

(2)任意の次数tの離散調和関数fに対して， Wc,J+ Wca,J + ・ ・ ・ + Wca•-1 ,f =0. 

凡上の長さ pのm乗剰余符号のシェル(PR';(P)）（しま， 1-designであることが一般に知

られているが，符号Cとして PR';(p)を考えると，以下の系が得られる：

系 5.3([2]). PR';(P)をlFq上の長さ pのm乗剰余符号とする．このとき， £ENに対

して，

(PR';(p))e U (PRば(p))'IU ・ ・ ・ U (PR';(p))f-¥i-0) 

は2-designである．
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