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Block designs from signed graphs with few distinct 

eigenvalues 

1 はじめに

防衛大学校須田庄 (ShoSuda) 

National Defense Academy 

Gunderson-Semeraro [3, Theorem 11]において、 Paleytournament T = (V, A)に

頂点 Xrt Vを加え、 xから Vのすべての要素に向かうような有向辺を加えて得られ

るtournamentに対して、 diamondと呼ばれる頂点集合の 4点からなる部分集合全

体が3ーデザインとなることが示された。この結果は [1]において、歪対称アダマール

行列の 4x4主部分行列式が9であるような行・列に対応する 4点部分集合が 3デ

ザインとなることに拡張された。本講究録では、行列の主部分行列式が指定した値

をとるような行・列に対応する K点部分集合がtーデザインとなるための条件を考察

し、対称・歪対称conferencematrixから 3デザインが得られることを示す。本研究

はGaryGreaves氏 (NanyangTechnological University)との共同研究である。証明

の詳細については [5]を参照されたい。

2 t-(v, k,,,¥)デザイン

t, v, k,入を正整数とする。 At-(v, k入）デザインとは、 v点集合疋と疋の K点部

分集合族屯（この要素をブロックという）の組（x，お）であって、又の任意のt点を

含むようなブロックの個数が常に定数入に等しいときをいう。

位数 vの正方行列 Aと実数 aに対して、以下のように疋と王の K点部分集合族

123=叫 (v,k, a)を定める：疋＝ ｛1,...,v}とし、

IBA(v, k, a):= { {1,..., v}のK点部分集合で、それに対応する行列 Aの

主部分行列式が aと等しいもの｝．

以下、組S:iA(v,k,a):= ({l,...,v},IBA(v,k,a)）を考察する。 [v]= {1,..., V },（り） ＝ 

{ a C [v] : lal = k}と定める。 Aをvxv行列とし、行と列が [v]の要素で添え字づ
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けられているとする。部分集合aC [v]に対して、 A[a]をaの要素に対応する Aの

主部分行列とする。 aの[v]における補集合を石＝ ［v] ¥aと記す。位数がnの正方行

列Inを単位行列とする。位数が文脈から明らかなときはIと記す。

集合DA(k)をAのkxk主部分行列式全体がなす集合とする：

DA(k) := { det(A[a]) : a E（り）｝． 
v EN, k E {0,1,...,v}, a E DA(k)に対して、 SB= SBA(v, k, a)であった。 (3C[v] 

に対して、 極 (/3)，μぉ(/3)を

と定める。

畑 (/3)：＝ |｛a ESB: (3ca}I, 

厄 (/3)：＝ |｛a E SB : /3 n a=  0}1 

k E {O, 1,..., v }, v x vの複素行列 A,部分集合 a C [v]に対して似(a,k)を

det(xI -A同）における xv-k-lalの係数を表すとし、 [v]の部分集合族辺に対して

CA（辺，k):= {cA(a,k) : a E汎｝

と定める。以上の記号の下、主結果は次のように述べられる。

Theorem 2.1. t, v, kを正整数とする。 vxv複素行列 Aが次の二つの条件を満た

すとする：

(1)相異なるある複素数a-:/ bが存在して、 DA(k)= {a, b}; 

(2)各iE {0, 1,..., t}に対して、ある複素数 Ciが存在して、 CA(（り），k)= {cふ

このとき、 fJA(v,k, a)はt-(v,k,.-¥)デザインである。ただし、

(-l)k（り
入＝ t v 似 (0,k) -

b Iv -t 

(a -b) （t) a -b (K-t)． 

3 Theorem 2.1の証明の方針

行列の特性多項式の係数と主部分行列式の総和に関しては、任意の vxv正方行

列Bに対して、次の内容が知られている（例えば [2,Eq.(1,2,13), Page 53]) : 

det(xI -B)のxv-kの係数＝ （一l)kL det(B[a]). (3.1) 

aE（り）
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/3 E （り）とし B=A［万］とすると、 (3.1)の左辺はこれまでに設定した記号を用いる

とCi=CA(/3，K)に等しい。一方、 (3.1)の右辺は Theorem2.1の仮定 (2)により、

(-ll (aμ'B(/3) ＋b (C ; i) -μ'B (/3)））＝（-l)k ((a-b)μぉ(/3)＋b(v; i)) 

に等しい。従って

ci=(-1t((a-b)阪 ((3)＋b(v; i))' 

となり、阪((3) は 9 の取り方に依らず、 (3€ (り）であるような iにのみ依存すること

が示された。この値を μiとおく。 Inclusion-exclusionprincipleにより

3 

畑 (/3)＝t?-l)j[）凡
となり、畑(/3)が0の取り方に依らず、 /3E（り）であるような iにのみ依存すること

が示された。よって、 fJA(v,k, a)はt-デザインである。

1/3| ＝tに対して、入＝極(/3)の値の決定はX:= L det(A[a])を二通りの方法

(a,/3)EY 

で以下の通り計算することから従う。ただし、 y= {(a,/3） € （り） x （［？) ： /3Ca}. 

Xをa,/3の順に計算すると

X = L L det(A[a]) 
底（り） aE（見り

BCa 

= ~" ((a-b)入＋ b（；］
(3E（り）

）） 

＝ じ） （ （ a -b ） 入＋ b ( ~ ーー! ) ) ・ 
XをfJ,aの順に計算すると

k 
X = ~" ~- det(A[a]) = G) ~" det(A[a]) = (-l)k (~)cA(0, k). 

aE（り） (3E(~) 
） 

aE（り）
（） 

よって、 Xを消去すると、 a-bヂ0であるので

(-l)k(!) b Iv -t 
入＝ (a -b)（：） m(0, K) -a -b (k -t)． 
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4 Theorem 2.1から得られるデザインの例

位数がnのconferencematrixとは対角成分が0、非対角成分が土1のいずれかの

nxn行列 Sであって、 SST=(n -l)Iを満たす行列である。

Example 4.1. Sを位数4n+2~ 6の対称な conferencematrixとする。 k= 3,4とし

たとき、 SがTheorem2.1の仮定を満たし、 3ーデザインが得られることを示す。

D8(3) = {-2, 2}, D8(4) = {3, 5}である。 aC {1,..., 4n + 2}とする。 [4,Section 

4]により、 Sの主部分行列の特性多項式について次が得られる。

lal det(xJ -S［司）
0 I (x2-4n-1)2n+l 

1 I x(x2-4n-1)2n 

2 (丑-1)(丑-4n-1)2n-1 

3 I (x 士 2)(x 干 1)刊呼— 4n -1)2n-2 

表 1:The characteristic polynomials of principal submatrices of S from Example 4.1. 

表 1により、 iE {O, 1, 2, 3}に対して Cs((14n:2l),4)1 = 1が従う。 (|a|＜ 3のとき

は特性多項式がaの取り方に依らずに決まるので、その係数もそうである。 |al=3 

のとき、特性多項式は二通りの可能性があるが、 S［司の特性多項式の 4n-4次の係

数は一意的に決まることが容易に確認できる。） Theorem2.1を適用することで次が

わかる：

● SJs(4n + 2, 4, 5)は3-(4n+ 2, 4, 3n)デザイン；

•応(4n + 2, 4, -3)は3-(4n+ 2, 4, n -1)デザイン．

Example 4.2. Sを位数4n;?:8の歪対称な conferencematrixとする。 k E {4, 5}と

したとき、 s,s土IがTheorem2.1の仮定を満たし、 3デザインが得られることを

示す。

Ds(4) = {1, 9}, D年 1(4)= {8, 16}, Ds士1(5)=｛干16，干32}である。 aC { 1,..., 4n} 

とする。 [4,Section 4]により、 Sの主部分行列の特性多項式について次が得られる。

□〗12：ニ
表 2:The characteristic polynomials of principal submatrices of S from Example 4.2. 

表 2により、 iE{0,1,2,3}に対して Cs(（叩），4)I= 1と Cい（（叩），5) ＝ 1 

が従う。 Theorem2.1を適用することで次がわかる：
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•応(4n, 4, 1)は3-(4n,4, 3(n -1)）デザイン；

・ns(4n,4, 9)は3-(4n,4, n)デザイン；

• ns士r(4n,5，干16)は3-(4n,5, 3(n -l)(n -2)）デザイン；

• ns士r(4n,5，干32)は3-(4n,5, 5n(n -1)）デザイン．

位数がnのSeidelmatrixとは対角成分が0、非対角成分が士1のいずれかの nxn

行列である。

Example 4.3. Sを位数vの対称なSeidelmatrixとし、その特性多項式をdet(xI-S)= 

(x -仇）叫X - 02)叩 (01 -I 的， min(m1, 四)~2) とする。 S の主部分行列の特性

多項式について次が得られる ([5,Corollary 1.5]を参照） ： 

lal I det(xJ -S同）

〇 （x-仇）叫X-02)叩

1 I (x 一仇）加—l(x ―化）匹—1(x-(01+ 的））

2 I (x 一仇）加—2(x -0りm2-2(x-(01 +的＋ l))(x-（仇＋ 02-1)) 

表 3:The characteristic polynomials of principal submatrices of S from Example 4.3. 

k E {3,4}, c E {O，士1}とする。表 3とD8(3)= {-2, 2}, D8(4) = {3, 5}により行

列 A=S+dがTheorem2.1の仮定を満たすことがわかり、 S'.ls+cI(v,k, a)は2デ

ザインとなる。パラメータ入は表 4で与えられる：

e k a 入

゜
3 土2 干3cs,3+旦⇒

2v(v-1,) 3 2 
±1 3 

゜
-3ccs+I(O) +v-2 
2v(v-1) 

士1 3 -4c: 
3scs+I(0,3) 
02,4v) (v-l) 

゜
4 -3 -3cs(+ i（了）

゜
4 5 ご32vcs(富v(O-,41} ，＋孔3V-22 ) 

士1 4 

゜
4) (v-2) 

4v(v-1) ＋ '2  
土1 4 -16 

-3cs口 (0,4)
4v(v-l) 

表 4:The 2-(v, k,入） designsfJs+cI(v, k, a) of Example 4.3. 

5 おわりに

成分を 1の三乗根とするような Hermitiancomplex Hadamard matrixから 2デザ

インが得られることや、 walk-regulargraphの隣接行列から 1デザインが得られる
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ことも [5]で示されている。さらに、対称アソシエーション・スキームとその隣接

行列を符号化した行列から PBIBD(partially balanced incomplete block design)や

異なるサイズのブロックを適切に集めてくることにより、 PBD(pairwise balanced 

design)が得られることも同様の行列の手法で示される。 [5]には関連する問題を多

数提示した。ここでは以下の問題を提示して、本講究録を終える。

Problem 5.1. tを4以上の整数とする。釦(v,k,a)= ([v],Sl3A(v,k,a)）がtデザイ

ンとなるような行列 A,整数k,aの例を挙げよ。
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