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1 序文

本講演の内容は主に [13]に基づかれている。 1992年Pyragas[12]は微分方

程式

x'(t) = f(x), x E O C記 (E)

の周期w>Oをもった不安定周期軌道cp(t)を安定化させるための方法を提唱
した。それは方程式 (E)にdelayedfeedback control (DFC)と呼ばれる摂動

項u(t)= K(x(t -w) -x(t)）を付け加えた方程式

x'(t) = f(x(t)) + K(x(t -w) -x(t)), (DF) 

の（同一の）周期解の安定性を示すことである。彼は周期解の安定化が可能で

あることを数値シュミレイションにより示した。ここで dxd実定数行列 k

はfeedbackgainと呼ばれ実用的にはより簡単な行列であることが望ましい。
この方法は周期w>Oを決めることができれば(DFC)u(t)だけを付け加えた

方程式(DF)を考えればよいことを示している。またこのことは遅れの微分方
程式が安定化において重要であることを示している。この方程式の単純性に

より広範囲の応用に適用された。しかし残念ながらその理論的な研究は稀で

ある。一般論の観点からの理論的研究として宮崎、内藤、申による線形化方

程式

y'(t) = A(t)y(t) + K(y(t -w) -y(t)), (LDF) 

を用いた仕事 [8]がある。ここで A(t)= DJ（の（t))はJけ）のヤコービ行列で
ある。この論文によりレスラー方程式に対しては安定化が可能であることが

示された。しかし論文において方程式

y'(t) = A(t)y(t), (LDE) 
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の周期（ポアンカレー，モノドロミー）作用素の固有値（方程式 (LDE)の特性
乗数）は実数であることを仮定している。したがってこの条件を落としさら

に理論をもう少しスマートにしたいと言うのが当面の我々の研究目標である。

そのために具体的な方法論を見出すため連続系を離散系に直して考察するの

が妥当と考えた（でも実際はそうともかぎらなかった）。方程式 (DF)の離散

バージョンとして次の Pyragas型の摂動項u(n),

u(n) = K(x(n -w) -x(n)), n E Z := {O，士1，土2,...}, 

が考えられる。ここで wE Z2 := {2, 3, ・ ·•}．他方 Buchner と Zebrowski [1] 
はエコー型の摂動項u(n):

u(n) = K(x(n -w + 1) -A(n)x(n)) 

を考察し logisticmap対して安定性と分岐を研究した。他の様々な形の摂動

項u(n)に対しては [9,17-19]を参照してください。また 1次元の場合エコー
型と Pyragas型を比較した場合優越はつかないがエコー型のほうがましなよ

うである ([10]参照）。それよりも Pyragas型の離散系よりもエコー型の離散
系のほうが簡単な計算により、より整合性がとれることが分かる（方程式CE

と命題3.1を参照）。故に本講演ではエコー型の離散系を扱う。

研究の第一段階として線形周期差分方程式

x(n + 1) = A(n)x(n), n E Z, (L) 

の不安定なゼロ解を安定化する問題を考える。ここで A(n)は周期wをもつ
dxd複素行列でx(n)はd次元複素ユークリッド空間Cdに属する。

第二段階として不安定な周期解を安定化する問題を考える。

第三段階として連続系の方程式(E)の不安定な周期解を安定化する問題を
考える。

本講演においては第一段階として次の DFCを考える：

y(n + 1) = A(n)y(n) + K(y(n -w + 1) -A(n)y(n)). (LF) 

ここでw2: 3を主に考える (w= 2の場合は文献 [7]を参照）。
一般にゼロ解の安定性は方程式の特性乗数の値によって決まることが知

られている ([2]）。したがって方程式 (L)のゼロ解が（漸近）安定化できると
は方程式 (L)の特性乗数が何であれ方程式 (LF)のすべての特性乗数が 1以

下であることが必要かつ十分条件である。すべての特性乗数が 1以下である

ことを判定する方法として代数的方法、すなわち、 Schur-CohnまたはJury

の方法が定着している。しかし静岡大の宮崎研の研究によれば、次元d及び
周期が小さい場合はこの方法でうまくいくが大きくなるにつれて非常に複雑

になるので扱いづらいという報告がある ([10]参照）。よって我々は他の方法
を模索した。その結果一般論として可換性A(n)K= KA(n)の条件の下では
あるが幾何学的方法を提唱するに至った。すなわち、 C-map定理に基づいて

原点を内点とする最小の領域を囲む閉曲線の存在を示し、その閉曲線の幾何

学的性質によってゼロ解の安定性を示す。
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この方法は周期が大きくなっても代数的方法より直観的で分かり易いとい

う利点がある。幾何学的方法を少し詳しく述べる。

初めに，この方法は C-mapが存在するとき、 C-map定理（方程式 (L)の

特性乗数と方程式 (LF)の特性乗数の関係を示す定理）を確立する（定理 2と

系 4.2参照）。 C-mapは具体的にμ= Cw,k(v) = V (ifニん） によって与えら
れる。これに基づいて C-map定理を確立する。

次に、単位円のC-mapによる像B砧k(0):= Cw,k(ei0), 0 E (-1r, 1r]の幾何
学的性質、すなわち、原点を内点とする最小の領域を囲む閉曲線の存在、さ

らにその閉曲線がm-starlike性質（定理5)もつ、すなわち、原点を始点とす
る半直線はその閉曲線と一点で交わることを示す。

最後に，その領域が実は安定領域であることを示す。

本講演は次のように構成される：

1.序文

2.準備

3.方程式 (LF)の特性乗数

4. Cー写像定理

5.関数Bw,k(0)の性質

6.方程式 8'Bw,k(0)= 0の解の存在とその解法
7.関数Bw,k(0)から導かれる閉曲線の幾何学的性質

8.ゼロ解の安定領域
9.今後の展望

2 準備

講演ではecho型、すなわち、方程式

y(n + 1) = A(n)y(n) + K(y(n -w + 1) -A(n)y(n)) (LF) 

を考える。任意の m,nE Z,n 2 mに対して

Z悶＝｛m,m+l,・ ・・ ，n}, Z：：：： ＝ ｛m,m+ 1,・・・} 

とする。 X はBanach空間で dimXく ooとし L:X→X は有界線形作用
とする。集合a(L)はLのすべての固有値の集合とする。 N(L)は Lのnull

空間， Wry(L)とら(L)は各々固有値 'f}Ea(L)に対する固有空間、一般固有空

間を表す。このとき

叫 L)= N((L -7JE)加(L)).

ここで加(L)はnのインデックスである。

1.まず方程式 (L)の特性乗数の性質を述べる．
解の一意的な存在を保証するため次の仮定を置く。

(A) :すべての nE寄―1に対してA(n)は正則である。
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初期点(m,x0)E Z x (Cdを通る方程式(L)の一意的な解を x(n;m,x0)と

表す。方程式(L)の解x(n;m,xo)を作用素T(n,m),n,m E Zを用いて

x(n; m, xo) = T(n, m)x。
と表記するならば、作用素 T(n,m) : (Cd→びを解作用素という。 T(n)= 

T(n +w,n), n E Zと置く。このとき T(O)は方程式(L)の周期作用素、モノ

ドロミー作用素、ポアンカレ写像と言う。このとき T(n,m)とT(O)は各々

n-1 w-1 

T(n, m) = II A(i) (n ~ m), T(O) = II A(i), 
i=m i=O 

によって表される。ここで

且A(i)~ { ~(n -l)A(n -2) A(m) ;: : :; 

A(n) の w—周期性により

T(l) = A(O)T(O)A(O)―1 (1) 

を得る。方程式(L)における重要な定理はFloquet定理として知られている。

条件 (A)により a(T(n))= a(T(O)）及びT(O)は正則行列である。故に 0ft 
a(T(O)）が成り立つ。これよりμ E a(T(O)）を方程式(L)のFloquet乗数また

は特性乗数という。この特性乗数により方程式(L)のゼロ解の安定性が判定
される。

2.次に方程式 (LF)の特性乗数の性質を述べる。

Cw-1は硬-w+lからびへの写像の集合でノルム l'Plcw-1= 8tiPsEZ~w+l l'P(s)I 
を付加することにより Banach空間となる。明らかに、 dimCw-1= wdであ

る。 mEZ対して任意の関数y:z篇-w+l→ごと任意の nEZ院に対して関
数珈：硬-w+l→ Cdを

Yn(s) = y(n + s), s E Z~w+l 

によって定義する。任意の nEZ篇に対して初期点 (m,'P)E Z X Cw-1を通

る方程式 (LF)の一意的な解Yn(m,'P)E Cw-1を珈(m,'P)= UK(n, m)ゃに

よって表す。ここで UK(n,m) : Cw-1→ Cw-1は解作用素である。 UK(n)= 
阪 (n+ w, n), n E Zと置く。阪（0)は方程式 (LF)の周期作用素という。

K=kEのとき、それらを Uk(n,m)および且(0)と表す。

補題 2.1.v E a(U瓜0)）とする。 detK# 0ならば、 V# 0である。

証明ッは UK(O)の固有値であるから，明らかに、 UK(O)'P= V'f)を満たす

非自明なゃ EC＿正」が存在する。 Yn(O,'P)= UK(n, O)'P (n E Z0)は方程式

(LF)の解であるから、訟(0平） ＝ U瓜O)'P= V'Pを得る。今、 v=Oを仮定す
る。このとき訟(0平） ＝0,すなわち、 y(w+ s; 0,'P) = 0 (s E Z~w+l) であ
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る。したがってy(m;0, <p) = 0 (m E写）である。 y(n;0, <p), n E写は方程式
(LF)を満たす、すなわち、 Ky(n+ 1-w) = (K -E)A(n)y(n) + y(n + 1)で
あるから、各nE写に対してKy(n+l-w)=O.よって各pEZLwに対
してKy(p)= 0. detK-/= 0であるから各pE腐＿W に対してy(p)= 0.他方、
Ky(O + 1-w) = (K -E)A(O)y(O) + y(l) = 0であるから y(l-w) = 0.よっ
て各nEZLwに対してy(n)= 0となる。これは<p= 0 E Cw-1を意味する。
故に矛盾が生じる。 ロ

(K) feedback gain Kに対して次の条件が満たされる：

(K-1) (j(K) C股，
(K-2) 0 < IK,I < 1 for all K, E (j(K), 
(K-3) (j(UK(O)) nび(K)= 0. 

K=kEで条件 (A)が満たされているとする。条件 (K-1)と(K-2)が満
たされるならば、条件(K-3)が成り立つ（以下の補題2.4を参照）。
次に可換条件(C)を導入する：

(C) KA(n) = A(n)K, (n E勾―1).

今後，条件 (A),(C), (K)は常に満たすものとする。

次の補題の証明は容易である。

補題 2.2.方程式 (L)において次の命題は同値である：
1) A(n)K = KA(n), n E Z。
2) T(n, m)K = KT(n, m), n, m E Z。
3) T(n, O)K = KT(n, 0), n E Z。

次の事実は [3,p.237, Lemma 1.1]と同様な議論によって示される。

命題 2.3.Vが方程式(LF)の特性乗数であることと

y (n + w) = vy (n), n E Z竺w+1・ (2) 

を満たす方程式(LF)の非自明解Yn,nE Z『が存在することは同値である。

K=kEならば、次の結果が成り立つ。

補題 2.4. K = kE, 0 < lkl < 1およびkE股とする。条件 (A)が滴たされ
るならば、条件(C)と(K)が満たされる。

証明K=kEであるから条件(C)は明らかに満たされ、しかも(j(K)= {k} 
と閏(K)= (Cdも成り立つ。条件(K-3）が満たされることを示す。矛盾を導
くためにkE (j(Uk(O)）であると仮定する。よって命題2.3により y(n+w)=
ky(n), n E Z-w+lを満たす方程式 (LF)の非自明な解y(n)が存在する。し
たがって y(n+ 1 -w) = k―1y(n + 1), n E Z.この関係式を方程式 (LF)
に代入して y(n+ 1) = A(n)y(n) + k[k―1y(n + 1) -A(n)y(n)］を得る。こ
れは (1-k)A(n)y(n) = 0を意味する。 k-::J 1でかつ A(n)が正則ゆえに
y(n) = 0を得る。これはy(n)が非自明な解であるということと矛盾する。故
にk,f_(j(Uk(O)）である。したがって条件(K-3)が満たされる。 ロ
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3 方程式(LF)の特性乗数

この節では方程式(LF)の特性乗数を示す。
任意の vE O'(UK(O))に対してy(n+ l) = vy(n -w + l)を満たす方程式
(LF)の非自明解y(n)が存在する。これを方程式 (LF)に代入すると方程式

y(n + 1) = A(n)y(n) + K(v―1y(n + 1) -A(n)y(n)). 

を得る。今

K(v)＝戸(vE-K)(E-K)―1 

と置く。このとき

1) v Eび(K)ならば、

K(v)y(n + 1) = A(n)y(n). (RE) 

2) V (/_び(K)ならば、

y(n+ 1) = K―1(v)A(n)y(n). (CE) 

3) v = lならば K(l)= E.したがってy(n+ 1) = A(n)y(n). 

条件 (K-3)が満たされるならば、すなわち、 v(t a(K)ならば、方程式
(CE)となる。方程式(CE)の解作用素および周期作用素を各々Tc(n,m;v)と
Tc(O;v)と表す。特に、上述において V= lならば、方程式 (CE)は方程式
(L)となる。明らかに、

n-1 
Tc(n,m;v) = IT K―1(v)A(i) 

i=m 

= K(v)m-nT(n, m), 

及び
Tc(O; v) = K(v)-wT(O). 

よって次の命題が成り立つ。

命題 3.1. 次の命題は同値である：

1)ツEc,(U瓜0)).
2) VEび(K(v)-wT(O)).
3) 0 E c,(vK(v)w -T(O)). 

(3) 

最後に方程式(LF)を拡張された線形周期差分方程式に変換する。方程式
(LF)に対して置換

y(n -(w -1)) = z(l; n), y(n -(w -2)) = z(2; n),..., y(n) = z(w; n) 

を施し z(n)= t(tz(l; n), tz(2; n),..., tz(w; n)）と置けば、方程式(LF)は

z(n + 1) = BK(n)z(n) (BE) 
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となる。 ここで
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(4) 

この方程式を方程式 (LF)の拡張された feedback方程式という。
の結果を得る。

このとき次

補題 3.2.すべての nE Z8° に対して detB瓜n)= (-l)(w-l)ddetKが成り
立つ。
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これは証明を完了している。

補題3.2より方程式 (BE)の解の一意的存在が保障される。方程式 (BE)
の解作用素および周期作用素を Tn(n,m)およびTB(O)と表す。

今、作用素U瓜0)及びTB(O)の関係を示す。

ロ

写像Sw-1:Cw-1→cwd := Cd X Cd X... X Cdを

<p E Cw-1→¥t<p(-w + 1)占っ(-w+2),..．占っ(-1)，や(0))E Cwd 

によって定義する。 このとき Sw-1は単射である。 よって

Sw-1UK(n, m)c.p = TB(n, m)Sw-l'P・
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実際、

sw-1瓜 (n,m)cp = Bw-1珈 (m,cp) 
y(n -(w -l); m, cp) 
y(nー (W-2)；m,¢) ¥ ( 

z(l;n) 
z(2; n) 

y(n-l;m,<p) I I z(w-l;n) 
y(n;m,¢)) ¥ z(W;n) 

ゃ(-w+ 1) 
<p(-w + 2) 

= TB(n,m) 

<p(-1) 
<p(O) 

= TB(n, m)Sw-l'P・

したがって UK(n,m)は以下のようにn<mに拡張される：

瓜 (n,m) = s-:;~心(n,m)Sw-l, n < m. 

これより

Bw-lUK(n, m) = TB(n, m)Sw-l (m, n E Z), Bw-lUK(O) = TB(O)Sw-l・

阪 (0)とTB(O)は相似であるから次の関係式が成り立つ。

UK(O)<p = Vl.f) ~⇒ Sw-1阪 (O)<p= vSw-l'P ~⇒ 昨(O)Sw-l'P= vSw-l'P・ 

これより次の結果を得る。

定理 1．次の命題が成り立つ。

1)(j(UK(O))＝(j(TB(O)). 
2)特性方程式det(TB(O)-vE) = 0はwd個の解を持つ。

定理1と補題3.2を合わせて、次の結果を得る。

命題 3.3.方程式 (LF)のすべての特性乗数を重複度込みで巧，．．．，Vwdと表
す。このとき附・・ •Vwd= (detK)竺

証明定理1と補題3.2を合わせて、

w-1 
巧．．・誓＝det砂 (0)= IT detB叫）

n=O 

= ((-l)Cw-l)ddetK)w 

= (-l)w(w-l)d(det K)w 

を得る。 w(w-l)dは偶数であるから証明は明らかである。 ロ



9

命題3.3より次の事実が分かる。

l) K = kEならば、
叫 2・・ ・ Vwd = (ktd; 

2) k1, k2，・・・心は行列Kの多重度込みの固有値であるならば、 detK= 

k1朽．．・如かつ

巧・ ・ ・ Vwd = (detK)w = (k心...加）竺

これはdetK> 1ならば、 1叫＞ 1となる巧 ECJ(Ux(O)）が存在すること
を示している。すなわち、 detK> 1ならば、方程式 (L)のゼロ解は安定化
できない。 K=kEかつ lkl> 1ならば、 detK> 1であることを注意してお
く。条件 (K-2)より detK< 1が成立する。

4 C-map定理

この節ではC-map定理を述べる。すなわち、方程式(L)と方程式 (LF)の特

性乗数の関係を示している。これはこの講演において鍵となる．。そのために

可換な行列の積と差に関するスペクトルの性質を述べる。可換な行列AとB

の積と差のスペクトルは

a(AB) = {a/3 |a E a(A),/3E a(B), Wa(A) n WfJ(B)-/: 0}, 

a(A-B) = {a -/3|a E a(A),/3E a(B), Wa(A) n WfJ(B)-/: 0} 

で与えられる。

補題 4.1. [8, Lemma A.2], [6, Lemma 2.11]可換な行列 AとBに対して

a E a(A),/3E a(B)とするならば、次の同値命題が成立する：

1) a/3E a(AB). 
2) a-/3E a(A-B). 

3) Wa(A) n WfJ(B) -::J {O}. 
4) Ga(A) n GfJ(B) -::J {O}. 

可換な行列AとBに対して

a[AB] = {(a,/3）E a(A) x a(B) I a/3E a(AB)} 

と置く。 vE a(UK(O)）そしてK=kEとする。このとき (3)より

T(O) = K(v)w花 (O;v) 

の右辺は可換な行列K(v)wとTc(O;v)の積である。今vE a((Tc(O; v)), μ E 

び(T(O)）とする。 K(v)w= (v―1(vE-K)(E-K)-1)wであるからスペクトル

写像定理により

(~<—-~)w Ea(K(v)w) 
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となる。したがって
v-k w 

µ=v(~)w· 

この関係式を鑑みて C-mapを

c叫.(z)= zg(k, z) 

と定める。ここで

g(k,z) = CrE--&) w: IX D→C ¥ {O} 
でI=股＼｛1},D = C＼股である。関数Cw,k(z)は方程式(LF)の特性乗数
関数（今後、簡単に C-map)という。 g(K,z)はwelldefinedされ、 g(k,z)は

すべての zEDに対して Kに関して正則関数であるから zg(K,z)はすべての

z EDに関して正則である。

方程式(LF)対して C-map定理を述べる。

定理 2. [13, Theorem 2.5](C-map定理） vE c,(Ux(O))であることとμ=
Cw,k(v)満たす (k,μ) E c,[KT(O)］が存在することは同値である。

証明命題3.1より vE c,(Ux(O))であることと det(vK(v)w-T(O)) = 0, 

すなわち、 0E c,(vg(K, v) -T(O)）であることは同値である。スペクトル

写像定理によって c,(vg(K,v)) = {vg(k, v) I k E c,(K)｝を得る。さらに条
件 (C)と補題 2.2から vg(K,v)とT(O)は可換である。よって補題3.1より
0 E び(vg(K,v) -T(O))とvE c,(Ux(O)）は同値である。故に補題4.1より

v E c,(U瓜0))と

μ = vg(ko, v), Gvg(K,v)(vg(ko, v)) n Gr(o)(μ)-/ {O}. (5) 

を満たす (ko,μ) Eぴ[KT(O)］が存在することは同値である。このような koE 

c,(K)に対してvg(k,v) = vg(k。,u)を満たすkE c,(K)の集合を{ko,k1, ・ ・ ・, kp}, 
p:Sd-lと表す。再度スペクトル写像定理を用いて

p 

Gvg(K,v) (vg(k。,v))= E9 GK(ki) 
i=O 

を得る。したがって Gvg(K,v)(vg(ko,v)) n Gr(o)(μ)-/ {O}は

p 

GT(o)(μ) n 〶 Gx(ki) -::/ {O} 
i=O 

と同値である。このとき xE GT(O)（μ) n 〶『=1GK(ki), X 1'0は

p 

x＝区Pix,Pix E Gx(ki) 
i=O 
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と表現される。ここでpi: (Cd→Gx(ki)は射影である。 T(O)とKは可換で
あるから T(O)Pix= PiT(O)x = Piμx = μPix, i = 0, ・ ・ ・,p. P汀ヂ 0となる
少なくとも一つの iが存在するから

GK(k』nGrco)(μ) -/: {O}. (6) 

[8, Lemma A.2]より条件 (6)は条件Wx(ki)nWr(o)(μ)-::J{O}と同値である
から条件 (5)は条件

μ = Cw,k;(v), Wx(ki) n Wr(o)(μ) -I {O} 

に置き換えられる。したがって (ki,μ) E a[KT(O)]. 

系 4.2. [13,系 2.6]K = kEとする。このとき

v E a(Uk(O)）⇔ Cw,k(v) E a(T(O)). 

C-map μ = Cw,k(z)は次のように書き換えられる：

Pw,k(z; μ) = (z -k)w -μ(1 -ktzw-l = 0. (7) 

次の結果は [13,Corollary 2.7]の拡張である。

命題 4.3. 各（k,μ) E a[KT(O)］に対してμ = Cw,k(v)のすべての解は
叩，μ)（阪（0))に属する。

証明 (ko,μo) E a[KT(O)］とする。このとき補題4.1より Gk0(K)nGμ。(T(O))
-/= {O}である。 (7)より方程式Pw,k。(z;μo) = 0のすべての解がa(ko,μo)(U K(O)) 
に属する、すなわち、命題3.1より方程式Pw,k。(z;μo) = 0の各解 Z= V は
0 E a(vg(K, v) -T(O)）満たすことを示す。関数zg(k,z)はC¥ {O, 1}上でK
に関して正則であるからスペクトル写像定理を用いて

ロ

び(vg(K,v)) = {vg(k, v) I k E CJ(K)} 

を得る。

初めに、方程式Pw,ko(z; μo) = 0の任意の解vは明らかにvg(ko,v)-μo = 0 
を満たしているに注意しておく。

次に、

Gvg(ko,v)(vg(K, v)) n Gμ0(T(O))-/ {O}, 

であることを示す。 vg(k,v) = vg(k。,u)を満たすkE CJ(K) の集合を {k。 ,Kぃ •••,kp},
p:Sd-lで表す。再度スペクトル写像定理を用いて

p 

Gvg(ko,v)(vg(K, v))＝E9Gk;(K) 
i=O 

を得る。故に

p 

Gvg(ko,v)(vg(K, v)) n Gμ0(T(O)) =［任）伍(K)]n Gμ0(T(O)) 
i=O 
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となる。もし[〶『=0Gki(K)]nGµ0(T(O)) = {O}ならばGk0(K)nGμ0(T(O))= 
{O} となる。これは矛盾である。よって[〶f=oGki(K)] n Gμ0(T(O)) -/: {O}、
すなわち、

Gvg(ko,v)(vg(K, v)) n Gμ0(T(O))-/: {O} 

である。条件(C)はvg(K,v)とT(O)が可換であることから補題4.1より OE
a(vg(K, v) -T(O)）となる。したがってVEび(ko,μo)(U K(O)）である。 ロ

次の結果は命題4.3から直接出てくる。

命題 4.4.a(k,μ)（阪(0))-10で

a(UK(O)) = u(k,μ)匹 [KT(O)戸(k,μ)(UK(O)).

証明命題4.3より a(k,μ)(UK(O))-/: 0は明らかである。任意のvE a(UK(O)) 
に対して定理2よりμ= Cw,k(v)を満たす(k,μ) E a[KT(O)］が存在する。 し
たがって VEび(k,μ)(UK(O)）を得る。逆は明らかである。 ロ

5 関数Bw,k(0)の性質

この節では関数Bw,k(0):= G砧k(e町の性質及びその表現を述べる。今後、特
に断らない限り wEZ2° とする。
初めに、関数Bw,k(0)の性質を述べる。 C-mapCw,k(z)の単位円の像は次
の関数

Bw,k(0) := Cw,k(e叫＝（1 ；［ek-2゚）Wげ，一T< 0三7f (8) 

で与えられる。容易に次のことが分かる。

1) Bw,k(O) = 1 E股．
w 

2) Bw,k(1r) = -（口 E戦．
3) Bw,k(0)は[O,7r］上で微分可能。

4) limk→1 IBw,kに）I=oo. 

C = {z I lzl:::; 1}と置き、 C砧k(v)のwindingnumberをn(8C,Cw,k)に
よって表す。

補題 5.1.次の命題が成立する。

1)すべての0E (-1r,1r]に対してBw,k(0)# 0. 
2) Bw,k(0+2n1r) = Bw,k(0)及びBw,k(0)= Bw,k(-0), (n E Z, -7r < 0:::; 

司． w

3) Bw,k（一1r):= lime→一1rBw,k(0)= -（口） E股．
4) Cw,k(l) = 1及びCw,k(v)= Cw,k(v). 
5) n(8C, Cw,k) = 1. 
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証明 1),2), 3)と4)は明らかである。 5)はargumentprincipleにより

n(8C, Cw,k) ＝土 J8C 応塁ドル＝~[lac ~dv + lac ~dv] = 1 
が得られる。 口Bw,k(0)の表現を得るため、任意の k,0 < lkl < 1と任意の

0 E (-1r, 1r]に対して以下のように/3(k,0)を定める。

tanf3(k, 0) = 

/3(k,0)の初等的性質を述べる。

補題 5.2.次の命題が成立する。

ksin0 7f 

1-kcos0' 
|9(K, 0)| ＜ -． 

2 
(9) 

1) 0 < k < 1 ~⇒ すべての 0E(0,1r) に対して 0</3(k,0)<~ が成り
立つ。

2) -1 < k < 0 ←⇒ すべての 0E(0,1r) に対して―~</3(k,0) < Oが成
り立つ。

3)任意の 0E (0, 1r)に対して /3(k,0)はk,0 < lkl < 1に関して増加で
ある。

補題 5.2の1)と2)はすべての 0E (0,1r)とk,0 < lkl < 1に対して

/3(k, 0) -/= 0が成り立つことを示している。

(9)は
sin/3(k,0) ksin0 

＝ 
cos f3(k, 0) 1 -k cos 0 

であるから

k sin(fi(k, 0) + 0) = sin fi(k, 0). (10) 

と表すことができる。

次に関数Bw,k(0)の表現を述べる。次の関係式はしばしば用いられる。

1-ke―iO = J 1 -2k cos 0 + k叩/3(k,0). (11) 

Bw,k(0)の表現は (11)を用いて以下のように表される。

命題 5.3.Bw,k(0)の表現は以下のように表される。

Bw,k(0) = 
(1-2kcos0＋炉）号 i匹 (0)
(1 -k)W 
e,  0 E (-7f,7f］， 

ここで

匹 (0)= wfJ(k, 0) + 0, -n: < 0 s n:. (12) 

系 5.4.次の結果が成り立つ。

1)すべての k(0 < lkl < 1)に対して (3(k,0) = 0及び匹(0)= 0が成り
立つ。
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2)すべての k(0 < lkl < 1)に対してf3(k,1r)= O及び匹（1r)= 7fが成り
立つ。

3)すべての 0(0 < 101 < 1r)とk(0 < lkl < 1)に対して f3(k,0)ナ0で
ある。

命題5.3より

1Bw,k(0)1 = 
(1-2kcos0+炉）号 w

(1 -k)W , I匹 (0)1< (~ + 1) 1r 
2 

(13) 

を得る。したがって次の結果が得られる。

補題 5.5.0 E [O, 1r]とする。このとき次の命題が成立する。
1) 0 < k < 1ならば、 1凡，k(0)|2:1及び|Bw,k(0)1は0に関して増加である。
2)-l<k<Oならば|Bw,k(0)1:::; 1及び|B叫 C（例は0に関して減少である。

系 5.6.次の命題が成り立つ。

1) 0 < k < 1ならば、 mino:::;0:::;1r1Bw,k(0)1 = Bw,k(O) = 1及び

1 +k¥w 潤腔~1Bw,k(0)1 = IBw,k け）l=(~)w·

2) -1 < k < 0ならば、 min。:s;0:s;1r1Bw,k(0)1 = IBw,kに）I=0：：：~)w 及び
max。羹1r1Bw,k(0)1 = Bw,k(O) = 1. 

さらに、
2k 

1Bw,k(0)lt = 1 + ~(1 -cos0), 
(1 -k)2 

(14) 

であるから次の補題が成り立つ。

補題 5.7.0 < lkl < 1かつ0E (0, 1r]とする。このとき |Bw,0(k)IはKに関し
て増加である。

証明 b(k):= IBw,0(k)ドと置く。 (14)に注意すれば、

2(1 + k) 
b'(k) = ~(1-cos0) > 0 
(1 -k)3 

を得る。よってb(k)はKに関して増加である。

6 方程式 8<Bw,k(0)= 0の解の存在とその解法

口

この節では方程式 S'Bw,k(0)= 0の解の存在は証明なしに述べ解法について主
に述べる。明らかに

田Bw,k(0)= 0 ~⇒ sin 匹 (0) = 0 ~⇒ m1r =W(3（k,0) + 0, m E Z 

が成立する。
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6.1 方程式 8'Bw,k(0)= 0の解の存在

初めに、 0< lkl :S己了の場合 [O,7r］上で方程式 S'Bw,k(0)= 0の解の存在を
示す。

定理 3.0 E [O, 1r]とする。 0< lklさ己了ならば、方程式S'Bw,k(0)= 0の解
は0= 0, 1rのみである。

次に、己了<|kl< 1の場合 (0,7r）上で方程式 S'Bw,k(0)= 0の解の存在
を示す。

定理 4.w E Z3とする。己了<|kl< 1ならば、方程式 S'Bw,k(0)= 0は
(0, 7r）の中に少なくとも一つの解をもつ。

6.2 方程式 8'Bw,k(0)= 0の解法

ここでは二I<lkl < 1の場合方程式 S'Bw,k(0)= 0を解き、また（0,1r）上で
の解の個数を調べる。まずこの方程式をw-2,w E窃°次の代数方程式に変
換する。 aE股に対して記号 [a]はaを超えない最大の整数を表す。一般的に

[(n-1)/2] 

sin n0 = sin 0 "'"t,（一l)P(n-;-p) (2cos0r-1-2P, (15) 
であるから次の結果を得る。

命題6.1.0 E (0, 7r）及び己了<|kl< 1とする。このとき方程式 S'Bw,k(0)= 0 
はw-2次の代数方程式

w-1 /,  [(j-1)/2] /. 

l+k〗し: 1) (-k)/'J ~（一l)Pe- ~ -P)xj-l-2p = 0 (16) 

と同値である。ここでX= 2cos0. 

証明己:r< lkl < 1であるから方程式 S'Bw,k(0)= 0は定理4により (0,7r) 
の中に解を持つ。 B山，k(0)の定義と二項定理を用いて

(1-k)汀い(0)= (ei0 -k)we―i(w-1)0 

＝ご(;)（-K)jei(1-j)0 
w-1 

=-wk+ ei0 -kとC:1) (-k)je―ij0. 
j=l 
j+l 

オイラーの公式により以下の同値性が成立する。

w-1 

叫 (0)= 0 ~ sin0 +ktし:1) (-k)j sinj0 = 0. 
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したがって，（15)より証明が完了する。

次の結果は命題6.1の直接的な結果である。

系 6.2.方程式S'Bw,k(0)= 0の解の個数は (0,7r)の中で高々 w-2個存在
する。

ロ

[O, 7r］上での方程式 'sBw,k(0)= 0の解の存在は sin匹 (0)= 0である。
よって

m1r = wfJ(k, 0) + 0, m E Z. (17) 

したがって
mT  -0 

如 (O)＝， 0< O < T 
w 

と憤けば (17)から (3(k,0) = f3m(0)を得る。明らかに、 lf3m(0)1< l 
w 

wo = [~], ([J) = {2n + 1 I n E Z}, lE = {2n I n E Z} 

と定める。このとき wE([J)ならば、 Wo＝号ーが wE lEならば、 Wo＝附さ

らに叫(0)1< ;であるから―号＋i<m<号＋皐である。 0E (0, 1r)と
WE窄に対して

Z(0) = Z+(0) U Z_(0) 

と定める。ここで

Z+(0) = { m E Z I 1 さ m< 塁＋~}'
w o 

乙 (0)= { m E Z I -ぅ +~<m:::;o}.
特に。 0= 0,1rならば

Z(O) = Z_(O) = {O}, Z(1r) = Z+(1r) = {1}. (18) 

次に (10)を考慮して

9m(0) := 9m,k(0) = sinf3m(0) -ksin(f3m(0) + 0), 0 E (0, 1r), (19) 

と定める。ここでmE Z(0)．方程式9m,k(0)= 0を用いて方程式8'Bw,k(0)= 0 
を解くことができる。

補題 6.3.0 E (0, 1r)に対して次の命題が成り立つ。
1) Ifm E ([J)nZ(0)ならば、方程式 9m,k(0)= 0は次の方程式と同値で
ある。

sinf3m(0) = ksin((w -1)(3m(0)). 

2) If m E lE n Z(0)ならば、方程式9m,k(0)= 0は次の方程式と同値で
ある。

sinf3m(0) = -ksin((w -1)(3m(0)). 
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証明等式

(w-1)如 (0)= m1r -
m1r十 (w-1)0 

w 

よりふ(0)+ 0 = m1r -(w -1)品 (O)が得られる。これより補題が容易に得
られる。 ロ
この事実に基づき次の結果を得る。

命題 6.4.:-;l, 
w-1 < lkl < 1, 0 E (0,1r)として X= 2cos伽 (O)とおく。

l)mE((J)nZ(0)とする。このとき 9m,k(0)= 0は

1-k戸（一w(w-:-p)xw-2-2p~ 0 (20) 

と同値である。

2) m E lE n Z(0)とする。このとき 9m,k(0)= 0は

l+k戸（一1)p(w-P2-P)xW-2-2p =0 (21) 

と同値である。

証明 1)m E{(])とする。このとき補題6.3より 9m,k(0)= 0はsin/3』0)= 
k sin[(w -1)ふ (O)］と同値である。 (15)により

wo-l 

sin((w -1)知 (0))= sin如(0) 〗 (-1)P(W -;-p) (2 COS伽 (0))w-2-2p

を得る。 sinf3m(0)-/:0であるから (20)を得る。
2) m E lEとする。このとき上記と同様にして (21)を得る。 ロ
w=4の場合、方程式 'sB4,k(0)= 0の解を命題6.1と命題6.4による二通
りの方法で求める。

例 6.5.方程式 'sB4,k(0)= 0の解祉 E(0,1r）以下のように与えられる：
1) ½ < k < 1ならば、このとき

炉＋2k-1
'Y+ = arccos (~). 

2)-l<k<-}ならば、このとき

—炉＋ 2k+ 1 
'Y-= arccos (~). 

(22) 

(23) 
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証明初めに、命題6.1を用いる。 (16)より 1-6炉＋k4+4屈X-k4炉＝ 0 

を得る。よって方程式 (16)の解は

2k字 (1-kり
X = 2cos1 = k2 

によって与えられる。½ < lkl < 1ならば、このとき 21cos,I < 2,すなわ

ち、 Icos,I =|□~1<1 である。このとき方程式 8'B4,k(0) = 0の解
'YE (0,1r）は（22)と(23)で与えられる。
次に、命題6.4を用いる。 W = 4, WQ  = 2であるから Uo<0＜立乳(0)= {1, 2} 
及びUo<0<1rZ':_(0) = { -1, 0}となる。
1) ½ < k < 1及びm=1するならば (20)は1-k(X2 -1) = 0,すなわ

ち、 COS山(O)=”となる。 cos9=《:であるから cos0=笙騒い

を得る。

m=2ElEならば、 (20)は1+ k(X2 -1) = 0及び2cosあ(0)= X とな
る。よって炉＝ ~<0 である。これは解が存在しないことを意味する。

勺2) -1 < k < -½及び m=O とするならば、 (21) は 1 + k(X2 -1) = 0, 

すなわち、 cos(30(0)＝《`［となる。 cos乎＝《｀［であるから cos0= 
—炉＋2k+l
2k2 を得る。

m = -1 E ([J)ならば (20)は1-k(X2-1)=0及び2cosf3_1(0)= Xとな
る。よってx2= k+1 < oである。これは解が存在しないことを意味する。ロ

k 

上記と同様の議論を用いてw=3の場合の結果は次の通りである。

例 6.6.w = 3及び ~ = ½ < lkl < 1とする。このとき方程式 8'B3,k(0)= 0 w-1 2 
の解'YE(0, 1r)は一意的で

3炉— 1
1 = arccos (~) 

で与えられる。特に、

1)古<k<lならば O<,<l 
2) ½ < k S 責ならば~ S'Y < 1r. 
3)一古さ k<-｝ならば 0< 1 S §. 
4) -1 < k <—占ならば~ <'Y < Jr. 

7 関数Bw,k(0)から導かれる或る閉曲線の幾何学的性質

この節では関数Bw,k(0),0 E (-1r, 7f］から導かれる或る閉曲線の幾何学的性質
を扱う。有界領域 Qの境界を 8Qによって表す。それが単純閉曲線ならば、 0

はぬによって囲まれた領域という。このとき Qの内部及び外部を各々intn 
及びextnで表す。正の数1E (0,1r]と区間I(1)を以下のように定める。

7 = ｛ ：in{O E(O,7r) | 3BW,K(O) ＝ 0}， 
max:{0 E (0, 1r) I田Bw,k(0)= 0}, 

0 < lkl :S: w恥
~ < k < 1, 
-1 < kくーナ・
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と

I(1) ＝ {｛忍〗 11 ; 7f,, 
b,1r］， 'Y # 1r, 

0 < lk|こ丑，
土 <k< 1, 
-1 < k < -;;:;昌

(24) 

明らかに、 B囚，kb)E股かつB叫:(-7)E股である。 B3,k(O)を直線罠と曲線
Bw,k(0)のI(T)への制限によって囲まれた領域とする。さらに領域B3,k(O)とそ

の良に関する対称領域の和をD3,k(O)によって表す。このとき閉曲線8D3,k(O)
を原点の周りの最小閉曲線（簡単に、 m—閉曲線）と呼び、その定義域を ID("/)
と表す。明らかにI("!)CID（ア）である。それは次の性質を持つ：
1) 0 E int D3,k(O). 
2) int I（'Y)上で8D2k(O)</-恥w,k 
3) D3,k(O)は単純領域である。．

0 < lkl ~土ならば、 8D2,k(O) = an:,k(O). CC+= {z E cc I S'z ~ 0}と
cc_ = {z E cc I S'zさ0}と置く。このとき 8B2,k(O)はC＋かc_に横たわっ
ている。以下の図 1はw=3に対して D心(0)を示してる。

Im k = -2/3 

o 1卜こ二ニ〉1 西

k-1/3 Im 

lm k ~ -4/7 0.1 

-OO00: [二＝コデニ二二＞！恥

k ~ 1/2 Im 

Re -27 -------、Rc

k = -1/2 

こ ］脳

図 1：複素平面における B3,k(0)のグラフと領域D贔(0).

補題 7.1.1Bw,k(0)1はI(7)上で単射、連続かつ単調である。

証明Setμ0 = 1Bw,k(0)1と置<。 |Bw,k(0)1は補題5.5により I(T)にて単調
であるから 0< k < 1ならば、関数 1Bw,k(0)1: [O,'Y]→[μo, μ'Y]は単射であ
る。同様に、ーl<k<Oならば、関数1Bw,k(0)1:["/,1r]→ ［μ1r, μ'Y]はやはり
単射である。したがって |Bw,k(0)1はI(7)上で単射である． ロ

補題 7.2.8B2,k(O) C (C十かつ咋("!)2 0.さらにーナ了さ k< 1 (k -::J 0)な

らば、匹("!)= 1r; -1 < k < -~ならば、 'Pkb) = 0. 

証明 i) 1 
w-1 <k<lとする。 このとき I("!)= [O, "f]. -~ < k < 1なw-1 

らば、咋(0)> 0は容易に示される。系5.4は匹(0)= 0を意味する。さらに
匹(7)=Tである。実際、匹（"!)= 0またはTである。 匹("!)= 0ならば、
/3(k,"f) = -t < 0である。これは補題 5.2の主張と矛盾である。したがって
8B2,k(O)はC十上に横たわれる
次に、咋("!)2 Oを示す。実際、矛盾を示すため咋("!)< 0と仮定する。
咋(O)は[O,'Y]上で連続であるから、 ['Y-J,'Y]上で咋(0)< 0かつ匹("!-J)< 21r 
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となる正の数r5> 0が存在する。したがって匹(1)一匹(,-8)＝咋(ry)r5< 0 
を満たす 'T/E (1 -8, r)が存在する。よって匹(r)= 7rく匹(,-c5) < 21rと
なる。これはBw,k(r -8).j_ C十を示している。よって矛盾である。
ii) -1 < k < -~とする。このとき I(r) = [r,1r］．外（7r）> 0は容易に示
される。さらに匹(r)=0である。実際、匹(1)＝かならば、 /3(k,,)= ~ >0 
である。これは補題5.2の主張と矛盾する。よって 8B2,k(O)はC十上に横た

わる。このとき外(1)2 0は上記と同様にして得られる。
iii) 0 < lkl :S土とする。このとき I(r)= [O, 1r].系5.4は匹(0)= 0お
よび匹（1r)= 7rを意味する。さらに定理3により (0,7r）上で匹(0)> 0かつ
咋(r)2 O (r = 0, 1r). ロ
補題 7.1と補題7.2は1Bw,k(0)1と匹(0)がI(1)上で強単調であることを
示している。原点から点μ=lμle叩 EC,μ-/= 0を結ぶ半直線を Lμ または伶

と表す。

定義 7.3.anは原点の周りの閉曲線とする。各μEC¥{O}に対して 8Qと
Lμ が一点で交わるとき 0Qは単調 starlike曲線（単に、 m-starlike曲線）と

いう。

例えば、原点を内点とする円、楕円などはm-starlike曲線である。また

原点を内点にする凸領域の境界も m-starlike曲線である。

定理 5.m閉曲線8D2,k(O)はm-starlike曲線である。

証明 wE Z:fとする。 0:::;Arg μさ T となる各μECに対してoB2,k(O)n 
Lμ の要素が一つであることを示せば十分である。補題7.2より oB2,k(O)n Lμ 
は C+の中に含まれる。矛盾を導くため oB2,k(O)n Lμ =｛ふ，62}満たす
μ := lμleゆと釘心(|和<|J2I)が存在する。このとき補題7.1と命題5.3を

用いればふ＝ Bw,k(0i)及び'P=匹（0i),i = 1, 2となる 01,02 E I(7)が
存在する。 IJ叶<|州であるから補題5.5より 0< k < 1ならば、 0l< Oが

-1 < k < 0ならば、先＜仇である。

心＝ sup{¢>'PI oD2,k(O) n £</Jは一意的でない｝

を定める。心さ Tであるから、心＝匹(O。)が成り立つような〇。 EI（'Y)が一
意的に存在する。

〇。において Bwょ(O)接線はL<io,J。=Bwょ(0o)と一致する。羞Bwょ(0)= 
i(l-ke-i0)w-1 
(l-k)W [kw -k + ei0]かつ半直線L8。の傾きはBw,k(0。）と表されるから

Bw,k(0。)i[eiOo+ k(w -1)] = Bw,k(0。)（ei0。-k)

を得る。すなわち、 i[ei0o+ k(w -1)] = (ei0。-K)．これは

{ kw -K + cosO。-sinO。=0 

k -cos0。+sin0。=0 

を意味する。したがって sin0。＝伊， cos0。=-k(W2-2)．その結果tan0。=

-WW-2く0.ゆえに―]＜ O。<0.これは矛盾である。したがってoB2,k(O)と

L は一点で交わる。μ w=2の場合は容易に示される。 ロ
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8 ゼロ解の安定領域

この節では方程式(L)のゼロ解のDFCによる安定化の判定を与える。
次の結果は [13]の定理 8.1の拡張である。

定理 6.(k, μ) E a[KT(O)］とする。このとき次の命題が成立する：
1) μ E int D3,k(O)ならば、すべての vE a(k,μ)(Ux(O)）に対して Iu|< 1 
が成り立つ。

2) μ E ext D3,k(O)ならば、 1u|こ1となる vE a(k,μ)(Ux(O)）が存在する。

証明 (k,μ) E a[KT(O)］とする。このとき kE a(K)でμ := lμleicp E 
び(T(O)）である。命題4.3によりμ = Cw,k(v)のすべての解は a(k,μ)(Ux(O))
に属する。

1) μ E int D3,k(O)とする。このときすべてのVEび(k,μ)(Ux(O)）に対して
不等式旧く 1が成り立つことを示す。そのために矛盾法を用いる。今、或る

VEび(k,μ)（阪(0)）に対して IV|2 1だとする。
|u| ＝ 1の場合を考える。このときμ E aD3,k(O)またはμ E ext D3,k(O) 
となる。これは矛盾である。

次に、 1u|> 1の場合を考える。原点を中心とした単位閉円盤をCと表す。
このとき v0EintCn恥およびμo:= Cw,k(vo) E int D3,k(O)を満たすVoE股

を選ぶ
さらに、 VOとッを結んだ線分をLとする。このとき aCnLの要素は一つ
でそれをnと表す。すなわち、 nは線分Lと単位円aCの交点である。した
がって ITJI= 1．写像Cw,k（・）は点nの近傍で正則であるから

d 
瓦に，Kい （ v -k ¥ w-l v + (w -l)k 

U=n = (1 -K)u) (1 -K)u 
U=n 

を得る。仮定(K-3)により n# Kであるから協Cw,k(TJ)= 0とTJ= -(w -l)k 
は同値である。したがって ITJI= 1 = (w -l)lkl. 
(1)羞Cw,k(TJ)# 0,すなわち、 lkl＃己了の場合。 このとき nにおいて
等角写像、すなわち、二つの曲線LとaCの間の角は二つの曲線Cw,k(L)と
aD3,k(O)の間の角と一致する。 したがってCw,k(L)に属する extD3,k(O)の
点が存在する。他方、μと μoは曲線Cw,k(L)によって結ばれてさらにμと μo
はintD3,k(O)に属するから， Cw,k(e)E aD3,k(O) n Cw,k(L)となるもう一つ
の点eELが存在する。 eE aCであるから nの一意性に矛盾する。
(2)羞Cw,k(TJ)= 0、すなわち、 lkl=~ の場合。このとき定理 3 より
巧，k(O)= D贔(0)である。故に、 n＝土1.さらにμE股であるから VE股

ならば、 Le恥．特に、 Cw,k(l)= 1及びCw,k(-1)= -（杜舟）Wである。
(2-a) k= —土，すなわち、 TJ = 1 とする。このとき v>l及び CW,—ナ了 (L)

c股となる。 Cw,-2-I(x) = X（冗（W；；）＋1)“ であるから羞C砧ー2--r(l)=O及
び差CW,—土（1) > 0. その結果 CW,— 2--r(l)=l は L 上で最小値である。こ
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れは

CW,—土 (1) = 1 < cw,—土（v) = μ, 

すなわち、μ E ext D~ 1 (0)を示している。これは矛盾である。
w,-;;:;=-r 

(2-b) k＝丑とする。このときは上記と同様にして矛盾が導かれる。

2) μ E ext D2,k(O)とする。矛盾を導くため、 1V|＜ 1及びμ = Cw,k(v) 

を満たすVEび(k,μ)(UK(O)）が存在すると仮定する。 Lはッと k(k -/= V)を
結んだ線分とする。 このとき Lc int Cである。 Cw,k(k) = 0であるから
'T/ E Cw,k(L) n 8D2,k(O)-/= 0が存在する。故にrJ=Cw,kほ）となる ~EL が存
在する。これは矛盾である。 ロ

系 8.1.K = kEおよびμ E (j(T(O)）とする。
1) μ E int D2,k(O)ならば、すべてのVE叩 (Uk(O)）に対して Iu|＜ 1が成
り立つ。

2) μ E ext D2,k(O)ならば、 1V|21となる VE(jμ(Uk(O)）が存在する。

定理 7.(k, μ) E (j[KT(O)］とする。このとき次の命題が成り立つ：
1) (j(T(O)) C int nkEa(K) D2,k(O)ならば、すべての VE(j(UK(O)）に対

して IV|＜ 1が成り立つ。
2) μ E ext D2,k(O)ならば、 1u|こ1となる VE(j(k,μ)(UK(O)）が存在する。

次の結果は定理7と系8.1より容易にわかる。

定理 8.K=kEとする。
1) (j(T(O)）こ intnkEa(K) D2,k (0)ならば、すべてのVE(j(Uk(O)）に対し
てIu|＜1が成り立つ。
2) μ E ext D2,k(O)満たすμ E (j(T(O)）が存在するならば、このとき Iu|2 1 

を満たすVE叩(Uk(O)）が存在する。

次に、μ E int D2,k(O), k E (j(K）であるための必要十分条件を与える。

(13)との関係の中でkE(-1,1)の関数fw(k;0, Iμ|）を以下のように定める。

fw(k; 0, lμI) = Iμ旦(1-k)2 -1 + 2k cos 0 -k2 
= (Iµ|~ -l)k2 -2(1μ|合-cos0)k+ (Iμ|合-1). (25) 

ここで—T <0 < Tである。 このとき fw(k; 0, lμI) < 0はlμI< 1Bw,k(0)1と
同値である。定理5により各μECに対して8D2,k(O)n Lμ =｛似｝一意的で

あるから補題7.1により似＝ Bw,k(0μ)を満たす0μ := 0μ(w, k)はID(1)上で
一意的に存在する。今後、そのような 0μ を(μ,8D2,k(O))に対応する偏角と
いう。

μ E int D2,k(O), k E CY(K)であるための必要十分条件以下で与えられる
が、証明は定理5より容易である。
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定理 9.k E a(K)かつμ E a(T(O)）とする。仰が(μ,an2,k(o)）に対応する
偏角ならば、次の命題が成り立つ：

1) μ E int D2,k(O). 
2) lμI < 1Bw,k(0μ)1. 
3) f w(k; 0μ, lμI) < 0. 

系 8.2.k E a(K)かつμ E a(T(O)）とする。化が(μ,an2,k(o)）に対応する
偏角ならば、次の命題が成り立つ：

1) μ E ext D2,k(O). 
2) lμI ~ 1Bw,k(0μ)1-
3) f w(k; 0μ, lμI) ~ 0. 

最後に、 w=4かつa(T(O))c股の場合に対して定理8を適用する。

命題 8.3.w = 4及びμ E a(T(O)) n股とする。μと Kが以下の条件を満たす
ならば、すべての vE aμ(Uk(O)）に対して IV|＜ 1が成り立つ。

(1-1) 0 < μ < (1+k)4 口戸ァ及びーl<kくー百・1 

(1-2) 0 < μ < 1 及び―½ :S k < 1, k-/ 0. 

(1-3)一国）4<μ<0及びー1< k'.S ½, k -/ 0. 
(1-4) 一（1；ゲ <µ<0 及び ½<k<l.
(1-5) μ = -1及びO<k<l.

μ = (l + k)4 μ 
炉(1-k)' 

＿i :バ ll3 k
 

ー
9

9

 

-16 •—----

Figure 2: w = 4の場合の安定領域。

w=3及びCT(T(O)）＝咋(T(O)）の場合は以下の結果が成り立つ。

命題 8.4.w = 3及びμE呟 (T(O)).μと Kが以下の条件を満たすならば、す
べての vE叩(Uk(O)）に対して IV|< 1が成り立つ。

(1-1) 0 < μ < -（干げ及びー1< K < -｝. 
(1-2) 0 < μ < 1 及び—½ :S k < 1, k -::J 0. 
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(1-3) -（叫 <μ<0及びー1< k :Sふk-:/0. 
(1-4) -（干）3<µ<0 及び ½<k く 1.
(1-5) μ = -l及びO<k<l.

μ=-（丁）3
,—/, 
-1 -1/2 

、”.
ー

-27•-------

k
 

μ=-（干）3

Figure 3: w = 3の場合の安定領域。

これらの安定領域に関する結果はJuryの方法によるものと一致する。

9 今後の展望

本講演においては方程式(L)のゼロ解を安定化するため摂動項を含んだ方程
式(LF)を考察した。実はそのことだけならば、方程式(LF)より

x(n + 1) = A(n)x(n) + Kx(n -w) (26) 

を考察すれば良いはずである。しかし敢えて方程式(LF)を扱ったのは序文で

も述べたように周期解の安定化を扱う研究の二段階、三段階に進むための準

備のためである。すなわち、今後は

(1)周期解の安定化問題、（この問題は文献 [5]を参照）
(2)連続系における通常の Pyragasの問題、特に、方程式(LDE)の特性
乗数が複素数場合の安定化問題、

を扱う。そのとき本講演で用いた幾何学的方法が有効になる。
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