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概要

不安定周期軌道の安定化法として Pyragas[3]によって提案された遅延フィードバック制御

（以下 DFCと呼ぶ）がよく知られている．制御ゲインが単位行列の実数倍という条件下におい

ては，目標周期軌道の特性乗数について，制御前と制御後の関係式（以下 C-map定理と呼ぶ）

が得られている [2,Cor. 5.3]．さらに，制御前の不安定な特性乗数μとすると，μが実数で

-e2 < μ < -lをみたすとき， DFCにより周期解が安定化できることを証明している [2,Th. 

7.6]．本稿では，この結果を複素数の場合について拡張した結果について報告するとともに，そ

の適用例を紹介する．

1 序論

周期w>Oの不安定周期軌道が(t)をもつ微分方程式

dx 
＝ 

dt 
f(x) (1) 

を考えよう．ここで， f:St→町， nc町， fEびとする． Pyragasによって提案された

DFCは，制御項 u(t)を加えた次式で与えられる．

｛わ(t)＝ f(x(t)） ＋u(t) 

u(t) = K(x(t -w) -x(t)) 
(2) 

ここで， K はnxn実数値行列でゲイン行列と呼ぶ．このとき，明らかにが(t)は(2)式の解で

ある．本稿では，が(t)が (2)式の解として軌道漸近安定となるときに DFCが成功したと呼ぶこ

ととする．

周期軌道ぶ(t)の安定性を判別するために，（1)式および (2)式のぶ(t)まわりでの線形化方

程式を考える：
dx(t) 

dt 
= A(t)x(t) 

dy(t) 

dt 
= A(t)y(t) + K(y(t -w) -y(t)), 
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ここで， A(t)= DJ（が（t))はfのが(t)まわりでのヤコビ行列である．

線形化方程式 (3)に対して， T(t,s)(t ~ s)を解作用素とする． A(t)は周期 wの周期関数値

行列であるから，周期作用素として T(w,O)を考える．一般に，作用素 Tのスペクトルを c,(T)

で表すことにすると，非線形方程式（1)の周期軌道が(t)の特性乗数は， T(w,0)の固有値，す

なわち，び(T(w,O)）の要素として与えられる．
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線形化方程式 (4)に対して， U(t,s)(t ~ s)を解作用素とする．周期作用素 U(w,O)はコンパ

クト作用素であり，その点スペクトルを P,,(U(w,O))と表すと，その要素が，非線形方程式 (2)

の周期軌道が(t)の特性乗数である．

以下では， DFCにおけるゲイン行列が， n次単位行列 EとkE罠に対して， K=kEで与え

られる場合について考える．このとき，制御前の特性乗数と制御後の特性乗数の関係を与える次

の定理が得られている．

定理 A (Corollary 5.3 in [2]). K = kEを仮定する．このとき， U€凡(U(w, 0)）であること

と， 9k(v)E u(T(w, 0)）は同値である．ここで，

wk(l-z―1) 
9k(z) ：= ze,  (z E <C ¥ {O}). 

この定理Aのことを本稿では C-map定理と呼ぶ． C-map定理を用いることで， DFCの成否

について考えることができる．結果を述べる前に，いくつかの準備が必要である．まず，制御前

の周期解の不安定特性乗数の集合を a-u,すなわち，以下の通り定義する．

a-u := {μ Eび(T(w,O)):lμI > 1}. 

任意の rE (0,1r)に対して，関数 Ocr:[O,r]→戦を次のように定義する：

ar(0) = 
(r -0) sin0 

l+cos0 ・ 

ar(O)は，区間 [O,r]で連続，区間 (O,r)で微分可能で，

a頂(0)= 
r-0-sin0 

l+cos0 

(5) 

が成り立つ．ここで， r-0=sin0をみたす 0E (0, r]を考えよう．このような 0はただ一つ存

在しこれを〇；とおく．このとき， m は [0,0月で（狭義の）単調増加関数である．したがって，

[0,0月上で逆関数を考えることができる：

0(a; r): [O, ar（尻）］ → ［0,0月，

ここで， r-0; = sin釘が成り立つことから， ar（化） ＝1 -cose;をみたしていることに注意

しよう．

r = 7rに対しても，（5)で定義した関数 m を考えよう．このとき， m は明らかに区間 [O,1r) 

で連続，区間 (0,7f）で微分可能である．ここで， 0＃0,7fのとき，（5)の右辺は，

ar(0) = 
(r -0) sin0(1-cos0) (r -0)(1 -cos0) 

＝ 
(l+cos0)(1-cos0) sin0 

(6) 

が成り立つことに注意すると，

lim叫 (O)＝ lim 
(1r -0)(1-cos0) 

= 2, 
0→T O→;;. sin(1r -0) 

である．したがって，年（1r)= 2と定義することで， aTは明らかに区間 [O,1r]で連続，区間

(0, 7r）で微分可能であり， rE (0,1r)のときと同様に，逆関数 0(a;1r)を考えることができる．な

お，釘＝ T であり ar（釘） ＝ 2となることに注意しよう．

定理 B (Theorem 7.6 in [2]). K = kEを仮定する．

(i) μ > 1をみたすμ E uuが存在するなら， ll> 1をみたす vE Pu(U(w, 0)）が存在する．
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(ii) uu C (-e汽ー1)が成り立つとする．このとき，

a。
- ＜ K < 

ao 
2w'・・'w(l -cos0(0:0;1r)) 

が成り立てば，任意の vE Pu(U(w, 0))に対して IV|＜ 1あるいは v=lとなる．ただし，

ao = max{log lμI : μ E uu}である．

注意 1.1.定理 B(ii)の不等式をみたす Kは常に存在する．実際， k= 1/wとすればよい．な

ぜなら， 0< aoく 2であるから， ao/2< 1をみたす．また， 0(ao;1r) = 0と略記すると，（6)

より，

が成り立っているので，

が成り立つからである．

2 主結果

(1r -0)(1 -cos0) 
ao = 

sin0 

a。 7r- 07r-0 
= ＝ > 1 

1-cos0 sin0 sin(1r-0) 

定理 Bは，（i)の主張から 1より大きな特性乗数をもつ周期軌道はゲイン K=kEのDFCに

よって，安定化できないことがわかる．（ii)の主張からは，不安定特性乗数がー召より大きけれ

ば DFCが成功することを示唆している．これらの結果は，いずれも特性乗数が実数の場合につ

いてしか適用できない．本節では，一般に複素数の場合について DFCが成功する条件を与えよ

う．そのために，いくつかの準備が必要である．

補題 2.1.0をパラメータとして，複素関数

B*(0)：＝げel-e―,e 0 E (-1r,1r]. 

が複素平面に描く曲線を 8D*とすると， 8D*は，単純閉曲線（ジョルダン曲線）である．

証明． 8D*が閉曲線であることは， B*(1r)= B*（一1r)=一召となることから明らか． 8D*が

単純閉曲線でないと仮定すると， B*(01)= B*(02)かつ 01ヂ約となる 01,02E (-1r,1r]が存在

する．すなわち，

したがって，

exp(i01 + 1 -e-'01) = exp(i02 + 1 -e―i02). 

{ 1-cosO1 = 1 -cos恥・・ • (a) 

01 + sin01 =恥＋ sin恥＋ 2m1r(mE Z) ・ ・ ・ (b) 

が成り立つ．（a)と0l＃恥より， 01＝一恥である．これを (b)に代入することで，

01 + sin01 = m1r 

を得る．これより， 01= 0, 7rを得るが，それに対応して 02= 0, -7rとなるため不適である．ゆ

えに， B*(01)= B*(0分かつ 01ヂ02となる 01,02E (-1r,1r]が存在しない．すなわち， 8D*

が単純閉曲線であることがわかる． ロ

この曲線で囲まれる領域を D*とする．また， D*の内部あるいは外部をそれぞれ intD*あ

るいは extD*と表すこととする．
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図 1．複素平面における intD*（グレ一部分）．

Re 

定理 l.K = kEを仮定する． このとき， k= l/wとすることで，任意の VE Pヮ(Uk(w,0)）に

対して IV|＜ 1が成り立つ．

証明． VE几（凶(w,0)）が存在して， 1u|2 1が成り立つと仮定する． IU|＝ 1のとき， C-map

定理より， μ=gェ(ei9)= B*(0) (0 E (-7r,7r])と表すことができる．すなわち，μ E {JD*を

意味しており， uuC int D*に矛盾する． IV|> 1のときを考えよう． VE良については，定理

Bより除外できる． v= rei0 (0 E (0,7r), r > l)とする．このとき，

ここで，

μ = 91;w(v) = vexp{l一戸｝

= r exp{ i0 + l -r―le―i0} 

= rexp{l -r―1 cos0 + i(0 + r―1 sin 0)} 

0 + sin0 = 0 + r―1 sin 0, 0 E (0,1r) (7) 

をみたす 0を考えよう． r>lであるから， 0E (0, 0)である． ii=eiii,μ=g1;w(ii)とおくと，

μは， intD＊内の点なので，複素平面上の原点とμを結ぶ線分内（端点を除く）にある．すなわ

ち， lμI＜刷を満たす．

lμI = rexp{l -r―1 cos0}, 刷＝ exp{l-cos 0} 

であるから，

rexp{cos0 -r―1cos0} < 1 

が成り立つ．一方， 0を(7)で定義される rの関数と考えて，

h(r) = rexp{cos0 -r―1 cos0} 

とおく．

h'(r) = exp{cos0 -r―1 cos0} + rexp{cos0 -r―1 cos0} (-sin0塁＋r―2 cos0) 

= exp{cos0 -r―1 cos 0} (1 -r sin 0~ + r―1 cos0) 

ここで，（7)の両辺を rで微分すると，

ゆえに，

~ d0 
(1 + cos0)~ = -r―2 sin0 

dr 

h'(r) = exp{cos0 -r―1 cos0} (1 -rsin0(-r-2)1二゚s6+ r―1 cos 0) 

(8) 
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＝ 戸exp{cos0-r―1cos0} (r+ ~ +cos0) > Q 

r=lのときは， 0=0とみなして，（7)をr~ 1の範囲に拡張して考える．このとき， h(l)= 1 

である．したがって， h(r)> 1が成り立つ．これは，（8)に矛盾する． ロ

3 応用例

定理 1の応用例として，次の微分方程式を考える．

｛：闊：：：ぃ）b□＼t）--b;：闊二闊［塁］：悶＿一塁喜i,9 

z'(t)＝入z(t)-{x(t戸十y(t戸＋z(t戸｝，

ここで， b,c, dは
1 

d<b<d+::.,, 
d 

(9) 

(10) 

をみたす正定数とし，入 ERを分岐パラメータと考える．この方程式は，股3 における不変トー

ラスをアトラクタとしてもつシステムとして知られている (cf.Hale & Koc;ak [1]). 

分岐パラメータ入が次の不等式

をみたすとき，（9）式は周期解

1 -Vd2 -bd+ 1 

d 
＜入 <b-d, 

の(t)= (r* cos(ct)，戸 sin(ct),z*)¥ 

をもつ．ここで， z*={1-y'f+4d(入-b+d)}/(2d)and r* = vz* （入— z* ）である．
実際，（9)式において， x= r cos 0, y = r sin 0に変数変換すると，

｛；闊： ！入— b+ z + d(1 -砂)｝r

z'(t)＝入z-(r2 +召）

を得る．これは， rとzの微分方程式として考えることができる．

{r'（t) ＝ {入-b+ z + d(1ーゲ）｝r
z'(t)＝入z-(r2 + zり

(12)式の r-#0なる平衡点は，

{入-b+ z + d(1ーゲ） ＝ 0 
入z-(r2 + zり＝ 0 

(11) 

(12) 

第 1式より， D=1+4d(入-b+d)とおくと， z= (1士vD)/(2d)が得られる．なお， D>O

であることは，条件 (11)の左側の不等式からわかる．第 2式より，

r2 = z（入— z)

であるが，これより O<z<入を満たさなければならない．しかし，条件 (10)と（11)から，

z = (1 + vD)/(2d)のときは満たさないことがわかる．一方， z= z* = (1 -vD)/(2d)のと

きは満たされており，平衡点 (z*,r*)が得られる．
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(12)式の平衡点 (z*,r*）のまわりでのヤコビ行列は，

J = (° (1 -2dz*)r* 
-2r* 入-2z*) 

となることから，固有方程式を求めると

det(sE -J)=託-（入ー 2z*)s+ 2バ1-2dz*)ド＝ 0 (13) 

となる．これより，（12)式の平衡点 (z*，戸）の安定条件，すなわち，（9）式の周期解の(t)の安定

条件が次のように求まる．

1-✓心—bd+1 3-V4d2_4bd+9 
＜入＜

d 
のとき，周期解の(t)は軌道漸近安定である．

2) 
3-V4d2_4bd+9 

＜入 <b-dのとき，周期解の(t)は不安定である．

固有方程式 (13)の解 s1,s2とおくと，これらは (9)式の周期解 ¢(t)の特性指数を表すこと

に注意しよう．そして，（9)式の周期解 ¢(t)の周期は w= 21r/cであることから，特性乗数は，

e2冦 i/c,e27r翌／cで与えられる．

以下では，パラメータを b= 3.0, c = 0.25, d = 0.2と固定すると，このとき，（9)式の周期

解 ¢(t)の安定性は以下で与えられる：

1) 1.68339く入<2のとき，周期解 ¢(t)は軌道漸近安定である．

2) 2 <入＜ 2.8のとき，周期解 ¢(t)は不安定である．

入 j 特性乗数

2.005| 1-1.08土0.742i
2.02 I 1 -2.88士0.613i

三Re 三□〗Re
図2. 入＝ 2.005のときの特性乗数 図3．入＝ 2.02のときの特性乗数

(9)の周期w= 21r/cをもつ周期解 q;(t)を安定化するために， DFC項を加える．

｛が(t)＝ （入— b)x(t) -cy(t) ＋x(t) ［z(t) ＋d{1 -Z(t)2}］ ＋ k[x(t -W) -X(t)l, 

y'(t) = cx(t) +(入 -b)y(t)+ y(t) [z(t) + d{l -z(t)2}] + k[y(t -w) -y(t)], 

z'(t) =〉,z(t)-{x(t)2 + y(t)2 + z(t)2} + k[z(t -w) -z(t)] 

(14) 

定理 1を適用するために， k= 1/wとおく．入＝ 2.005のときの数値計算結果は以下の通り．
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図4．制御前． 図5. 制御後．

入＝ 2.02のときの数値計算結果は以下の通り．

図6. 制御前． 図7. 制御後．
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