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Abstract 

本講究録では時間に依存しない係数を持つ一階のDelayDifferential Equation（本稿ではDDEあ

るいはLP-contextで捉えたとき DDEpと略す．）の解のwell-posednessを示すとともに解の構成を

operator splittingという手法を用いて近似解を数値的に求めることを目的とする．

ヨーロッパでは， 1980年代から，特にオランダ，ドイツ，ハンガリーで， populationdynamicsの分

野を中心に， delaydifferential equationのsemigrouptheoryが盛んに研究されてきたまた，無限次元

の制御理論の観点からも研究されてきた．注目すべきアプローチの 1つは，オランダのCentrumvoor 

Wiskunde en Informaticaに所属する Ph.Clement,O.Diekmann, M.Gyllenberg, H.J.A.M.Heijmans, 

H.R.Thiemeなどの研究者が追求した dualsemigroupである．この研究は境界条件を求めようとす

る解空間の seconddual space (sun starと呼ばれる関数空間である）に定義し，この空間の中で弱

解を構成し，それが実はもとの空間の強連続解であることを示すという手法である．制御理論でも

似たような観点から seconddual space上でsemigroupを構成する手法が研究されてきた．

DDEにおけるもう一つの方向性が， Klaus-JochenEngel, Rainer Nagel,およびその共同研究者

による semigrouptheoryである．この研究は彼らのグループにより引き継がれ， well-posednessの

研究とともに数値計算手法の研究としてoperatorsplitting methodのdelaysemigroupに対する研究

がもたらされた．

数値積分によってDDEの数値解を求める方法として， Runge-Kutta法やEuler法が広く適用さ

れているが，ハンガリーグループはoperatorsplitting methodによる構成方法をとった．これはオ

ペレーターの perturbationにより Co-semigroupを構成する理論をそのまま数値計算するもので理

論から自然の流れで導出される．

operator splitting methodは偏微分方程式の研究においては非常に有用であり，例えばporous

medium方程式， Burgers方程式， KdV方程式などにおいてexactsolutionを求めることが困難な場

合においてもその roughsolutionを求める場合， operatorsplittingが非常に有効であることが示さ

れている [19,20]．しかし， DDEに対して operatorsplitting methodを適用した文献は少なく，ハ

ンガリーグループおよびその周辺の研究者によるものが大勢を占めている．そこで本講究録では

過去20年にわたって彼らハンガリーグループを中心に培われてきた autonomousdelay differential 

equationに対する operatorsplitting methodをサーベイし，若干の考察を提供する．
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1 イントロダクション

本稿ではDelayDifferential Equation（省略してDDEあるいはDDEsと表記する）を LP-contextで考え

る．すなわちxをバナッハ空間， fをLPクラスの関数とし，次のAbstractDelay Differential Equation 
をLP空間上の初期値問題として考える．この LP空間上の初期値問題をあたえる次の方程式を以降

DDEpと呼ぶ

゜

,

＜

-゚

s
 

VI 

>-t
 
r

T

 

r
 
fo 

fo ，
 

t
 
u

e

 

e

a

 

い

x,
孔

爪

E
f
C＝
 

-

X

 

＝
＝
 

0

0

2

 

“
‘
瓜
‘
u
o

9

4

、

(DDEp) 

本稿第 2節では (DDEp)を考察する． T:<::; 0, T :<::;げ:<::;0とし， Ut(IT):= u(t十び）とする． hE 

w1,P([r,0],X)に対してのは <l>h:= h(s) for T :<::; s :<::; 0という関数 hの強有界変動関数nに対する

Stieltjes積分<l>(h):= fr° dri（び）h（び）を表し，このoperator<I>をDelayoperatorと呼ぶ具体例として第
3節においてdistributeddelayの他にpointdelaysを扱う．この場合は<I>はhにdelaypoinいを代入する

という意味で用いる． 2節では (DDEp)に対する well-posednessについて，（DDEp)を同値な Abstract

Cauchy Problemに阻き換えて議論する．

第3節においてはperturbationtheoremを考える．（DDEp)は一見簡単そうであるが， LP-contextで

考える場合<l>h:= h(r)という代入関数を考えるとき D(<I>）はLP(［T,0l,X)より狭いW1・P([r,0],X)に

取らざるを得ない1.正確にいえばD(<I>)をLP(［T,0]，X)にするとのはLP(［T,0]，X)非有界作用素とな

り，有界作用素のperturbation理論が使えなくなる．このような場合使える perturbation理論としてニ

種類ある．一つはDesch-Schappacherのperturbation理論[10]，もう一つがMiyaderaのperturbation理論

である．本稿ではMiyaderaperturbation理論[24,25, 31]の適用を考える． delayoperator <I>がMiyadera

(Miyadera-Voigt) perturbation theoremの適用条件を満足することが示される．

本稿後半ではoperatorsplittingの理論展開を行う．第4節では， operatorsplitting methodを定義し，

その解がTrotterproductで表現できることを示す． operatorsplitting methodは数値解析としてはfinite

difference methodの一分野であり，その偏微分方程式に対する有用性は [20]に詳述されている．しか

しDDEに適用した例は少ない． operatorsplitting methodとは微分方程式告＝ （A+B)uを2つの微分

方程式，告＝ Aいと喘＝ Bu丑こ分解し，交互に微小区間において微分方程式を解き，お互いの初期

値を交換しながら全時間について逐次解いていく [2,3, 4, 5, 8, 9, 12, 13, 19]手法であり， perturbation

を含む微分方程式への適用は自然の発想である．この理論の裏付けはLee-Trotter-Kato[21,30]の理論

に従うものである．この分野に対する文献としてハンガリーグループの論文および [19]がある．

第5節ではoperatorsplittingをDDEに適用したときの具体的なdelaysemigroupを決定し， splitting

schemeの詳細を記述する．第6節ではsplittingschemeを[9,19]に従い数値解析を行う．また splitting

solutionのexactsolutionに対する誤差評価も行う．第7節および第8節で展望およびまとめを行う．

本稿は基本的に [l,3, 6, 7, 9, 11, 13, 18, 26, 27]等，ハンガリーグループのアプローチに従って記述

したが部分的に他の論文も引用する．証明は基本的に引用論文およびその中のreferenceに詳細が書か

1この関数空間は絶対連続関数の空間と同一視できるため T という特定の定数の代入が許される．またのを別の形で書

き表すならばDiracDelta measureを用いて <l>h＝ふhとも書くことができる．
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れているので省略する．

2 Abstract Cauchy ProblemとAbstractDelay Differential Equation 

2.1 Abstract Cauchy Problem 

Definition 2.1 (Abstract Cauchy Problem). [6, Definition 1.17 J Xをバナッハ空間とし， A:D(A) c X→ X 

を線形作用素とする．

l嘉u(t)＝ Au(t) 
u(O) = x 

for t ~ 0, 
(ACP) 

uがD(A)上の連続微分可能な関数で (ACP)を満たすとき u:R+→Xを(ACP)のclassicalsolutionと

いう．ここで良は0以上の実数を意味する．

Definition 2.2 (well-posedness). [6, Defl.21] (ACP)において A:D(A) c X→ Xがwell-posedである

とはD(A)c XがXにおいてdenseであり， D(A)におけるすべてのxに対して，（ACP)の一意的な

classical solution ux(t)が存在し，さらに limn→ooXn= 0を満たすすべての (xn)n:,.OC D(A)に対して，
コンパクト区間 [O,T]のすべての tに対して一様に limn→ooUxn (t) = 0が成り立つときをいう．

Theorem 2.3 (Abstract Cauchy Problemがwell-posedであるための必要十分条件）．［6,Theorem 1.22]怜］

作用素A:D(A) c X→ Xに対しAbstractCauchy Problemがwell-posedであるための必要十分条件は

(A,D(A))がX上に C。-semigroupを生成することである．

2.2 Delay Semigroup 

Definition 2.4 (history function). [6] Xをバナッハ空間とする． T:,;0とし，関数u:[r,oo)→ Xを考

える． すべての t;:,,:0に対し，関数

Ut:[r,O]うび曰 u(t十び） EX

を t~O に関する historysegmentという．また

加： t ←Ut on JR.+ 

で定まる関数を uのhistoryfunctionという．

Hypothesis 2.5.本稿の以下において次の仮定をおく．

(HO)簡単のため T= -1とする．

(HJ) Xはバナッハ空間．

(1) 

(2) 

(H2) A。:D(Ao)c X→XはXにおいて denseに定義された閉作用素でXに連続に埋め込まれてい
d 

る： D(Ao)Y X. 
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(H3) 1 ~ p < oo, f E LP([-1,0],X). 

(H4)<I> : W1•P([-l,0],X) • Xはdelayoperatorとする．

(H5) state space約を妬：＝XxLP([-1,0],X)で定義する．

(H6)（汎，D国））は約上の線形作用素であり，

汎：＝じ° 1) 
そのdomainはD(.'.ll):= {(x,f)T E D(Ao) x W1-P([-1,0],X): f(O) =x}. 

これらの仮定のもとで次の初期値問題をAbstractDelay Differential Equation (DDEp)という．

Definition 2.6 (Abstract Delay Differential Equation (DDEp)). 

冒二9A。u(t)＋Out,fortこ0,
u（び） ＝J(cr), a.e., forげ :s;0. 

(DDEp) 

(DDEp)のclassicalsolutionは次のように定義される．

Definition 2.7 (classical solution to (DDEp)). u : [-1, oo)→ Xが(DDEp)のclassicalsolutionであると

は次の3条件を満たすときをいう．

(1) u(t) E C([-1,oo),X) nc1([0,oo),X). 

(2)すべてのt~ 0に対し u(t)E D(Ao), Ut E W1・P([-1,0],X). 

(3)すべてのt~ 0に対し u(t)は(DDEp)を満たす．

Theorem 2.8 (mapping from (DDEp) to (ACPp), and vice versa). [6, Corollary 3.5 J u : [ -1, oo)→ Xを

(DDEp)のclassicalsolutionとする．このとき記から 8pへの関数

U:t日に:))E妬 (3) 

は連続微分可能であり，その微分は

d 
-U(t)＝:1{11(t), t ~ 0 
dt 
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で与えられる．ここで

A。o
只：＝（。土，

D（汎）＝ ｛（x，f):びE)xxw1,p(［-l,0l,X)：f(O) ＝x}． 

(4) 

(5) 

したがってすべての (DDEp)のclassicalsolutionは以下で定義される AbstractCauchy Problem (ACPp) 

のclassicalsolutionである．

｛羞:(:)＝却(t)， tこ0

11(0) = (x, ff E的
(ACPp) 

この定理2.8により，（DDEp)のclassicalsolutionはすべて (ACPp)のclassicalsolutionであること

がわかる．逆に，（ACPp)のclassicalsolutionは1.l(t)はすべて (DDEp)のclassicalsolutionであること

がわかる．（ACPp)のすべての classicalsolution 1.1 (t)に対して

t - u(t)：＝｛仇濯）（t),
f(t), 

if t ;?: 0, 

if t E [-1,0). 
(6) 

を対応させることにより u(t)は(DDEp)のclassicalsolutionとなることがわかる．ここで冗1は8 か

らXへの正射影作用素を表す．厄：妬→ LP([-1,0],X)を（冗2011)(t)= uぃ （t ~ 0)と定義するこ
とにより 8pのXとび（［ー1,O],X)への直和分解を得る．

Lemma2.9(（汎，D(.'.ll))は約においてcloseddense). [6, Lemma 3.6] Hypotheses(Hl)-(H6)の条件のも

とでは，作用素（.'.ll,D（.'.ll))は約において closedでdenseである．

この Lemmaから次の定理を得る．

Theorem 2.10 (well-posedness). [6, Corollary 3.7]（.'.ll,D（汎））による凸上の (DDEp)がwell-posedで

あることは（.'.ll,D（只））が均上の Co-semigroup(T(t))t;,,Oのgeneratorであることと必要十分である．

Lemma 2.9とTheorem2.10から (DDEp)と(ACPp)が一対一対応することがわかり (DDEp)の

well-posednessが(ACPp)のwell-posednessから示される．また (ACPp)のwell-posednessは(ACPp)が

Co-semigroupを生成することと同値であり，したがって (DDEp)がwell-posedであることは対応する

(ACPp)がCo-semigroupを生成することと同値であることが示された． Batkai,Andras and Piazzera, 

Susanna[6], Petra Csom6sa and Gregor Nickel [9], Petra Csom6sa and Gregor Nickel[9], Lahcen Maniar and 

Ji.irgen Voigt[24], Morten Bj叩rhus[8],Klaus-Jochen Engel and Rainer Nagel[l 1]等を参照さらなる参照

にはBatkai,Andras and Piazzera, Susanna[6]の中でのレファレンスを参照．
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3 Perturbation of Semigroups 

3.1 （.'.11:,D（只））が8p上の Co-semigroupのgeneratorになるための十分条件

Abstract Delay Differential Equation (DDEp)汎＝.9lo+ 13を次のように分解する．

叫＝［゚i), B = (]:） • 
Problem 3.1.ここで次のような疑問が発生する．汎o:D（.Jlo) C妬→均はC。-semigroup（To(t))i:,.o

のgeneratorとし， Bを13:D(13) <;;;妬→約という作用素とする．このとき（只＝.Jlo+ 13,D（.Jl) = 

D（丸o)n D(13)）が8p上の C。-semigroup(1.l(t))i:,.oのgeneratorになるのか，またそのための十分条

件としてどのようなものが考えられるかという疑問が生じる．

Remark3.2.仮にD(13)= D（約）とする．すなわちBE £（約）ならば有界作用素としてのperturbation

theoremを用いることができる．

しかし， D(13)=XX W1・P([-l,0],X) <;:;XX LP([-1,0],X)＝拓の場合， Bは均上で非有界となる

ため，有界作用素としてのperturbationtheoremを用いることはできない．

3.2 非有界線形作用素のperturbation理論

有界線形作用素のperturbation理論は

Theorem 3.3 (Regular Bounded Perturbation[29]).（.Jlo, D（.Jlo))を約上の次の不等式を満たす Co-

semigroup（To(t））tceOのgeneratorとする．（wER, M ~ 1) 

闘 (t)II:s; Mewt for all t ~ 0 

BE£（妬）であるならば

汎：＝.Jlo+ :B with D（汎）：＝D（.Jlo)

はCo-semigroup(T(t))i2coを生成し，次の不等式を満たす．

IIT(t)II :s; Mew+Mll!Bllt for all t ~ 0. 

という定理が示す通りであるが，本稿のようにBが8p上の非有界線形作用素の場合にはこの定

理は適用できない．そこで非有界線形作用素Bに対してperturbationを行うためには二種類の方法が

ある．一つはD(:B)は約としたままで， Bが有界線形作用素となるような8pより大きな空間8-1,p

という空間を定義し， :BE L(8p, 8-1,p)とし， .Jloを外。と拡張し D（外。） ＝妬として仰上で外。

にBをperturbするという方法であり，もう一つは.JloはそのままにしておいてBの定義域を制限し

D(:B)上でBが有界線形作用素になるようにしてから只。にBをperturbするという方法である。前

者の方法による perturbationを一般的に Desch-Schappacherperturbation [10]と呼び、後者の方法によ

るperturbationをMiyadera,Miyadera-Voigt perturbation [25, 31]と呼ぶこのような方法を一般的に
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extrapolationと言い，互いにdualな関係にあることが知られている [11,Chapter II Section V]2.一般

的にDesch-Schappacherはベースとなる空間Xを拡張する必要があるので難しい局面があり，本稿で

はベースとなる空間Xを制限する Miyaderaperturbationを採用した．

3.3 Miyadera-Voigt Perturbation Theorem 

Miyadera perturbation theoremの仮定を満たしているか否か調べてみる．仮定を満たしていればMiyadera,

Miyadera-Voigt[25, 31]が使える 3. この定理の前に準備が必要である．

Preparation 3.4. A。を Co-semigroup(V(t)boのgeneratorとする． Vt:X→ LP([-1,0],X)）を

V(t + rT)x if -tくび:,;0, 

(Vg)（r) ：= ｛。 if-1三r三ー1.
(7) 

で定義された作用素とする．また，（To(t))t;,:OはLP([-1,0],X)上に定義されたnilpotentleft shift semi-

groupとし，

To(t)f := f(・ + t). (8) 

とする．このとき 5Ioは凸上の Co-semigroup'To(t)を生成し，

加＝（悶t)乙）
となる [9,Theorem 3.25]. 

Definition 3.5（汎0-boundedoperator[25, 31]）．丸o:D（汎o）→均そして13:D(13)→幻は線形作用素

とする． B が汎o-bounded とは， a~ 0, f3 ~ 0が存在し，

B [）三〇只。(;)II+/3（；) 
をすべての (x,f)TED（.1lo) n D(:B)に対して成立する．

2[28]は(A。,D(Ao)）を（A信D(A屈＊））という作用素に拡張し，境界条件を Bを用いて発展方程式組み込む． BはX上の
非有界線形作用素であるが、 Xから x0＊への有界線形作用素L(x,x0*）となる．このようにしてから A閤＊と BとのDesch-

Schappacherタイプのperturbationを行った後、 A閤＋BのXへの制限をとる．ことにより X上のA。のperturbationA。+Bが
可能となる． X゚ ＊はXのseconddualの部分空間であり sunstarと呼ばれる空間である．彼らのアイディアは偏微分方程式の

境界条件をAbstractCauchy Problemの中に取り入れることにあったが境界条件を作用素 Bを使ってAbstractCauchy Problem 

の中にそのまま取り入れようとすると Bは非有界作用素となり boundedperturbationができない．そこで作用素A。を拡張し
x0＊上でBをperturbし、 variationof constants formulaを用いて Xに戻すという手法を取った．［28]はDesch-Schappacher

のperturbation理論を具体的な空間を用いて実装した良い例である．このような考え方は今ではcontroltheoryで頻繁に使

われ、 Desch-SchappacherタイプかMiyaderaタイプかのperturbationを行っている [14,15, 16, 17, 18, 32, 33, 34, 35, 36] etc.. 
3Miyadera-Voigtとは，共著の論文があるわけではないが， Voigtが[31]により Miyaderaの定理の適用条件を緩め使いや

すくした．導かれる perturbationtheoremに逮いはないため， Miyadera-Voigtと一般的にいわれている．
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Theorem 3.6 (Miyadera-Voigt Perturbation Theorem[25, 31 ]). 13を.'.llo-boundedとし，（.'.llo,D（.'.llo))をバ

ナッハ空間幻上の C。-semigroup（冗（t))t,>:Oとし， 13E.[.,((D（.'.llo), II ・||310)，妬）とする． Bを，ある
to,〇：：：： q < lが存在し

［゚麟(s)(;)lids~ qll(;) 
CM-condition) 

がすべての (x,fげに対して成り立つとする．このとき（.1lo+ 13, D（.1lo))は 8p上で Co-semigroup

(T(t))t砂を生成する．そしてすべての (x,f)TE Dpに対して， Variationof Constants Formula : 

T(t) （；) ＝冗(t)[）+［To(t-s)釘 (s)(;) ds 

を満たす．

この定理の仮定をdelaysemigroupに対して言い換えると，

Theorem 3.7 (Miyadera-Voigt Perturbation Theorem for delay semigroups[6]). (A。,D(Ao))をX上の C。―

semigroup (V(t)）⑳のgeneratorとする．また， <l>:W1・P([-1,0],X)→X(l:s;p<oo)をdelayoperator 

とする． to>0, 0 < q < lが存在し

lto ll<I>(Vsx + To(t)f)llds :s; q (;) (M-V) 

がすべての (x,f)TED（3l)に対して成り立つとする． このとき只：＝3lo+:Bは8p上にC。-semigroup
を生成する．

この定理の同値性は簡単に示すことができる．（M-condition)が(M-V)と同値になることを示せば

良い．

1toll:BTo(s)(;)llds= 1to(>t)（V;ss) T。~s))(;)llds
＝ ［゚II<I>(Ssx+ To(s)f)llds 
゜であることからわかる．

3.4 Delay operator c[> 

(9) 

(10) 

Assumption 3.8.具体例としてdelayoperatorのをpointdelaysとdistributeddelayの場合で考える [19].

1. : Point delays 

f E W1•P([-1,0],R) とすると Wl,P([-1,0],R) dens己゚nt1.C([-1,0],R)であるから llflloo= 
supxER IJ(x)I ~ llflli,p• このことから <ll(J) = J(-1)は意味を持つ，このようにしての(J)= 

認1Bd(h;),(h; E [-1,0], B; E L(X)）は意味を持つ．
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2. : Distributed delays 

TJ : [-1,0]→ £.,(X)を [-1,0]上の有界変動関数とする．また <I>:W1,P([-1,0],R)→ Xを

<I>(f) := f_ol dTJ（び）f(<r)のように定義する．

Remark 3.9. point delaysはTJ:= IいB;X[h;,O]と定義することにより'<I>(f)= f_ol dTJ（び）f（び）として
書くことができる．このことから本質的にはpointdelaysはdistributeddelayのケースに帰着される．

このとき

Proposition 3.10.すべての(x,f)TED（.1lo)nD(:B)に対してBは.1loboundedである．すなわちQ:'>0, 

/3＞0が存在し

叫）＝ ll<I>(f)11 ~ a 113'{。(;)II+/3じ） (11) 

が成り立つ．

Proof簡単に概略を示す． 1|cI>(f)llx= 1/(-1)1の場合， Kを正の数として

Bじ） ＝ （悶 :) (;)II= （の心;))II = llcI>(f) llx = If (-1) I :S: K(llxllx + II/ II 1,p) (12) 

は明らか．すなわち a=O,/3＝KとしてBは.Jloboundedであることがわかる．

の(f)＝[-0ldn(T)f(T)の場合

llcI>(f)llx = 111゚dn(T)f(T) （13) 

:S: ll/llc([-1,oJ,x) 1 d゚l11I= II/ llcc[-1,oJ,x) ll11llrBv[-1,01 :s: K'11/lli,P (14) 

:s; K(llxllx + 11/lli.p) (15) 

が成り立つ．こちらも a=O,/3＝Kとしてなりたつことがわかる． ロ

これでBは.Jlo-boundedであることがわかった．あとは (M-V)条件がみたされることを示せば

良い．この証明は [6,24]を参照のこと．結果としてTheorem3.7が成り立ち，まとめると次の定理を

得る．

Theorem 3.11. [9, Theorem 3.29] cl>はAssumption3.8の仮定を満たすものとする．このときMiyadera-

Voigt perturbation theoremが成り立つ．そしてこのとき（汎o+ 13,D（汎o))は凸上で Co-semigroup 

(T(t)）t>oを生成し，すべての (x,f)T E均に対し次の Variationof Constants Formulaを満たす．

'T(t) (;)＝冗(t)[）+［To(t-s)厨 (s)(;) ds 
噂 t)(;)+1t'T(t-s)麟 (s)(;) ds 
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4 Operator splitting 

偏微分方程式において広く応用されてきた Operatorsplittingの手法を DDEに適用するという試みが

ハンガリーグループ中心に進められてきた [2,3, 9]. 

4.1 有限差分法と収束

Definition 4.1 (classical solution). [9] Xをバナッハ空間とし， G:D(G) c X→ XをX上のdenseな

空間で定義された線形閉作用素とする． AbstractCauchy Problem 

｛芋＝Gu(t)， tこ0, （16) 

u(O) = x EX. 

を考える．関数u：記→ Xが方程式(16)のclassicalsolutionであるとは次の条件を満たすときをいう．

1. u EC!（町，X)

2. u(t) E D(G)は

を満たす．

3. u(O) = x 

u(t + h) -u(t) 
limll~ -Gu(t)II = o, 
h↓o 11 h 

(17) 

Definition 4.2 (Convergence). [9]有限差分法がtE [O, to]において convergentであるとは任意の Iと任

意のxEXに対し，

lim_ IIF(h;rx -u(t)II = 0. 
hi→O 

(18) 

が満たされることをいう．ここで (m;)iENは正数列であり (h;)iENはmihi= tを涸たしながら 0に収束
する数列とする．

Remark 4.3. Definition.4.2では任意に止めた時刻tに対する収束性であるが，実は compactintervals 

における一様収束性をもっていることが知られている [5][23, 34.3]. 

Definition 4.4 (Consistency). [9]有限差分法がconsistentであるとはすべてのxE D(G)とそれに対応

する AbstractCauchy Problem (16)の解uについて次が成り立つことを言う：

F(h)u(t) -u(t + h) 
lim 11 ~II = 0. 
h→oll h 

Definition 4.5 (Stability). [9]有限差分法がstableであるとは

{F(h沖： hE (0,to],mh:,; to,m EN} 

が一様有界，すなわち M>Oに対して

IIF(h)叫I:,;M, for mh:,; to, h E (O,to]. 
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が成り立つことを言う．

Theorem 4.6 (Lax Equivalence Theorem). Abstract Cauchy Problem (16)がwell-posedとする．このとき

有限差分スキームがconvergentであることはstableであることと同値である．［23,34.3 Theorem 8]. 

4.2 Splitting procedures 

Assumption 4.7. X:をバナッハ空間とし， A, Bをcloseddenseなlinearoperatorとし，それぞれ

Co-semigroups T = (T(t)）⑳， S = (S(t)）戸oの生成作用素とする．さらに A+BのclosureA+ Bは
D(A) n D(B) c D(A + B)の関係を満たし Co-semigroupU = (U(t))t;,Oの生成するとする．

｛T : :AE +x")u(t), 
u(t) = x EX 

t ~ 0, 
(ACPO) 

Abstract Cauchy Problem (ACPO)のsequentialsplitting procedureは次のように定義される． Tはsplitting

time stepとよばれる．
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(20) 

ここでkENとし， u(O)= xとする． u印(h)= T(r)u'q((k -l)r)であり uik)（KT)＝ S(T)u{k)(KT) ＝ 
S(r)T(r)u'q((k -l)r)である．このとき sequentialsplitting solution u'q (kr)は

u8q(kr) = [S(r)T(r)]kx for k EN, x EX. (21) 

と書かれる． tを固定し， T:= t/nと定義すると，解は次のように書くことができる．すべてのnEN, 

t;?: o, XE  Xに対し，
心(t):= [s（りT（り］nx

n 1 1 n 

となる．したがって sequentialsplittingはfinitedifference methodであり， hE (0,ho]に対し

(22) 

F8q(h) = S(h)T(h) (23) 

となる．
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Definition 4.8 (splitting convergence). [9 J split solution usq (kT)がconvergentであるとは，すべてのXEX

に対し如→ tを満たしながら K→ oo, T→ 0としたとき

lim u8q(kT) = u(t) 
KT→t 

(24) 

compact区間J:::tに関して一様収束することである．

sequential splittingの収束はChernoffの定理による．

Theorem 4.9 (Chernoff). [9, Theorem 2.2] F：酎→ L(X)（ここでL(X)はX上の有界線形作用素であ

る．）はM ~ l, w E良に対して

を満たす．さらに'

F(O) = I 
t¥ln 
[F(-）］ :=;Mew1, fort;?:0, nEN 
n 

F(t)x -x 
Gx := lim 

t↓0 t 

(25) 

(26) 

(27) 

はすべての xED  C Xについて成り立つとする．ここで D と(Ao-G)Dは，ある心＞ Q に対し

てXでdenseとする．このとき，（G,D(G))のclosure万はCo-semigroup(U(t))tc>:Oを生成する．その

Co-semigroupは

U(t)x = lim F ；；）］ X n•~ [F ( 
と書くことができ，すべてのxEXに対しtE [O, to]に対し一様に収束する．さらに (U(t)）戸oは

IIU(t)II ~ Me竺 forall t ~ 0. 

を満たす．

Remark 4.10. Strang splitting, weighted splittingなど他のsplittingもあるが本稿では割愛する．

Lemma 4.11. [9, Lem叩 2.3]正の数Mが存在し，すべての t~ 0, n ENに対して

ll[S(t/n)T(t/n)]nll ~ Mewt 

が成り立つ．このとき次が成り立つ．

(i)切 ERが存在し

II [S(t/n)T(t/n)]n-l 11 ~ Me叫 t

がすべての t~ 0, n ENに対して成り立つ．

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 
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(ii)正数M2:?:1, 匹 ERが存在し

II [T(t/n)S(t/nWII :;; M匹匹t (32) 

がすべての t~ 0, n ENに対して成り立つ．

Theorem 4.12 (Trotter Product Formula). [9, Theorem 2.4 ],[29, Theorem 4.4] (T(t)）戸oと(S(t)）t2'0をバ

ナッハ空間x上のC。-semigroupsとし，そのgeneratorをそれぞれ(A,D(A)), (B, D(B)）とし， stability
条件 (30)を満たすものとする． D := D(A) n D(B)上で A+Bを考え，ある Ao>wに対して D と
凶ー(A+B))DはXでdenseとする．このとき G:=A+万はC。-semigroup(U(t))i;,coを生成し， Trotter
product formula: 

U(t)x＝皿［平）叫）］nx, (x EX). n,,n 

と書くことができる．このとき収束はtに関して一様である．

5 Operator splittingのDDEへの応用

5.1 DDEから AbstractCauchy Problemへ

(33) 

Operator splittingの手法は計算しやすいように作用素を分解し数値計算で近似するのであるが，本稿で

は[2,9]において用いられている手法を取り上げる．作用素の行列を分解しその作用素行列をgenerator

とする semigroup行列を Taylor級数で作り， Variationof Constants Formulaを用いて逐次近似していく

考え方である．もう一つの手法は [3,19]において用いられている手法であり，これは作用素行列から

resolventを計算しそのまま Trotter積を利用し数値計算するもので， semigroupの計算を避けて直接数

値計算できるため使いやすい．したがって非線形偏微分方程式に幅広く適用できる．紙数の関係上本

稿では割愛する．

｛ごニ―u(t)＋<I>ut, for t > O, 
uo = f E LP([-1,0],X). 

<I>は前に定義したように 2つのケースで考える．

(CASE 1): point delay operator<I>h=h(-1) 
-€ 

(CASE 2): distributed delay<I>切＝［ h（び）Utdび
-1 

h E L""([-1,0]，良）とする．

ここで€ ＞〇は十分小さい正数とし，

(34) 
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(DDEl) 

(DDE2) 

羞(Uu(:))＝じ°り(u(t)， tこ0,
じ゚び［）＝（1二）／び Ut) t三0,

Assumption 5.1. • (A。,D(Ao))はX上に C。-semigroup(V(t))t;c:Oを生成し，一般性を失うことな
く(V(t))t;c:Oはcontractionsemigroupであるとする．： i.e.,IIV(t) II :=; 1. 

(35) 

• delay operator <I> : W1・P ([-1, O], X)→ Xは有界とする．（LP([-1,0],X)全体で有界であるわけで

はないがMiyadera,Miyadera-Voigtのperturbationtheoremが適用できる．）

A。o
叶。 土)を.'.7l＝汎o+!Bと分解する．ここで，

叫＝『。oi) B= (心:)
とする．また， .'.tloとBはそれぞれC。-semigroups（'To(t))t<COと(S(t))t<COを生成すると仮定する．
（冗(t))t<CO, (S(t))t拉は

加＝ （塁t)T。~t)), S(t)＝et!B = (~ t~) 

で与えられる．ここで l,Iは，それぞれび([-1,0],X),X上のidentityoperatorを表すものとする．
ここでTo(t)はlefttranslation sernigroupであり，

(To(1)f)（び） ：＝｛f（1十び）

゜とする．また Vtは

(Vtx)（び）：＝ ｛。V9(t十び）x，

if CT E [-1,-t], 

ifび E[-t,0),

ifび E[-t,0),

ifび E[-1,-t]. 



48

とする．初期値(x,f)T E約をもつdelayequationのsequentialsplit solutionは

1.l~q (t) = [S(t/n)T(t/nW(x, ff 

のように書くことができる [6,Proposition 3.32]. 

5.2 Abstract Cauchy Problemのsplitsolution 

[9, p.2240] sequential splitting(5.1)を適用すると， AbstractCauchy Problem(ACP)のsplittingsolutionは，

time step kr, k =I,...,K（ある kEN)において以下のように求まる：

炉 (kT)= M（が（x，f)T
ここでsplittingtime step Tは1/TENとなるようにとる．

M(T) ：＝S(T)T(T) ＝ （V(T)＋T<I>VT T<I>To(T)) 
VT To(r) 

初期値(x,ffE妬に対し，最初のtimestepにおける splitsolutionは

炉 (T)＝(V(T)x+T<I>(VTX+To(T)f))• 
VTx +To(r)f 

のように書くことができる． k-thtime step繰り返した後の splitsolutionは

炉 (KT)=（Xk) ＝ （V(T)xk-1 +T<I>fk) 
fk 凡Xk-1+ To(r)fk-1 

fork=l,...,K, ここでxo:=x, Jo:= J. この繰り返しにより双 andfKは

fk = VTxk-1 +To(r)fk-1 = V岱 k-1+To(r)(V岱 k-2+ To(r)A-2) 

k-2 

= VTxk-1 +To(r)げ＋こTo（が（To(T)VTXk-2-n)-
n=O 

のように書ける．び E[a,0]に対し：

(To(T)nf)（(T） ＝ {;（nT+(T） iefls: E [a,-nT] 

(To(t)VSX)（r) ＝ {。V(t+s+(T） ：fls: E [-（t+s)，-t) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 
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IfKT < lのとき

To（が（To(T)VTXK-2-n)（び） ＝ ｛；To(T)VTXK-2-n)（nT十び）， ：fls: E l-l,-nT] （44) 

= ｛V(2T+nT十げ）xK-2-n, if r E l-l,-nT]，nT十げ El-2T,-T) 
o else (45) 

= ｛V(2T+nT十び）xK-2-n, if r E [-（n+2)T-（n+ 1)T) 
0, else(46)  

したがってXkは

双＝V(r)xk-1+ T<l>（V(r十び）Xk-1+ f(kT十び） ＋i2 V((n+2)r十び）Xk-2-n)
となる．

• (47)右辺の第1項ぴは [-r,O]に属する．

• (47)右辺第2項ぴは [-l,max(-1,-kr)]に属する．

• (47)右辺第3項rは[max(-(n+ 2)r, -1), max(-(n + l)r, -1)）に属する．

• K* :={>
6 数値解析

if k ~ 1/r, 

if k > 1/r, 

6.1 Exact Solutionの数値解

fork= l,..., K. 

(47) 

DDEがexactsolutionを持つ場合であってもそれをexplicitに表現することはできないが， exactsolution 

を数値的近似として求めることは可能である． exactsolutionはVariationof Constants Formulaを満た

すmildsolutionであるから， Variationof Constants Formulaを使って近似計算することになる．

6.1.1 手順

(CASE 1): Point Delay System 

time stepをT= 0.01にとると 100stepsごとに関数が変わる． A。が生成する semigroupを(V(t))r;:,:oと

する．このとき tE[r,r+l], r=0,1,...,Nに対し

t 

u<r+ll(t) = V(t -r)u(rl(r) + 1'V(t-s)uCr¥s -l)ds 
r 

u(O) (t) = f (t -l) 

(48) 

(49) 
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1 
積分を和分に置き換え 1~ k ~ーに対し

T 

k 

u<r+l)(tk) = V(tk -r)u叫r)＋Lv(tkーリu<r)(tJ―1)T, for j = I, 2, ・ ・ ・, k, (50) 
j=1 

u(O)（り） ＝f(t1 -1), for j = 1,2,..., 1/r. (51) 

計算回数は [r,r + 1]において
1 (1 + 1/r)(l/r) 

1+2+... +-= 
T 2 

(52) 

steps必要である．したがってu(t)for O :,; t :,; rを求めるにはおよそ

l l 
(1 +.:.).:. 
T T 1 
X -Xr 

2 T 
(53) 

stepsの計算が必要となる．

(CASE 2): Distributed Delay System 

€ > 0を十分小さくとる． rを整数として区間を [rE,(r+l)E], r=l,..．午のようにとる．

u(r+I¥t) = V(t -r)u(r)(n) + [~ V(t -s) 1―"μ(s)u(r)(s十び）如ds. (54) 
rE J-1 

6.2 Splitting Solutionの数値計算

6.2.1 Splitting Solution手順と結果

(Case 1): Point Delay System 

splitting time stepをT= 0.01にした場合はFigurelの通りである．注意すべき点は実際に計算に使わ

れる V(•) ， f（・）はほとんどなく非常に sparse であることが以下からわかる．

• (47)右辺の第1項の括弧の中は<I>V(T十び） ＝V(r-1)であるから T-l<0 の場合は V(•) はすべ

てゼロである．

• (47)右辺の第2項は<I>f(kT十び） ＝f(kT-1)であり， KT< lの場合に限り値をもつ．その他の

ときはゼロである． T= 0.01と与えれば〇 :c:;k :c:; 100まではゼロでない値を持つかもしれないが

k ~ 101のときはゼロである．

• (47)右辺の第3項はV((n+ 2)r -1)は(n+ 2)r ~ 1に対してのみゼロでない数値を取る可能性

がある．しかし T= 0.01と与えればV(2r-1) = V(3r -1) = ・ ・ ・ = V((¼ -l)r) = 0である．つ

まり V(O)だけがゼロでない数値が入る可能性があるだけである．
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Splitting Methodによる計算結果はtimestep T = 0.01のとき Figure1のようになる．また timestep 
T = 0.1のとき Figure2のようになる．この結果は[9]の結果と一致する．
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Figure 1: DDE Split Solution r = 0.01 
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Figure 2: DDE Split Solution r = 0.1 

(Case 2): Distibuted Delay System 

T = 0.01のときの計算結果はFigure3の通りである．計算は k= 100 = 1/rの前後で変わるがこれは

(CASE 1)の場合と同様である．この結果は [9]の結果と一致する．
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Figure 3: Case2 DDE Split Solution r = 0.01 

6.3 相対誤差

Splitting schemeのexactsolutionに対する相対誤差を次のように定義する．

Error(k) := 
llusp1(k) -Uext(k)II 

lluext(k)II 
(55) 

(CASE 1)について， Figure4はT= 0.01のときのexactsolutionとの相対誤差(55)は0.0012.T = 0.1 

にとると精度は落ち Figure5のようになる．
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Figure 4: Relative Error DDE Split r = 0.01 Figure 5: Relative Error DDE Split T = 0.1 

7 今後の課題

7.1 Population dynamics modelへのOperatorsplittingの応用

autonomousなDDEを考えると必然的に偏微分方程式への適用が考えられる．［19]は以下のpopulation

dynamics modelを例として挙げている．

8 
~u(t,x) ＝▽・ (DVu(t,x))+ g(u(t -I,x)) (56) at 

このモデル右辺の第1項は生息地全体における集団の分散を意味し，第2項は出生に起因する成長を

包含する． delayの引数t-1は個体群の平均妊娠期間を表し， gは人口密度に対する人口成長を特徴

づける． gは一般に非線形関数と考えられる． delayに依存した個体群ダイナミクスの詳細な研究は

[22]にある．

delayを持つLotka-Sharpeequation(57)は(56)を単純化した一つのモデルである．本稿はこの偏微

分方程式の特別の場合である．『u(1,a)＋ぬu(t,a) ＝ -μ(a)u(1, a) ＋ g(U(I -1, a)）， tこ0, a E記，
u(t,O) = ft/3(a)u(t, a)da, t ;;: 0, 

u(t,a) = f(t,a) (t,a) E [-1,0] x記，

(57) 

本稿では空間微分は考慮せず，また非線形項も落として考えた．さらにμ(a)= 1, g(u(t-1, a))=<I>(ut) 

とし，境界条件uo= f,初期条件u(O)= xのCauchy問題として考えた．

7.2 Non-autonomous DDEの問題

本稿はAoが時間に依存しないautonomousの場合を扱ったが多くの興味ある問題はAoが時間に依存

する non-autonomousな場合が多い．

｛二：：OE(t;：（t)＋g（伽）， fortこ0,
uo(s) = f(s), a.e. for T:,; s :,; O; f EL町[r,O],X),for 1:,; p < co. 

(NDDEp-0) 

について， Ao(t)が簡単な場合について解を構成しその漸近挙動を調べたい．
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8 結論

本稿ではこの結果はlinear,autonomous Delay Differential Equations (DDEs)のwell-posednessとsplit

solutionの導出について [3,5, 6, 7, 9, 11, 13, 18, 26, 27]に基づきサーベイした．常微分方程式に絞り，

あえて偏微分方程式への適用には触れなかったがautonomousな半線形方程式への適用は容易である

[3, 19].<I>関数が複雑な場合， Variationof Constants Formulaを用いてのexactsolutionを計算すること

は簡単ではないがresolventを用いて splitsolutionを出すことは容易である．しかし， non-autonomous

になると複雑さが急増し非常に単純なDDEについてもそのsplitsolutionを出すのが容易ではない．こ

れはevolutionsemigroupを具体的に計算することが容易ではないということを意味する．今後の課題

としたい．
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