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1 序論

過去の行動変容を考慮に入れた感染症の

数理モデルに対する平衡点の安定性解析＊

お茶の水女子大学 人間文化創成科学研究科 小原奈未

感染症の数理モデルは， KermackとMcKendricによって提唱されて以降，様々な状況に対応する

モデルが提唱され，解析が行われてきた．それらの数理モデルの中で出生と死亡を考慮した感染症の

数理モデルとして以下が知られている：

dS(t) 

dt 
=b-(3S(t)I(t) -μS(t), 

dI(t) 
―=  (3S(t)I(t) -(μ + 1)I(t), 

d仇d[t)＝サ(t)-μR(t)． 

(SIR) 

ここで，S(t),J(t), R(t)はそれぞれ，ホスト人口集団の中の感受性(susceptible)，感染性(infectious),

回復・隔離または免疫状態 (recovered/removed/immune)の3状態にある人口の密度を表してい

る．また9 (3は伝達係数， (3I(t)は感染力で，感染性人口の単位時間・単位人口あたりの感染率を表

し，このモデルでは感染は再感染しないと仮定している．ァは回復（免疫獲得）率ないし隔離率を表

し， bは単位時間あたりの出生率，μは自然死亡率で，単位時間・単位人口あたりの死亡率を表す． b,

(3，μ, 7はすべて正のパラメータである．このモデルでは，出生した人口は未感染で，免疫は獲得し

ていないものとしている．

全人口 N(t)をN(t)= S(t) + I(t) + R(t)とおけば，（SIR)の各式より

dN(t) 

dt 
= b-μN(t) (1.1) 

を得る．これより N(t)→b/μ (t→oo) とわかるので， Nを一定とみなし， N=b/μ と定める．
この出生と死亡を考慮した感染症の数理モデルでは彗本再生産数

Ro= 
(3b 

μ(μ +,) 
(1.2) 

の値により解の挙動が変わり，凡）く 1の場合には disease-freeな平衡点が大域的漸近安定であり，

R。>1の場合にはenedmicな平衡点が局所漸近安定であることが示される．基本再生産数は，流行

＊本研究は，お茶の水女子大学の久保隆徹氏との共同研究に基づく．
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初期段階ではS(t),:::;Nであると考えて I(t)についての微分方程式を考えれば，

羞I(t)= (μ+,) (~ -1) I(t) (1.3) 

となり， I(t)が増大する条件：
(3b 
>1から得られ，「一人の感染者が起こす 2次感染の総数」

μ(μ +'Y) 
を表す．しかし，現実の感染症は再帰的な流行の波が確認されることが多く，周期性をもたらす要因

として，時間遅れや非線形な接触項，年齢構造が提唱されている (Hethcote[l]）．時間遅れに関する

研究では，國谷 [2]により，（SIR)の感染カ (3I(t)に該当する項を

(3I(t) 

1 +aJ。CX)f(a,T)I(t -び)dび
に変えたモデルが解析され，再帰的な流行の波が起こることが数学的に示されている．ここで aは

行動変容の感度， f(a,T)は行動変容の oだけ過去の I(t)の影響の分布を表し， Tは分岐パラメータ

である．また， f(a,T)は
CX) 

(Al)任意のT>Oに対してJf(a,T)dび＝ 1.
(A2)ある r>Oが存在して，い壬意の T>Oに対して JCX)|f(6,T)e可門da< oo. 

の2つの条件を満たす非負閑数を仮定する．［2]では f(a)の 1つの例として次の切断指数分布につ

いて解析がされている．

j(a-,T) = { ~e —k(u-T) : : ;: 

本研究では，過去の行動変容に対する項を Tだけ過去の感染性の状態にある人口密度で表した以下

の数理モデルを考える：
dS(t)(3S(t)I(t) 
= b - -
dt 1 +aI(t-T) 

μS(t), 

dI(t)(3S(t)J(t) 
＝ 
dt l+aI(t-T) 

-(μ + 1)J(t), 

dR(t) 

dt 
＝社(t)-μR(t). 

(1.4a) 

(1.4b) 

(1.4c) 

このモデルでも aは行動変容の感度， Tは時間遅れのパラメータを表す．行動変容の感度 aが大き

ければ，（SIR)モデルの感染力が小さくなり， aが小さければ，（SIR)モデルの感染力が大きくなる

ことになる．また，新型コロナウイルス感染拡大の状況下で，感染者数は瞬時に把握できるわけでは

なく，タイムラグがあって発表されていたことを踏まえて，感染力を表す項の分母に I(t-T)と時間

遅れの項を人れている．

このモデルでも (SIR)のときと同様に，（1.4a),(1.4b), (1.4c)より，（1.1)を満たすことがわかる．

よって， N=b/μ であるから，（1.4a)と(1.4b)の2式を考えればよい．また，このモデルにおいて

は，流行初期侵入時にはI(t-T) R::: 0, S(t) = N と考えられ，このときはIの微分方程式は (1.3)と

同じになるので，基本再生産数R。も (SIR)と同じ (1.2)と定める．
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2 過去の行動変容を考慮した感染症の数理モデルの解析

2.1 平衡点

ここでは，平衡点を求める．平衡点 (S*,I*)は，（1.4a),(1.4b)の右辺＝ 0を満たす．平衡点はt

に無関係であるため， I(t -T) = I (t) = I*とみなせるので，平衡点は以下の連立方程式を満たす：
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よって， disease-freeな平衡点Eoとendemicな平衡点E*が1つずつ存在することがわかる：

E0: = (S0,o)＝（い），
E*:=(S*,I*)= (~,~。— 1)µ) ＝ (μ+1+ab f3b-μ(μ+1)） 

/3 ＇ aμ + /3 } ¥ aμ + /3'(aμ + /3) (μ + 1) 

であることがわかる．

、1
,

、1
,

2

3

 

．

．

 

2

2

 

（

（

 

2.2 disease-freeな平衡点E0= (S0, 0)の安定性解析

2.2.1 disease-freeな平衡点Eoの局所漸近安定性

disease-freeな平衡点 Eoの局所漸近安定性について調べる．ここで， K(t):= S(t) -s0とお

くと，

dK(t) 
= b -μ(K(t) + S0) -

/3(K(t) + s0)I(t) 

dt 1十aI(t-T) 

= b -μ(K(t) + S0) -/3(K(t) + s0)I(t) 
1 

1 + aJ(t -T) 

= b -μ(K(t) + S0) -/3(K(t) + s0)I(t) [1 -aJ(t -T) + (aI(t -7))2 -・ ・ ・] 

である．非線形項を取り除き，（2.2)を考慮すると線形化間題として

~ = b -μ (K(t) + t) -/3t/3b  
dt 
= b -μ I K(t) + _::_ I -/3-I(t) = -μK(t) -CJ(t) 

μ; μ μ 
(2.4) 

dI(t) 
が得られる．また， についても (2.2)を考慮して同様に考えれば，対応する線形問題として

dt 

dI(t) 

dt 
= μ(μ +,)(R。-l)I(t)

が得られる．以上をまとめれば，考えたい間題の線形化問題は

羞（グ心？）＝（ー。;µ(µ+~)(R。— 1)) （『（胃）

(2.5) 

(2.6) 
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であることがわかる．ここで，

L1 =（―μ 
Bb 

0 μ(μ+1)［Ro -1)) (2.7) 

とすると， L1の固有値は入＝ーμ,μ(μ+ "!)(R。— 1) とわかる．ょって，基本再生産数 Ro> 1なら

ばL1の1つの固有値が正であるため，平衡点Eoは不安定であることがわかり， R。＜ 1ならばL1

の固有値がともに負であるから， Eoは局所的漸近安定であることがわかる．

2.3 disease-freeな平衡点 Eoの大域的漸近安定性 (R。<1)
R。<1のとき， Eoの大域的漸近安定性について考える．ここでは，［2]と同様に示す．次の関数

がリアプノフ関数の役割を果たすことが期待できる．

S(t) 
Vi(S(t),I(t)) := S0g (~。) +I(t) (g(x) := x -l -lnx,x > 0) 

実際， Vi(S0,o)= o，Vi(S(t),I(t))2: 0であり，（1.4a),(1.4b), (2.2)より

叫 (S誓'I(t)）= （1―S::）)羞S(t)＋羞I(t)
= (1 —~) (b-μS(t))+d/3as;：t(t]T)―(μ +,)I(t) 
= -b(so -S(t))2 + /3S0 I(t) 
S(t) 1十al(t-T) 

(μ+,)I(t) 

< - μ (S°-S(t)）2 +/3s0 I(t) -(μ +,)I(t) 
- S(t) 

＝一上＿（s0-S(t)戸＋（μ +,)(R。— l)I(t) さ 0.
S(t) 

したがって，いはリアプノフ関数であることがわかる．つまり， R。＜ 1のとき， Eoは大域的に漸

近安定といえる．以上から， disease-freeな平衡点Eoの安定性については以下が成り立っ．

定理 1.Roを(1.2)で定めた定数とする．このとき， disease-freeな平衡点Eo（!,0)の安定性につ

いて，どんなT>Oに対しても以下が成り立つ．

(l) R。<1のとき， E。は大域的に漸近安定である．

(2) Ro> lのとき， E。は不安定である．

2.4 endemicな平衡点 E*= (S*,I*)の安定性解析

2.4.1 endemicな平衡点E*の局所漸近安定性

endemicな平衡点E*の局所漸近安定性について調べる． Eoのときと同様に T(t):= S(t) -S*, 

J(t) := I(t) -I*とおいて，対応する線形化問題を考えれば

羞（［腐）
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-(μ。+7)）信）＋ （： ＿a:□；〗/3b〗T—+—+µ:µ：口） （覧[;}）
(2.8) 

がわかる．そこで，対応する特性方程式を作る． （：塁） ：＝ e入t(:：）とすると，（2.8)より，

(入-;；:／/＋：f3]a[ (µ::)a-（µa＼□［ァ[f3—+bTµーbµ:a[T)µeア）入eT入T) e入t（乳）＝ (~) 

とわかる．ここで，係数行列を L2とすると L2が逆行列をもてばC1= C2 = 0となり，自明解しか

出てこないから， detL2= 0を考える．このとき，

（入＋ b（aμ+f3)）（入＋ a（μ+7)（/3b-μ2 _m)e―ふ
μ+7+ab /3(μ+7+ab)) 

+ f3b-μ2 -μァ(μ+7)[1-a(/3b-μ2 _ m)e―入T]= 0 
μ+,+ ab/3(μ+,+ab) 

が得られ，式を整理すれば

炉＋ f3b(aμ+f3) ＋；位□[f3:仇μ2_ m)e―ふ入十(µ十口］□f3b二—+~[1+誓e―入T] = 0 
(2.9) 

が得られる．これからこの解（固有値）を求めよう． T=Oのときから解析を始める． T=Oのとき，

(2.9)は

/3b(aμ + /3) +a(μ+ 1)(/3b―μ2―μ,)''(μ+,)(/3b―μ2―μ?) aμ 
炉＋ f3（μ+？＋ab） 入十 µ+~ [1+1] =0 (2.10) 

で表される．ここで，定数項は

(μ+T)（/3b-μ2 _m) ［い叫＝ µ(µ＋舟(/3+aµ) （R。— 1)
μ+,+ab/3  /3(μ + 1 + ab) 

とかけ 1次の項の係数
/3b(aμ + /3) +a(μ+,)(/3b-μ2 -μ,) 

の分母は正なのは明らかであるた
2/3(μ十ァ十ab)

め，この分子に着目すると，（1.2)から

/3b(aμ + /3) +a(μ+,)(/3b -μ2 -μ1) = μ(μ +,)[Ro(aμ + /3) +a(µ+,)(R。— 1)]

とわかる．ここで，基本再生産数 R。>1でなければ， E*は第 1象限に存在しない．よって，した

がって，ここでは R。>1の場合のみ考えればよい．

以上のことから，基本再生産数Ro>1ならば，定数項も 1次の項も正であるから，（2.10)の解は

ともに負である．つまり，特性方程式の固有値はともに負であるため， endemicな平衡点E*は局所

的漸近安定であることがわかる．
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つぎに， Tが大きくなると安定性が変化するかどうかをみていこう．ここで，（2.9)を整理すると，

炉＋
b(aμ+/3） aμ(μ+ 1)2(Ro -1) 
入＋入e―ふ

μ+,+ab/3(μ + 1 + ab) 

＋ 
µ(µ+,戸(R。— 1), aµ2(µ+,戸(R。— 1)+ e―入T = 0. 
μ十ァ十ab /3(μ + 1 + ab) 

係数を整理するために，

A= 
叩(µ+,)2(R。— 1)
/3(μ + 1 + ab)' 

B=  
b(aμ+(3） 

μ+,+ ab 

とおく．（1.2)より， b=
R。μ(μ+,) 
/3 
であるから，

μ + 1 + ab = μ + 1 + a 
晶μ(μ+,) μ+, 

/3 
= （/3＋aμRo) 
/3 

となる． A,Bそれぞれに代入すると，

A= 
叩(μ+ --y)(R。— 1) n μRo(aμ +(3） 

B=  
aμRo+(3aμRo+(3 

とわかる．よって，（2.11)は以下のように書き変えられる．

(3 
炉＋ B>.+A入e―入T + -A +μAe―入T = 0. 

a 

入＝ iw(w> 0)を(2.12)に代入すると，

(2.11) 

(2.12) 

/3 ー研＋Biw+ AiwcoswT + AwsinwT +!:'..A+ μAcoswT -iμAsinwT = 0 (2.13) 
a 

が得られる．（2.13)の左辺の実部と虚部は 0であるから，以下の 2式が得られる．

{ -W2 +AwsinWT+ ［A+μAcoswT = 0, 
Bw + AwcoswT―μAsinwT = 0. 

(2.14a)より，

(2.14b)より，

(3 
Aw sin WT + μA cos WT =記--A 

a 

AwcoswT -μAsinwT = -Bw 

がわかる．（2.15),(2.16)の両辺をそれぞれ 2乗し，辺々を足し合わせると，

w4-［十＋A2-B2]研＋（`ーμ2)A2 = 0 

(2.14a) 

(2.14b) 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

が得られる．したがって， wの4次方程式 (w2の2次方程式）が得られた．この方程式の解の存在，

解の正負を見ていく．
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x ＝研とおくと，（2.17)は以下のように書き換えられる．

x2 -［十＋A2-B2] X +（晨— µ2) が＝ 0 
(2.18)の判別式を D とすると，以下の場合， xについての正の解は存在する．

(1) （晨— µ2) がく 0 のとき， X の解はただ 1 つ存在する．

(2.18) 

(2)（巴＿μ2)が＞ 0かつ， D>Oかつ， 2已A+A2-B2>〇（軸が正）のとき， xの解は 2つ
a2 a 
存在する．

入＝ iwが存在するときの TをTcとすると（入(Tc)=iw), (2.15), (2.16)より，

2 (3 
Aw sin WTc + μA cos WTc = w" -=-A, Aw cos WTc -μA sin WTc = -Bw 

a 

がわかる． Tcについて解くと，

となる．ここで，

a(μ-B)訊ー(3μA
cosw冗＝

aA（疋＋μり'

a(μ-B)w2 -(3μA 
Xl = 

aA（訊＋μり'

a足＋（aμB-(3A)w
smw冗＝

aA（研＋尼）

aw3 + (aμB-(3A)w 
X2 = 

aA（研＋妃）

とお<.0~ arccosx1さ7f(-1 ~ X1さ1)のとき， arccosx1= C1(w)とお<.nENに対して， Tc

の一般式は以下のように表せる．

叫）＝｛口〗：：二T ：：::;: (2.19) 

d Re(—入(T)) > 0ならば，ホップ分岐が起こる．そのため，（2.12)をTで微分することを
dT 

T=Tc 

考える．（2.12)を，両辺 Tで微分すると，

d入 d入 d入 d入
心＋B石＋A盃e―入T +A（入十μ)e―入T (—戸→） ＝0 

であり，

d入 A（入＋μ）入e―ふ
＝ 
dT 訟＋B+Ae-入T(l-入T-μT) 

がわかる．

Re(~ 入(T)) d 

-1 

石 ＞0を示すのは難しいため， Re(石入(T))-'I >0を示したい．
T=Tc 

（竺―1=訟＋B＋Ae―入T(1―知ーμT)
dT)A（入＋μ）入e-ふ

T=Tc 
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であるから，（2.12)より，

がわかる．したがって，

2 B 1 T 
= + + --
A（入十μ)e-入T'A（入十μ)入e-入T （入十μ)入 入

(3 
A（入十μ)e―入T=-炉-B入— -A

a 

（d入）―1 2 B 1 T 

石=況-B入— [A +入(-炉 -B入— EA) + （入＋μ）入―¥

である．ここで， T= Tcのときを考えると

信） 1入(Tc)=iw=研— tBw _ §A+ tw(W2 _ B Bw -EA) + -W2 [ oμwー：
(2w -iB)(w2―息A+iBw), 1 T 
= + --
w(w2―息A)2+B知3 —研＋ iµw iw 

とわかる．よって，この実部は

Re（翌）―1
入（Tc)=iw

2w2 -2旦A+B2
a 

1 

（研—召A)2 +B知2―研＋μ2

であり，（2.17)より，

に—い）2 +B2足＝A誓＋μり
が成り立つことに注意して，（2.20)に代入すると，

Re（皇）―1 ＝が（~(2w2-十＋が— A2)
入(rc)=iw

(2.20) 

(2.21) 

が得られる．したがって， Re(竺)-1 の正負は， 2w2-2りA+B2＿がによって決まる．dT J I --..., - -0: 
入(Tc)=iw

ここで，（2.17)を研の二次方程式と見て解くと，

研＝碍A+A2-B2土《（碍A+A2-B2)2 -4 （晨ーμ2)A2 

であるから，

o f3 
2 

2w2 -2~A + B2 -が＝土✓ (2~A+A2 -B2r-4 （晨— µ2) が
がわかる．したがって，（2.17)の解が存在するとき，以下のことが言える．
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(1) （晨— µ2) がく 0 のとき， X の解はただ 1 つ存在する． この条件を満たす xの正の解は，

2 w-= 
叩＋A2-B2 +《（呼A+A2-B2)2 -4（晨ー妃） A2

2
 

つまり，

2w2 -十＋B2ーが＝乳叶A＋炉ーB2)2

このとき Re（誓）―1
入(Tc)=iw

(2)(~ -μ2) A2 > 0かつ， D> 0 かつ， 2~A+A2＿炉＞ 0 （軸が正）のとき， xの解は 2つ
存在する．この条件を満たす xの正の解は，

-4(~ — µ2) が＞O 

したがって， >0となることがわかる．

2 w-= 
呼A+A2-B2士《（呼A+A2-B2)2 -4（晨ーμ2)A2 

2
 

解の小さい方を a_，大きい方を a十とする．

g 2 

2w2 -2~A + B2 -A2 =土［（2~A+A2 -B2) -4 （晨— µ2) 炉
このことから，

a_のとき， Re（翌）―1
入(Tc)=iw

であることがわかる．

<0であり， a+のとき， Re（皇）―1
入(Tc)=iw

>0 

定理 2.endemicな平衡点 E*の安定性について， 以下が成り立つ．

(i)（晨ー μ2)がく 0のときある Tcが存在して， T= Tcでホップ分岐する．
(ii)（晨ーμ2)が＞ 0かつ， D>Oかつ， 2舶A+A2＿炉＞ 0（軸が正）のときある町汀2が存
在して，平衡点E*は0三Tく町の範囲では漸近安定，町 <T< T2の範囲では不安定になる．

注意 2.1.R。>1,a= 0の場合には (SIR)モデルと同様になるので， endemicな平衡点 E*は大
域的漸近安定となる．実際， リャプノフ関数が構成できる．

3
 
数値実験

先行研究 [2]との比較のため， aを除く係数を以下のように設定する．

b = μ = 0.01,1 = l,R。=2.5,(3 = R。(μ+1)μ 
b 
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定理 2(i)の条件を満たすためには，行動変容の感度 aを非常に大きな数 (252.5以上）しなければな

らない．ここでは，定理2(ii)の場合について， MATLABを用いて I(t)の数値シミュレーションを

行う．先行研究では， a=10と設定しており，これは，定理2(ii)の条件を満たす．

このとき， a_,a十に対する冗をそれぞれ， T＿汀＋と置く． nENに対して， T＿（n)，百(n)は以下の

ように求まる．

T+(l) = 13.4713, L(l) = 43.7112, T+(2) = 56.9082, 7-(2) = 109.6939. 

実際， T= 10,14,40,50のときのシミュレーション結果は以下のようになり，平衡点の安定・不安定

が確認できる．

'314 

7.S x10" た 10
10 x10•3 

4.5 

3 50 500 1000 1500 
2 ゚

500 1000 1500 

0.025 
"'40 x10.3 た'50

75 

0.02 
6.5 

5.5 

45 

1000 1500 
350 500 1000 1500 

注意 3.1.上のことからも定理2(ii)の町＝百(1)= 13.4713…,T2 = L(l) = 43.7112…とわかる．

T > T2については， T= 60のときは同様に不安定化することが数値シミュレーションでも確認でき

るが， T が T_（2)付近では安定性が変化することは数値シミュレーションでは確認できなかった．そ

の理由については今後の研究課題である．
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