
ニュートン図形とベルグマン核・セゲー核の特異性

神本丈 (JOE KAMIMOTO)
九州大学大学院数理学研究院

この講演では, 有限型擬凸領域のベルグマン核とセゲー核の特異性について, 特
異点論的な概念を導入することで, 詳しい考察を行なう.

1. 強擬凸領域の場合

強擬凸領域のベルグマン核とセゲー核に関しては, すでに C. Fefferman [8], Boutet
de Monvel-Sj\"ostrand [3] 等により, 完全な漸近展開の形が知られており, 他の数学
の研究分野と結ひ付き, さまざまな解釈がなされている. 実際, $\mathbb{C}^{n}$ 内の境界が滑ら
かな有界強擬凸領域 $\Omega$ のベルグマン核 $B(z)$ とセゲー核 $S(z)$ (これらは, 対角線集
合上に制限してある) は, 次のように表される:

$B(z)= \frac{\varphi^{B}(z)}{r(z)^{n+1}}+\psi^{B}(z)\log r(z)$

$S(z)= \frac{\varphi^{S}(z)}{r(z)^{n}}+\psi^{S}(z)\log r(z)$ .

上の $r(z)\in C$“ $(\overline{\Omega})$ は領域 $\Omega$ の定義関数, すなわち $\Omega=\{z;r(z)>0\}$ かつ $|dr(z)|>$
$0$ on $\partial\Omega$ , である. さらに, $\varphi^{B}(z),$ $\psi^{B}(z),$ $\varphi^{S}(z),$ $\psi^{S}(z)$ は境界までこめて滑らかに
拡張され, $r(z)$ に関して展開されることが知られている. 境界のレビ形式の行列式
が $\varphi^{B}(z),$ $\varphi^{S}(z)$ に現れ, 境界上で正の値をとる ([10],[4],[5]).

2. セミ・レギュラー擬凸領域の場合

上の結果は, レビ形式の退化した場合には, どのような形で一般化されるかとい
う問題意識は自然である. しかし, 強擬凸領域の漸近展開に関するいずれの研究を
ながめてみても, それらを容易には一般化することができない.

$\backslash$

弱擬凸領域の場合,
特異性の発散の強さに関する評価や, さらに詳しい境界値に関する研究はたくさん
あるが, 意味のある漸近展開を求めたという結果は, ほとんど知られていないよう
である.
まず, 境界値に関する Boas-Straube-Yu[2], Diederich-Herbort [7] の結果は重要

なので, ここで紹介しておく. $\Omega$ は, $\mathbb{C}^{n+1}$ 内の有界擬凸領域で, $p\in\partial\Omega$ は, 多重
タイプ $(1, 2m_{1}, \ldots, 2m_{n})$ のセミ・レギュラー ( $\mathrm{h}$-extendible と呼ばれることもある)
な点とする. (詳しい定義は, $[6],[13]$ を見よ ) このとき, ベルグマン核 $B(z)$ は以
下をみたす.

$\lim_{z\mathrm{p},z\in\Lambda}B(z)\cdot d(z-p)^{2+\Sigma_{j=1}^{n}1/m_{j}}=B_{0}(\varpi)$
.
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ここで, $\Lambda$ は境界に接することのない角錐, $B_{0}$ は $p$ における局所モデルのベルグ
マン核, $\varpi$ は $\Omega$ 内のある点とする.
漸近展開に関するものとしては, 最近私 [11] が得た柱状領域の場合についての結

果を紹介したい.
以下のような, 柱状領域を考える.

$\Omega_{f}=\mathbb{R}^{n+1}+i\omega_{f}$ .
ここで, $\omega_{f}=\{x\in \mathbb{R}^{n+1};x_{0}>f(x’)\}(x’:=(x_{1}, \ldots, x_{n}))$. $f(x’)$ は以下の条件をみ
たすとする.

(a) $f(0)=|df(0)|=0$ .
(b) $\omega f$ は, 凸状をしている.
(c) $\partial\omega$’に関するいずれの接線の接触度数は有限である.
条件 (c) は, $\Omega_{f}$ が (D’Angelo の意味で) 有限型領域であることを意味している. こ

のとき, $f(x’)$ はある種の斉次性を持つ多項式で近似されることが分かっている.

補題 1(Schulz). 上の条件を満たすとき, $f(x’)$ は次のように表される:

$f(x’)=P(x’)[1+h(x’)]$ ,

ここで, 次を満たすような数の組 $(2m_{1}, \ldots, 2m_{n})\in \mathrm{N}^{n}$ が存在する.

(i) $P(x’)$ は斉次性: $P(t^{1/2m_{1}}x_{1}, \ldots,t^{1/2m_{n}}x_{n})=tP(x_{1}, \ldots, x_{n})$ を持つ.
(ii) $|h(x’)|\leq C\sigma(x’)^{\gamma}$ が成り立つ. ただし, $\sigma(x’):=\sum_{j=1}^{n}x_{j}^{2m_{j}}(C>0,$ $\gamma\in(0,1])$ .
さて, 集合 $\Delta_{p}=\{\tau\in \mathbb{R}^{n};P(\tau)<1\}$ とするとき, 写像 $\sigma$ : $\omega farrow\Delta_{P}\cross(0, \infty)$

を以下のように定める: $\sigma(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n})=(\tau_{1}, \ldots, \tau_{n}, \rho)$ , ここで,

$\tau_{j}=-x_{j}\cdot x_{0}^{-1/2m_{j}}$ , $\rho=-x_{0}$

とする. $\mathbb{R}^{n+1}$ 内の集合 $\Gamma_{\delta}$ を

$\Gamma_{\delta}=\Gamma_{\delta}(f)=\{(\tau, \rho^{1/m})\in\Delta_{P}\cross[0, \delta);P(\tau)[1+C\rho^{\gamma}\sigma(\tau)^{\gamma}]<1\}$

と定義する. ただし, $C,$ $\gamma$ は上の補題にある正の定数. 境界点 $z^{0}=(z_{j}^{0})\in\partial\Omega_{f}$ は,
$\Im(z_{j}^{0})=0$ とする.

定理 1. $\Omega_{f}$ のベルグマン核 $B(z)$ とセゲー核 $S(z)$ は, $z^{0}$ の近傍で以下の形に書
ける:

$B(z)= \frac{\varphi^{B}(\tau,\rho^{1/m})}{\rho^{\Sigma_{\mathrm{j}=1}^{n}1/m_{j}+2}}+\psi^{B}(\tau, \rho^{1/m})\log\rho$,

$S(z)= \frac{\varphi^{S}(\tau,\rho^{1/m})}{\rho^{\Sigma_{j=1}^{n}1/m_{j}+1}}+\psi^{\mathrm{S}}(\tau, \rho^{1/m})\log\rho$ ,

ここで $\varphi^{B}(\tau, \rho^{1/m}),$ $\varphi^{\mathrm{S}}(\tau, \rho^{1/m})\in C^{\infty}(\Gamma_{\delta}),$ $\psi^{B}(\tau, \rho^{1/m}),$ $\psi^{S}(\tau, \rho^{1/m})\in C^{\infty}(\overline{\triangle_{P}}\cross$

$[0, \delta))_{f}$ ただし, $\delta>0$ は小さい定数であり, $m$ は $\{m_{1}, \ldots, m_{p}\}$ の最小公倍数
とする. さらに, $\varphi(\tau, 0)>0$.
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3. HERBORT の反例

ところで, 上の結果の主張するところは, 強擬凸の場合と $\Omega_{f}$ の場合の漸近展開
の形に関する相違点は, 展開の変数の巾乗にしか現れないということであり, もっ
と一般の有限型領域の場合にも, 同様な一般化ができそうな楽観的な気分をもたら
してくれる. 実際, 2 次元の場合や, 凸領域の場合などは, 上の結果は, 自然に一
般化されると私は信じている. しカル, 次の Herbort [9] により発見された例によ
り, このような形では一般の有限型領域の場合には, 拡張されないことがわかる.
有限型擬凸領域

$\Omega_{HE}=\{|z\in \mathbb{C}^{3}; \Re(z_{0})+|z_{1}|^{6}+|z_{1}|^{2}|z_{2}|^{2}+|z_{2}|^{6}<0\}$

のベルグマン核について, 以下の不等式が成り立つ.

$\frac{c_{1}}{t^{3}\log(1/t)}<B(z_{t})<\frac{c_{2}}{t^{3}\log(1/t)}$ ,

ただし, $z_{t}=(-t, 0,0),$ $t>0$ .
Herbort の例の重要な特徴として, すぐに分かることだが, 領域 $\Omega_{HE}$ は原点で
凸状でない擬凸領域である. さらに, $|z_{1}|^{2}|z_{2}|^{2}$ のせいで, セミ・セギュラーと呼ば
れるクラスに属さないことがわかる. 対数関数というのは, 弱い特異性しか持たな
いが, これのおかげで, このベルグマン核がどのような形の漸近展開を持っのかを
想像することが困難になっている. 私の目標は, この Herbort の例を, 単に反例と
みなすのではなく, このような例を含むような広い領域のクラスに関しても適応で
きるような計算方法を見つけることである. セミ・レギュラーのクラスというのは,
ある意味で実の意味で凸状に近い形状の領域を集めたもので, このクラスの研究に
は Real Analysis 的な手法が有用である. 逆に, このクラスに含まれない擬凸領域
というのは, 本質的に複素解析学的であり, この意味では面白い研究対象が残され
たままになっているといえる. 次の節では, この未知な世界への第一歩を踏み出す
ために, 新しい道具を用意する.

4. ニュートン図形

我々は, ベルグマン核・セゲー核の特異性の研究に, 次の特異点論的な概念を導
入することで, Herbort の例を含むような新しい結果を得ることに成功した. この
節では, いくつかの概念の説明を行なう.
以下 $\mathbb{N}_{0}=\mathbb{N}\mathrm{U}\{0\},$ $\mathbb{R}_{+}=[0, \infty)$ とする.
まず, 実領域上の関数に関するニュートン図形を定義する. $f$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}$ は原点

の近傍で $C^{\infty}$ 級関数で, $f(0)=0$ を満たすものとする. $f$ は, 原点で以下のように
漸近展開される.

$f(x) \sim\sum_{\alpha\in \mathrm{N}_{0}^{n}}c_{\alpha}x^{\alpha}$
.

ただし, $x^{\alpha}=x_{1}^{\alpha_{1}}\cdots x_{n}^{\alpha_{n}}$ とする. 関数 $f$ に関するニュートン多角形 $\Gamma_{+}(f)$ は,
$c_{\alpha}\neq 0$ をみたす $\alpha$ に関する集合 $\{\alpha+\mathbb{R}_{+}^{n}\}$ の和集合の凸包で定義される. また, 関
数 $f$ に関するニュートン図形 $\Gamma(f)$ は, ニュートン多角形 $\Gamma_{+}(f)$ の境界上のコンパ
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クトな平面の和集合で定義される. さらに, 以下の多項式 $f_{0}$ を関数 $f$ のニュート

ンの主部と呼ぶ.

$f_{0}(x)= \sum_{\alpha\in\Gamma(f)}c_{\alpha}x^{\alpha}$

以上の概念を, 複素領域上の関数に一般化しよウ. $F:\mathbb{C}^{n}arrow \mathbb{R}$ を原点の近傍で
$C^{\infty}$ 級の関数で, $F(0)=0$ をみたすとする. このとき, $F$ は次のように漸近展開す
ることができる.

$F(z) \sim\sum_{\alpha,\beta\in \mathrm{N}_{0}^{n}}C_{\alpha\beta}z^{\alpha}\overline{z}^{\beta}$

.

ここで, $z^{\alpha}=z_{1}^{\alpha_{1}}\cdots z_{n}^{\alpha_{n}},\overline{z}^{\beta}=\overline{z}_{1}^{\beta_{1}}\cdots\overline{z}_{n}^{\beta_{n}}$ とする. 関数 $F$ に関するニュートン多
角形 $\tilde{\Gamma}_{+}(F)$ は, $C_{\alpha,\beta}\neq 0$ をみたす $\alpha,\beta$ に関する集合 $\{\alpha+\beta+\mathbb{R}_{+}^{n}\}$ の和集合の凸
包で定義される. また, 関数 $F$ に関するニュートン図形 $\tilde{\Gamma}(F)$ は, ニュートン多角
形 $\tilde{\Gamma}_{+}(F)$ の境界上のコンパクトな平面の和集合で定義される. さらに, 以下の多項
式 $F_{0}$ を関数 $F$ のニュートンの主部と呼ぶ.

$F_{0}(z)= \sum_{\alpha,\beta\in \mathrm{N}_{0}^{n}}C_{\alpha\beta}z^{\alpha}\overline{z}^{\beta}$

.

上のような関数 $F(z)$ に対して, ニュートン距離 $d_{F}$ は,

$d_{F}= \min\{d>0;(d, \ldots, d)\in\tilde{\Gamma}_{+}(F)\}$

で定義される. いま, 点 $P$ を $P=\{(d_{F}, \ldots, d_{F})\}\in\tilde{\Gamma}(F)$ で定めると $\text{き},\tilde{l}_{F}$ を
$\tilde{\Gamma}(F)$ 上で $P$ を通る $(n-1)$ 次元平面の数とする. そのとき, $l_{F}= \min\{\tilde{l}_{F}, n\}$ と

する.

5. 主結果

いま, $F$ を $\mathbb{C}^{n}$ で定義された $C^{\infty}$ 級多重劣調和関数で, $F(0)=|dF(0)|=0$ をみ
たすものとする. $F$ に関して, 次の領域を考える:

$\Omega_{F}=\{(z_{0}, z)\in \mathbb{C}\cross \mathbb{C}^{n};\rho:=\Im(z_{0})-F(z_{1}, \ldots, z_{n})>0\}$ .

ここで, 領域 $\Omega_{F}$ に以下の条件をつける.

(i) $0\in\partial\Omega_{F}$ は有限型な点である.
(ii) $F(e^{i\theta_{1}}z_{1}, \ldots, e^{\dot{\iota}\theta_{n}}z_{n})=F(z_{1}, \ldots, z_{n})$ for $\theta_{j}\in \mathbb{R}$.
以下の定理は, $\Omega_{F}$ のベルグマン核とセゲー核の特異性は, ニュートン図形によって

決定されることがわかる. さらに詳しく述べれば, それらの特異性の強さは, ニュ–

トン図形の対角線集合の近くの性質だけで決定される.
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定理 2. 次のような正定数 $C^{B}(F),$ $C^{S}(F)$ が存在する. 領域 $\Omega_{F}$ のベルグマン核
$B(z)$ とセゲー核 $S(z)$ は,

$\lim$ $B(z_{0}, z)\cdot\rho^{2+2/d_{F}}.(\log(1/\rho))^{l_{F}-1}=C^{B}(F)$ ,
$(\begin{array}{l}0z_{0},z\end{array})$

$(\begin{array}{l}(\mathrm{o}z_{0},z\end{array})$

をみたす. ただし, A は境界に接することのない角錐とする. さらに, $F_{0}$ を $F$ の
主部としたとき, $C^{B}(F)=C^{B}(F_{0}),$ $C^{S}(F)=C^{S}(F_{0})$ が成り立っ.
注意. 上の定理に関して, 以下の問題を考えることは有益であろう.

(a) 不変量 $C^{B}(F_{0}),$ $C^{S}(F_{0})$ の意味を考えよ.
(b) 上の定理を, より広いクラスの有限型領域に関して成り立っ $(??)$ ことを示せ.
(C) 上の定理を, 漸近展開の意味で詳しく調べよ.
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