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1 はじめに

グラフ $G=(V, E)$ は節点集合 $V$ と枝集合 $E\subseteq$

$V\cross V$の組で定義される (本研究では単純無向グラ
フのみを扱う). グラフ $G$ に対して, その節点集合
を $V(G)$ , 枝集合を $E(G)$ で表現することもある.
$x\in V$ (G)&こ対し, $adj_{G}(x):=\{y\in V(G)|(x, y)\in$

$E(G)\}$ と定義する. $n$ 節点の完全グラフ, 閉路, 閉

路の補グラフをそれぞれ $I\mathrm{t}_{\acute{n}},$ $c_{n},$ $\overline{C_{n}’}$で表す. 本
稿では彩色問題の拡張として以下のように定義さ

れる問題を取り扱う.

隣接色制約付き彩色問題

(Coloring Problem with Restrictions
of Adjacent Colors (COLRAC) $)$

入力 : 被彩色グラフ $G$と隣接色制約グラフ $H$ .
要請 : すべての $(u, v)\in E(G)$ に対し $f(u)\neq f(v)$ で,

かつ, $(f(u), f(v))\not\in E(H)$ を満足する関数
$f$ : $V(G)arrow V(H)$ が存在するかを判定せよ.
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図 1: COLRAC の問題例

隣接色制約グラフ Hの各節点 $i\in V(H)$ は色 $i$

を表し, 任意の節点対 $i,j\in V(H)$ に対し (的) $\in$

$E(H)$ ならぼ色 $i$ と flよ $G$ での隣接節点対に彩色
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不可能であることを意味する. $E(H)=\emptyset$ ならば,

COLRAC は従来の彩色問題と等価である. 上記
要請を肯定する関数 $f$ を $H$での G’の彩色関数と呼

び, 彩色関数 fが存在するとき $G$は $H$で彩色可能

と言う. 但し $E(H)=\emptyset$ の場合 IV $(H)|-$彩色可能

と言うこともある. また, COLRAC の入カグラ
フ $H$を限定するときその問題を $H$-COLRAC と

記す. 但し $E(H)=\emptyset$ の場合 $|V(H)|$-COLRAC
あるいは $|V$ (H)|-彩色問題と記すこともある.

図 2: 無線通信局の配置 (a) と対応するグラフ (b)

COLRAC は我々が提案した概念であり [6], そ

の応用の一つに無線通信でのチャネル割り当て問
題が挙げられる. チャネル割り当て問題は電波の

干渉を考慮し各セルの基地局にチャネルを割り当
てる問題であり, サービスエリアの干渉関係は各
セルを節点に干渉の恐れのあるセル間に枝を張る
ことでグラフにモデル化できる (図 2は隣接するセ

ル間にのみ干渉の恐れがある場合を示す). 異なる

チャネル間に干渉の恐れがない場合 (図 3: 通常の
場合), チャネル割り当て問題は彩色問題として定
式化できる.
また, 異なるチャネル間に干渉の恐れがある場

合 (図 3: 干渉のある場合), 従来の彩色問題での定
式化は困難であったが, チャネルの干渉関係は各
チャネルを節点に干渉の恐れのあるチャネル間に
枝を張ることでグラフにモデル化でき, COLRAC
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定理 21(複合消去) $H$を隣接色制約グラフとす
る. $\delta$ : $Barrow A$ を $A,$ $B\subseteq V(H),$ $A\cap B=\emptyset$ , に対

する写像とする. 以下の条件を考える.

図 3: チャネル配置の例

として容易に定式化できる. また, チャネル割り

当てに関して類似した問題を対象にいくつか研究
が行なわれている $[1][4][5]$ が, 問題 COLRAC の

定義はそれらの問題と比較して簡単である.
$H$ と $H’$を隣接色制約グラフとする. 任意の被彩

色グラフ $G$ に対し, $G$ が $H$ で彩色可能であると

き, そのときに限り, $G$ が H’で彩色可能であるな

らば, $H$ と H’が彩色に関して同値であると呼ぶ.
$I\mathrm{c}_{7l}$ -COLRAC は, K。の形状から 1-彩色問題 (1-

COLRAC) と等価ある. このことから $Ii_{n}$ と $I\acute{\mathrm{i}}1$ は

彩色に関して同値であると言える. $K_{n}$に対する
$I\acute{[searrow]}1$のように, 形状がより単純で彩色に関して同値
なグラフが存在する可能性があり, そのようなグ

ラフの発見が COLRAC の解法を容易にすると期
待できる. そこで次の問題を定義する.

隣接色制約グラフ簡単化問題 (Restriction Graph
Simplification Problem(SIMP) $)$

入力 : 隣接色制約グラフ $H$ .
要請 : グラフ Hの誘導部分グラフで, かつ, $H$ と

彩色に関して同値である最小の節点数を持
つグラフ $H’$を見つけよ.

SIMP の入カグラフ $H$自身が解のとき, グラフ
$H$は SIMP において極小であると言う. 彩色問
題が $\mathrm{N}\mathrm{P}$-完全である [2] ことから, COLRAC も
$\mathrm{N}\mathrm{P}$-完全であることは明らかである. しかし SIMP
が NP-困難か否かは不明であり, むしろ様々な性

質を含む興味深い問題であると考える.

2 諸性質

以下では, グラフが SIMP において極小でない
ことを示す性質として複合消去を示す.

このとき, 置き換え可能性が成立するための必

要十分条件は以下の条件 (1) $-(3)$ をすべて満足す

ることである.

(1) 全ての $b\in B$に対して,

$(b, \delta(b))\in E(H)$ .
(2) 全ての $b\in B$に対して, $adj_{H}(\delta(b))-$

$B\subseteq adj_{H}(b)$ .
(3) 全ての $b_{i},$ $b_{j}\in B(b_{i}\neq b_{j})$ (こ対して,

$(\delta(b_{i}), \delta(b_{j}))\in E(H)$ または $\delta(b_{i})=$

$\delta(b_{j})$ ならば, $(b_{i}, bj)\in E(H)$ .
$\square$

定理 2.1の証明は省略する ([7] を参照のこと).
グラフ $H$で置き換え可能性が成立するならば, $H$

で彩色可能な任意の被彩色グラフ $G$ は $V(H)-B$
による誘導部分グラフでも彩色可能であり, その

逆については自明である. つまりそれら 2 つのグ
ラフは彩色に関して同値となる. 従って, 以下の

定理が成立する.

定理 22 任意のグラフ $H$について置き換え可能

性を成立させる集合 $A,$ $B\neq\emptyset$ と関数\mbox{\boldmath $\delta$}が存在する

ならば, グラフ $H$は SIMP において極小でない.
口

3Circulant graph
定義 31 節点数 $n$ と $1\leq a_{1}<a_{2}<\cdots<a_{k}\leq$

$\lfloor n/2\rfloor$ である k個の整数 $a:(i=1,2, \cdots k)$ によ

って定義されるグラフを circulant graph と呼び,
$(n;a_{1}, a_{2,k}\ldots, a)$ で表現する. このとき節点 $i(i=$
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0, 1, $\cdots,$ $n-1$) は節点 $i\pm a_{1},$ $i\pm a_{2},$ $\cdots,$ $i\pm a_{k}$ $($

m $od$ $n$ ) と隣接する.
次の性質が証明できる (証明は省略. $[\overline{(}]$ を参照の
こと). 但し $\subset$は真部分集合を表す.

$n$ 節点の完全グラフ $I\acute{\mathrm{t}}_{n}$ , 閉路 C一 閉路の補
グラフ–$c_{n}$はそれぞれ $(n;1,2, \cdots, \lfloor n/2\rfloor),$ $(n;1)$ ,
$(n;2,3, \cdots, \lfloor n/2\rfloor)$ で表現でき, circulant graph の
部分クラスであることが分かる. 以下では SIMP
の入力をこれら 3 つのグラフに限定した場合の性
質を示す.

3.1 完全グラフ

完全グラフ $K_{n}$に対し, ある節点 $i\in V(I\mathrm{f}_{n})$ を

考える. このとき, $A=\{i\},$ $B=V(I\mathrm{f}_{n})-\{i\}$

とし, 任意の $b\in B$ に対し\mbox{\boldmath $\delta$}(b) $=i$ とすると, こ

れは定理 2.1での置き換え可能性を満足する. 従っ
て $I\{_{n}’(n\geq 2)$ は SIMP において極小でなく, 次
の命題が得られる.

命題 3.2 $K_{n}$ -COLRAC は 1-彩色問題と等価であ
る. 口

32 閉路

命題 3.4 任意の整数 $m\geq 2$ に対して, $\mathcal{G}(7n)\subset$

G(C2。+1)\subset G(m+1). 口

33 閉路の補グラフ

前節と同様に, 閉路 $C_{n}$の節点を時計回りに
$\{0, 1, \cdots, n-1\}$ と番号付けし, 各節点 $i\in V$ (c’7、)

に対し $V(\overline{C_{n}})$ での対応する節点を $\overline{i}$と表現する.
もし $n$ が{高数ならぼ, $A=\{n/2+1,$ $n/2+$

$2,$ $\cdots,$ $n-1\},$ $B=\{1,2, \cdots, n/2-1\}$ とし, 各
$b\in B$ [こ対し\mbox{\boldmath $\delta$}(b) $=n-b$ とすると, これら $A,$ $B,$ $\delta$

は定理 2.1での置き換え可能性を満足する. 従って,
$n$ が偶数の場合–$c_{n}$ は SIMP において極小でない.
もし $n$ が奇数ならぼ, $\overline{c_{n}}$が SIMP において極小
であることが示せる (証明は省略する. [7] を参照
のこと). 従って次の命題が得られる.

命題 35 任意の整数 $m\geq 1$ に対し, $\overline{c_{2n\iota}’}$は SIMP
において極小でなく, $\overline{c_{2m+1}}$は SIMP において極
小である. $\square$

$C_{n}$の節点を時計周りに $\{0, 1, \cdots, n-1\}$ と番号
付けする. もし $n$ が偶数ならば, $A=\{1,3,$ $\cdots,n-$

$1\},$ $B=\{0,2, \cdots, n-2\}$ , 各 $b\in B$ に対し\mbox{\boldmath $\delta$}(b) $=$

$b+1$ とすると, この $A,$ $B,$ $\delta$は定理 2.1での置き換
え可能性を満足する. 従って, $n$ が偶数の場合 $C_{n}$

は SIMP において極小でなく, $c_{n}$-COLRAC は

$n/2$-彩色問題と等価である. 同様に $n=3$ ならば,
$A=\{2\},$ $B=\{0,1\},$ $\delta(0)=\delta(1)=2$ は置き換
え可能性を満足し, $C_{3}$-COLRAC は 1-彩色問題と
等価である. 任意の奇数 $n\geq 5$ に対しては, $C_{n}$が

SIMP において極小であることが示せる ( $[6][7]$ を

参照). 以上の議論から, 以下の命題が得られる.

命題 33 $C_{3}$ -COLRAC は 1-彩色問題と等価であ
る. 任意の整数 $m\geq 2$ に対し, $c_{2m}$ -COLRAC は

$m$ -彩色問題と等価である. C2。$+1$ は SIMP にお

いて極小である. 口

この性質から COLRAC が彩色問題を真に含む
ことが言える. グラフ Hで彩色可能なグラフのク
ラスを. $\mathcal{G}(H)$ と定義する. 但し $E(H)=\emptyset$ の場合,

$\mathcal{G}(H)$ を $\mathcal{G}(|V(H)|)$ と記すことがある. このとき

4 彩色シミュレーション

隣接色制約がグラフ彩色に視覚的影響を与える
ことを確認することを目的に, COLRAC の直接
的な応用例として平面グラフ彩色のシミュレーショ
ンを行なった. COLRAC の入カグラフを次のよ
うに限定する.

COLRAC の入カグラフ
被彩色グラフ : 平面グラフ.
隣接色制約グラフ :circulant graph $(n;1,2,$ $\cdots,$ $p$

$(n;q, q+1, \cdots\lfloor\prime n/2\rfloor)$ .

このとき各節点には, 光の三原色 RGB を $n$

当分することで得られる各色が割り当てられて
おり, RGB データの変化順序に従い, (255, 0, 0)
を節点 0 とし, 順次番号付けを行なう. circu-
lant graph $(n;1,2, \cdots,p)$ を同系色制約, $(n;q,$ $q+$

1, $\cdots,$
$\lfloor n/2\rfloor$ ) を反対色制約と呼ぶ. これらの制約

は彩色結果に視覚的効果を与え易いと考えられる.
(図 4参照. )
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図 4: 反対色制約と同系色制約

彩色アルゴリズムは 5-彩色アルゴリズムを基に,

各節点に彩色可能な色の中からランダムに一色を
選択するという方法を採る.

彩色結果への視覚的影響を観察すると, 反対色制

約については $q$ を小さくするに従い, 近傍に同系色

が集まりグラデーションのような彩色結果が得られ

ていることが分かる. 同系色制約については, $p$ を

大きくするに従い, 反対色制約の場合とは逆に, 近

傍に反対色が集まるため各彩色エリアの境界が明確
になるような彩色結果が得られた. 付録A として,

被彩色グラフをメッシュ状の地図の双対グラフと

し, $n=24$ の場合の彩色結果を示す (彩色結果の詳
細は, $\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{p}://\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w}.\mathrm{y}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{b}$ tutics $.\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{t}.\mathrm{a}\mathrm{c}.\mathrm{j}\mathrm{p}/\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{j}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}/$

$\mathrm{c}\mathrm{o}1\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}_{-}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a}/\mathrm{L}\mathrm{A}_{-\mathrm{s}\mathrm{y}}1\mathrm{n}\mathrm{p}/$ を参照のこと).

5 まとめ

本稿では, 隣接色制約グラフを circulant graph
に限定し, 特に完全グラフ, 閉路, 閉路の補グラフ

について SIMP における極小性を明らかにした.

更に, 興味深い結果として閉路で彩色可能なグラ

フのクラスの包含関係を示した. また, COLRAC
の彩色への視覚的効果を確認するために, 制約グ

ラフを反対色制約と同系色制約に限定し彩色シミュ
レーションを行ない, その結果から視覚的効果を

確認した.

ごく最近, 我々の提案した COLRAC とほぼ等

価な問題として H-彩色問題が提案されていること
が分かった. $H$-彩色問題とは, 固定されたグラフ
$H$が与えられたとき以下のように定義される ([3]
を参照のこと).

H-彩色問題

入力 : グラフ $G$ .
質問 : すべての $(u, v)\in E(G)$ に対し

$(f(u), f(v))\in E(H)$ を満足する関数
$f$ : $V(G)arrow V(H)$ が存在するか ?

$H$-彩色問題は COLRAC と比較して, グラフ $H$

での枝の扱い方が逆で, またグラフ $H$を固定する

点で異なるが, ほぼ等価な問題と言える. この問

題に対して多くの研究が行なわれており, 当面の

課題として H-彩色問題に関する既知の研究結果の
調査と我々の研究結果との関連性あるいは新規性
などの整理が挙げられる.
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付録 A

(24;) (24; 12)

$\bullet\otimes\bullet^{\bullet^{\bullet\bullet_{\bullet}}}\mathrm{Q}\bullet$

$\bullet$ 0
$\bullet$ $\mathrm{o}$

$\bullet \mathrm{Q}\bullet\bullet_{\bullet_{\bullet}\bullet^{\bullet^{\bullet^{\bullet}}}}\bullet$

(24;) (24; 1)

(24; 11, 12) (24; 10, 11, 12)

(24; 1, 2) (24; 1, 2, 3)
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