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序

有限射影平面は古くからいろいろな数学の分野に関連して研究されてきたが 1973 年に出版さ

れた Huges‐Piper の教科書 ”Projective Planes” [26] の前書きによればその現代的研究が開始さ
れたのは 1950 年頃である. 私個人がこの方面のことを知り始めた 1980 年頃は新しい射影平面が

[38] にあるような手法で大量に見つかっていた時期である. この稿ではその後 20 年間のこの分野
の研究の変遷と未解決となっている問題について私の知るところを記したい. 定義等は可能なか
ぎり述べるが詳細については [7][15][26][27] を参照されたい.

有限射影平面の定義 点集合  P と  P の部分集合の族  L が次の条件をみたすとき  \pi=(P, L) を射

影平面 (p吻ective plan→ という. (  L の元を  \pi の直線と呼ぶ)

(i) 異なる 2 点を含む直線はただ一つである.
(ii) 異なる 2 直線の交わりはただ一点である.

(iii) 4 角形 (  = どの 3 点も同一直線上にない 4 点) が存在する.

 P が有限集合のときは  \pi=(P,L) が ( n^{2}+n+1,  n+1 ,1≻対称デザイン ([36]) となることが容
易にわかる. すなわち,  |P|=|L|=n^{2}+n+1 であり各点を通りちょうど  n+1 直線が存在し各

直線はちょうど  n+1 点み, 異なる 2 点を通る直線はただ 1 つである.  n を射影平面  \pi の位数

(order) という.

例 1 有限体  GF(q) 上の 3 次元ベクトル空間  V(3, q) の 1 次元部分空間の全体を  P とし, 2 次

元部分空間の全体を  L とおく. ここでは 2 次元部分空間はそれが含む 1 次元部分空間全体の集

合と同一視する. このとき  |P|=|L|=q^{2}+q+1 で,  (P, L) は位数  q の射影平面となる.  (P, L)
はデザルグ平面とよばれて, 記号  PG(2, q) で表す.

アフィン平面の定義点集合  P_{0} と  P_{0} の部分集合のある族  L_{0} が次の条件をみたすとき  \pi_{0}=(P_{0}, L_{0})
をアフィン平面 (affine plane) と  \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} う. (  L_{0} の元を  \pi_{0} の直線と呼ぶ)

(i) 異なる 2 点を含む直線はただ一つである.
(ii) 直線  \ell と点   P\not\in\ell に対して  P を通り  \ell と交わらない直線がただ一つ存在する.

(iii) 3 角形 (=同一直線上にない 3 点) が存在する.

 P が有限集合のときは  \pi_{0}=(P_{0},L_{0}) が  2-(n^{2}, n, 1)‐デザインとなることが容易にわかる. すな

わち,  |P_{0}|=n^{2},  |L_{0}|=n^{2}+n であり各点をちょうど  n+1 直線が通り, 各直線はちょうど  n 点

を含み, 異なる 2 点を通る直線はただ 1 つである.  n をアフィン平面  \pi_{0} の位数 (o   rdearrow という.
アフィン平面の直線  g,  \ell が   g=\ell または   g\cap\ell=\phi のとき  g と  \ell が平行であるとい  \ovalbox{\tt\small REJECT} `記号   g//\ell で

表す.  "// ” は同値関係であることが容易に分かる. この同値関係によりアフィン平面の直線集合  L

は  n+1 個の平行類  C_{1},  \cdots,  C_{n+1} 分割される :  L_{0}  =C_{1}\cup\cdots\cup C_{n+1},  |C_{1}|=\cdots=|C_{n+1}|=n .
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有限射影平面は古くからいろいろな数学の分野に関連して研究されてきたが 1973年に出版さ

れた Huges-Piperの教科書 ’'ProjectivePlanes" (26]の前書きによればその現代的研究が開始さ

れたのは 1950年頃である．私個人がこの方面のことを知り始めた 1980年頃は新しい射影平面が

(38]にあるような手法で大量に見つかっていた時期であるこの稿ではその後 20年間のこの分野

の研究の変遷と未解決となっている問題について私の知るところを記したい．定義等は可能なか

ぎり述べるが詳細については (7](15](26](27]を参照されたい

有限射影平面の定●点集合『と『の部分集合の族 ILが次の条件をみたすとき 1r=(lP',IL)を射

影平面 (projectiveplane)という．（Lの元を 7rの直線と呼ぶ）

(i) 異なる 2点を含む直線はただ一つである．

(ii)異なる 2直線の交わりはただ一点である．

(iii) 4角形（＝どの 3点も同一直線上にない 4点）が存在する．

Pが有限集合のときは 7r= (11'",L)が (n2+ n + 1, n + 1, 1)ー対称デザイン ((36]）となることが容

易にわかる．すなわち， llP'l=ILI＝が＋n＋1であり各点を通りちょうど n+l直線が存在し各

直線はちょうど n+1点み，異なる 2点を通る直線はただ 1つである． nを射影平面 T の位数

(order)という．

例 1 有限体 GF(q)上の 3次元ベクトル空間 V(3,q)の1次元部分空間の全体を Pとし， 2次

元部分空間の全体を Lとおく．ここでは2次元部分空間はそれが含む 1次元部分空間全体の集

合と同一視する．このとき llP'I= ILi = q2 + q + 1で，（lP',lL)は位数 qの射影平面となる．（lP',L)

はデザルグ平面とよばれて，記号 PG(2,q)で表す．

アフィン平面の定●点集合P。と恥の部分集合のある族1Loが次の条件をみたすとき 7ro= (lP'。,ILo)

をアフィン平面 (affineplane)という．（Loの元を 7roの直線と呼ぶ）

(i)異なる 2点を含む直線はただ一つである．

(ii) 直線［と点 P¢tに対して Pを通り tと交わらない直線がただ一つ存在する．

(iii) 3角形（＝同一直線上にない 3点）が存在する．

Pが有限集合のときは 7ro=（『o,ILo)が2-(n2,n, 1)ーデザインとなることが容易にわかる．すな

わち， llP'。1＝が， IILo|＝n2+nであり各点をちょうど n+l直線が通り，各直線はちょうど n点

を含み，異なる 2点を通る直線はただ 1つである． nをアフィン平面 7roの位数 (order)という．

アフィン平面の直線 g,lがg=lまたはgnt=¢ のとき gとtが平行であるといい記号 glllで

表す．’，II’'は同値関係であることが容易に分かる．この同値関係によりアフィン平面の直線集合 1L

は n+l 個の平行類 Cぃ ••,Cn+1 分割される： ILo=C1U···UCn+1, IC1I=…=|Cn+1I = n. 



例 2  P_{0}=\{(x, y)|x, y\in K=GF(q)\},  L_{0}=\{y=ax+b|a, b\in K\}\cup\{x=c|c\in K\} とお

くと  (P_{0}, L_{0}) は位数  q のアフィン平面となる. この場合各々の平行類は傾きが同じ直線の全体か

らなる.

位数  n の射影平面  \pi=(P, L) において, その直線  \ell\in P とその上にある  n+1 点をすべて取

り除いたと考えると点が  n+1 点, 直線が一つ減り  n^{2} 点と  n^{2}+n 直線からなる組合せ構造が

できる. これが位数  n のアフィン平面となることが容易にわかる. また逆に位数  n のアフィン

平面が与えられると上に述べたように直線集合は  n+1 個の平行類に分割されるが, これに対応

して新たな  n+1 点を考えて同一平行類には同一点を追加するという方法で各直線に 1 点ずつ追

加し, さらにこの  n+1 点からなる集合を新たな直線 (  =\ell_{\infty} : 無限遠直線) として追加すること
により位数  n の射影平面が構成できる ([26] 参照). したがって射影平面を考えることとアフィン
平面を考えることの間には実質的な差はない.

例 2 に述べたアフィン平面から得られる射影平面は  PG(2, q) と一致することが分かるのでこ

のアフィン平面もデザルグ平面と呼ばれる.

1. 有限射影平面の位数について

有限射影平面の中心的問題の一つは位数  n に関するものである. 古くから次の予想が組合せ論

の中の難問として広く知られている.

予想 1:(有限射影平面の基本予想) 有限射影平面の位数は素数べきである.

Veblen‐Young の定理によれば射影空間は 3 次元以上であれば射影空間  PG(m, q) に一致する.
([7] 第 1 章参照) しかし  m=2 のときには  PG(2, q) でない例が実際に膨大に存在する. これら
{ま非デザ/レグ平面 (non‐desarguesian plane) とよばれこの存在が予想 1 のような組合せ論の難問
の一つを生じさせる原因となっている. では非デザルグ平面にはどのようなものがあるかという

と既知のものは次の 4 種類に分類される.

既知の非デザルグ平面 今までに知られている非デザルグ平面は次のタイプに分類される.

(P1) temary ring によるもの ([26] 第 5 章参照) : 有限体の変形またはその繰り返し
(P2) spread によるもの ([38] 参照) : 有限体上のベクトル空間の利用
(P3) derivation によるもの ([26] 第 10 章参照) : 直線の一部の変形
(P4) 上記の組合せによるもの.

詳細はそれぞれの文献を参照されたい.

有限射影平面の基本予想に関して知られている一般的定理は次である.

The Bruck‐Ryser の定理 ([7] [26]) 自然数  n が 4 を法として 1 が 2 で 2 つの整数の平方和に
表されなければ位数  n の射影平面は存在しない.

この定理から位数 6, 14, 21, 22 の射影平面の非存在が直ちにわかる. しかし 10, 12, 15, 18, 20 な
どについては  10=1+3^{2},18=3^{2}+3^{2} および  12\equiv 20\equiv 0,15\equiv 3(mod 4) より上の定理は適
用できない.

存在が確定していない有限射影平面で位数最小のものは長い間  n=10 のときであった. しか
し計算機の発達とコード理論の応用によりついにこの場合の非存在が次により証明された.

 o (C.W.H Lam, L. Thiel and S. Swiercz, 1989 [34]) 位数 10 の射影平面は存在しない.
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例 2 IP'。=｛(x,y) I x,y EK= GF(q)}, lLo = {y =ax+ b I a,b EK} U {x = c I c EK}とお

くと (IP'o,lL。)は位数 qのアフィン平面となる．この場合各々の平行類は傾きが同じ直線の全体か

らなる．

位数 nの射影平面 7r= (IP', lL)において，その直線 f.El?とその上にある n+l点をすべて取

り除いたと考えると点が n+l点，直線が一つ減りが点と n2+n直線からなる組合せ構造が

できる．これが位数 nのアフィン平面となることが容易にわかる．また逆に位数 nのアフィン

平面が与えられると上に述べたように直線集合は n+l個の平行類に分割されるが，これに対応

して新たな n+l点を考えて同一平行類には同一点を追加するという方法で各直線に 1点ずつ追

加し，さらにこの n+l点からなる集合を新たな直線(=loo :無限遠直線）として追加すること

により位数 nの射影平面が構成できる ((26]参照）．したがって射影平面を考えることとアフィン

平面を考えることの間には実質的な差はない．

例2に述べたアフィン平面から得られる射影平面は PG(2,q)と一致することが分かるのでこ

のアフィン平面もデザルグ平面と呼ばれる．

1．有限射影平面の位数について

有限射影平面の中心的問題の一つは位数 nに関するものである．古くから次の予想が組合せ論

の中の難問として広く知られている．

予想 1: （有限射影平面の基本予想）有限射影平面の位数は素数べきである．

Veblen-Youngの定理によれば射影空間は 3次元以上であれば射影空間 PG(m,q)に一致する．

([7]第 1章参照）しかし m=2のときには PG(2,q)でない例が実際に膨大に存在する．これら

は非デザルグ平面 (non-desarguesianplane)とよばれこの存在が予想 1のような組合せ論の難問

の一つを生じさせる原因となっている．では非デザルグ平面にはどのようなものがあるかという

と既知のものは次の 4種類に分類される．

既知の非デザルグ平面 今までに知られている非デザルグ平面は次のタイプに分類される

(Pl) ternary ringによるもの ([26]第 5章参照） ：有限体の変形またはその繰り返し

(P2) spreadによるもの ([38]参照） ：有限体上のベクトル空間の利用

(P3) derivationによるもの ([26]第 10章参照） ：直線の一部の変形

(P4) 上記の組合せによるもの．

詳細はそれぞれの文献を参照されたい．

有限射影平面の基本予想に関して知られている一般的定理は次である．

The Bruck-Ryserの定理 ([71(26]）自然数 nが4を法として 1か2で2つの整数の平方和に

表されなければ位数 nの射影平面は存在しない．

この定理から位数 6,14,21,22の射影平面の非存在が直ちにわかる．しかし 10,12,15,18,20な

どについては 10= 1 + 32, 18 = 32＋炉および 12三 20三 0,15三 3(mod 4)より上の定理は適

用できない．

存在が確定していない有限射影平面で位数最小のものは長い間 n= 10のときであった． しか

し計算機の発達とコード理論の応用によりついにこの場合の非存在が次により証明された．

◇ (C.W.H Lam, L. Thiel and S. Swiercz, 1989 [34]）位数 10の射影平面は存在しない．



位数 10 の射影平面の存在非存在が決定されるときは基本予想が解けるときであるということ

がいわれた時代があったと聞いたことがある. そのようにならなかったのはおそらく計算機の飛

躍的な発達が予想外のことであったからだと考える. 従って計算機を用いない非存在の証明の試

みが現在でも基本予想の解決の一つのステップとして重要かつ必要だと考える.

先にのべたように今までに構成されてきた有限射影平面はすべて有限体や有限体上のベクトル

空間を利用したものである. 従ってその位数は必然的に素数べきとなる. このことから基本予想

の根拠は十分とはいえないのではないかという意見も少数ながらある. 1972 年に  R.H . Bruck は

次の予想をたてた.

. Bruck の予想

適当な素数べき  q に対して有限射影空間  PG(3, q) は  q^{4}+q^{3}+q^{2} 点と  q^{3} 直線を追加すること

により位数  q(q+1) の射影平面に拡張できる. ただし, 拡張の際  PG(3, q) の点と直線の結合関

係は保たれているとする.

上の場合  q=3 のときは位数が 12 となり Bruck‐Ryser の定理からは存在が直接には否定でき
ない場合にあたるので興味をもたれたが次により非存在が示された.

 o (M. Hall, Jr. and R. Roth, 1984 [16])  q=3 のときは Bruck の予想は正しくない.

射影平面 (またはアフィン平面)  \pi=(P,L) の自己同型とは点集合  P から  P への全単射でそ
れが直線の集合  L の置換を引き起こすものをいう. 射影平面 (またはアフィン平面) の自己同型
は eollineation とも呼ばれる. 射影平面の collineation  \sigma がある点  P  \in P を通るすべての直

線を固定し, かつある直線  g 上のすべての点を固定するとき  \sigma は  P を中心 (center) とし 9 を
軸 (ais) とする  (P, g)‐perspectivity であるという. 特に  P\in g なら  (P,g)‐elation,  P\not\in g な
ら  (P,g)‐homology と呼んで区別する. 射影平面 (またはアフィン平面)  \pi の collineation の全体
 Aut(\pi) は群となりその部分群を  \pi の collineation 群という. 現在まで[こ構成されている多くの

射影平面は perspectivity を含んでいる. また perspectivity は特殊な collineation であるにもか
かわらず collineation 群を考える際に重要であるが. その理由の一つに次がある.

 o (R. Baer  [7][26] )  \sigma\neq 1 を位数  n の射影平面の collineation で  \sigma^{2}=1 とすると次のいずれか
が起こる.

(i)  \sigma の固定点の全体を  P_{1} , 固定直線の全体を  L_{1} とするとき  (P_{1}, L_{1}) は位数  \sqrt{n} の射影平面
(  =Baer subplane) となる.

(ii)  \sigma は perspectivity である.

この定理より  n が平方数でなければ (ii) だけが起こることになる. また有限射影平面では位数
2 の自己同型は極めて多くの固定点を持つという性質に注目すべきである.

射影平面が ” ある程度大きい collineation 群をもつ” という条件のもとでは基本予想の正しさに
は十分な根拠がある. これに関連する結果について述べる.

位数 12 の射影平面

 o (JankO‐T. van Trung 1982 [28]) 位数 12 の射影平面  \pi が存在するとき次が成り立つ.
(i)  Aut(\pi)\not\geq Z_{2}x\mathbb{Z}_{2} and
(ii)  Aut(\pi) は {2, 3}‐group で  Aut(\pi)\not\geq Sym(3) である.

 o (K. Horvatic‐Bmldasar, E. Kramer and I. Matulic‐Bedenic1987 [24]) 位数 12 の射影平面  \pi

が存在するとき  |Aut(\pi)|=2^{a},  3^{b}(0\leq a\leq 4,0\leq b\leq 2) が成り立つ.

48

位数 10の射影平面の存在非存在が決定されるときは基本予想が解けるときであるということ

がいわれた時代があったと聞いたことがある．そのようにならなかったのはおそらく計算機の飛

躍的な発達が予想外のことであったからだと考える．従って計算機を用いない非存在の証明の試

みが現在でも基本予想の解決の一つのステップとして重要かつ必要だと考える．

先にのべたように今までに構成されてきた有限射影平面はすべて有限体や有限体上のベクトル

空間を利用したものである．従ってその位数は必然的に素数べきとなる．このことから基本予想

の根拠は十分とはいえないのではないかという意見も少数ながらある． 1972年に R.H.Bruckは

次の予想をたてた．

• Bruckの予想

適当な素数べき qに対して有限射影空間 PG(3,q) はが十 q3+ q2点と q3直線を追加すること

により位数 q(q+ 1)の射影平面に拡張できる．ただし，拡張の際 PG(3,q)の点と直線の結合関

係は保たれているとする．

上の場合 q=3のときは位数が 12となり Bruck-Ryserの定理からは存在が直接には否定でき

ない場合にあたるので興味をもたれたが次により非存在が示された．

◇ (M. Hall, Jr. and R. Roth, 1984 (16)) q = 3のときは Bruckの予想は正しくない

射影平面（またはアフィン平面） 7r= (JP,IL)の自己同型とは点集合 lP'から 1P'への全単射でそ

れが直線の集合 lLの置換を引き起こすものをいう．射影平面（またはアフィン平面）の自己同型

は collineationとも呼ばれる．射影平面の collineation(J'がある点 p E lP'を通るすべての直

線を固定し，かつある直線 g上のすべての点を固定するとき (J'iまPを中心 (center)とし gを

軸 (a心）とする (P,g)-perspectivityであるという．特に Pegなら (P,g)-elation, P ¢ gな

ら(P,g)-homologyと呼んで区別する． 射影平面（またはアフィン平面） 7rのcollineationの全体

Aut(1r）は群となりその部分群を 7rの collineation群という．現在までに構成されている多くの

射影平面は perspectivityを含んでいる．また perspectivityは特殊な collineationであるにもか

かわらず collineation群を考える際に重要であるが，その理由の一つに次がある．

◇ (R. Baer (7](26))(J'＃ 1を位数 nの射影平面の collineationで (}'2= 1とすると次のいずれか

が起こる．

(i) (J'の固定点の全体を ll."1' 固定直線の全体を lL1とするとき (ll"1,L1)は位数 ¢5の射影平面

(=Baer subplane)となる．

(ii)(J'はperspectivityである．

この定理より nが平方数でなければ (ii)だけが起こることになる．また有限射影平面では位数

2の自己同型は極めて多くの固定点を持つという性質に注目すべきである．

射影平面が’'ある程度大きい collineation群をもつ’'という条件のもとでは基本予想の正しさに

は十分な根拠がある．これに関連する結果について述べる．

位数 12の射影平面

◇ (Janko-T. van Trung 1982 (28]）位数 12の射影平面 7rが存在するとき次が成り立つ．

(i) Aut(1r) i. Z2 x ~ and 

(ii) Aut(1r）は {2,3}-groupで Aut(1r)'i.Sym(3)である．

◇ (K. Horvatic-Baldasar, E. Kramer and I. Matulic-Bedenic1987 (24]）位数 12の射影平面 7r

が存在するとき IAut(1r)I= 2a, 3b (0 $a$ 4, 0 $ b $ 2)が成り立つ．



位数 15 の射影平面

位数 15 の射影平面については次の結果がある.

 o (C. Ho [21]) 位数 15 の射影平面  \pi が存在するとき  |Aut(\pi)| は  2^{6},2^{3}3^{3},2\cdot 5,2^{3}\cdot 3\cdot 7 または
 2^{6}\cdot 7 の約数である.

素数 7 に関係する部分について上の C. Ho の結果には完全でない部分があって [52] で次のよ
うに修正された.

 <\rangle (末竹干博 2000 [52]) 位数 15 の射影平面  \pi が存在するとき 21,  7^{2}\{|Aut(\pi)| が成り立つ.

位数  p (素数) の射影平面
もし有限射影平面に関する基本予想が正しいならば有限射影平面に何らかの意味で有限体上の

ベクトル空間が関係している可能性が高い. もしそうであるとすれば, 先に述べた既知の非デザ

ルグ平面の構戒法が素数位数の場合は意味を持たないことが容易に分かる. このことからみて次

の予想は自然である.

予想 2: 素数位数の射影平面はデザルグ平面である.

これに関係する結果を紹介する.

.  n=11

 o (I. Matulic‐Bedenic [43][44][45]) 次のいずれかをみたす位数 11 の射影平面はデザルグ平面で
ある :

(i) order 5 の homology をもつ. (計算機の使用)
(ii) 位数 2 の collineation を含む.

 o (C. Ho and G. E. Moorhouse [23]) 次のいずれかをみたす位数 11 の射影平面はデザルグ平面
である :

(i) 4 次交代群を collineation 群に含む.
(ii) order 5 の homology をもつ.
(iii) 固定点集合が 3 角形である位数 5 の collineation をもつ.

 \circ (K. Horvatic‐Baldasar, K. Kramer and I. Matulic‐Bedenic [25]) 位数 21 の非可換群 (Frobenius
となる) を collineation としてもつ位数 11 の射影平面はデザルグ平面である.

.  n=13

 o (I. Matulic‐Bedemic, 1991 [46]) 位数 2 の collineation を含む位数 13 の射影平面はデザルグ
平面である.

分類の完全に終わった位数

この節で述べた位数 10 の場合の解決と次の定理により位数 10 以下の射影平面はすべて分類さ
れたことになる. 未分類の最小位数の  n は  n=11 である.

 o (Lam‐Kolesova‐Thiel, 1991 [35]) 位数 9 の射影平面はちょうど 4 個 (デザルグ平面, Huges 平
面, Hall 平面, 双対 Hall 平面) 存在する.

coffineation に関して次の予想があることを付け加える.

予想 3: すべての有限射影平面は位数 2 の collineation をもつ.

有限射影平面の結合行列の研究
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位数 15の射影平面

位数 15の射影平面については次の結果がある．

◇ (C. Ho [21]）位数 15の射影平面 7fが存在するとき IAut(rr)Iは 26'2333,2. 5, 23. 3. 7または

26. 7の約数である．

素数 7に関係する部分について上の C.Hoの結果には完全でない部分があって [52]で次のよ

うに修正された．

◇ （末竹千博 2000[52]）位数 15の射影平面 7fが存在するとき 21,72 f IAut(rr)Iが成り立つ．

位数p（素数）の射影平面

もし有限射影平面に関する基本予想が正しいならば有限射影平面に何らかの意味で有限体上の

ベクトル空間が関係している可能性が高いもしそうであるとすれば，先に述べた既知の非デザ

ルグ平面の構成法が素数位数の場合は意味を持たないことが容易に分かる．このことからみて次

の予想は自然である．

予想 2: 素数位数の射影平面はデザルグ平面である．

これに関係する結果を紹介する．

• n = 11 
◇ (I. Matulic-Bedenic [43)[44)[45]）次のいずれかをみたす位数 11の射影平面はデザルグ平面で

ある：

(i} order 5のhomologyをもっ．（計算機の使用）

(ii)位数 2のcollineationを含む．

◇ (C. Ho and G. E. Moorhouse [23]）次のいずれかをみたす位数 11の射影平面はデザルグ平面

である：

(i} 4次交代群を collineation群に含む．

(ii} order 5のhomologyをもつ．

(iii)固定点集合が 3角形である位数 5のcollineationをもつ．

◇ (K. Horvatic-Bald邸 ar,K. Kramer and I. Matulic-Bedenic [25]）位数21の非可換群 (Frobenius

となる）を collineationとしてもつ位数 11の射影平面はデザルグ平面である．

• n = 13 
◇ (I. Matulic-Bedemic, 1991 [46]） 位数2の collineationを含む位数 13の射影平面はデザルグ

平面である．

分類の完全に終わった位数

この節で述べた位数 10の場合の解決と次の定理により位数 10以下の射影平面はすべて分類さ

れたことになる．未分類の最小位数の nは n= 11である．

◇ (Lam-Kolesova-Thiel, 1991 [35]）位数 9の射影平面はちょうど4個（デザルグ平面， Huges平

面， Hall平面，双対 Hall平面）存在する．

collineationに関して次の予想があることを付け加える．

予想 3: すべての有限射影平面は位数 2のcollineationをもっ．

有限射影平面の結合行列の研究



 \pi=(P, L),  (P=\{P_{1}, P_{2}, \cdots\}, L=\{\ell_{1}, \ell_{2}, \cdots\}) を射影平面またはアフィン平面とする.  |P|
行  |L| 列の行夕   1 \int  A=(a_{\dot{l}j}) を  P_{1}.  \in\ell_{j} のとき  a_{*j}.=1,   P_{\dot{l}}\not\in ものとき  a_{1j}.=0 とおいて定めると
き  A を  \pi=(P, L) の結合行列 (incidence matix) と  \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} う.

H. J. Ryser は [51] において  (v, k, \lambda)‐対称デザインが存在するための必要十分条件を行列を用
いて与えた. これを有限射影平面の場合に述べれば次のようになる.

Ryser の定理 ([51]) 位数  n の射影平面が存在するための必要十分条件は或分が整数の  n^{2}+n+1

次正方行列  A で  AtA=tAA=J+nI をみたすものが存在することである. (  J は或分がすべて
1 の行列, 月ま単位行列. )

Ryser の定理により位数  n の有限射影平面の存在は一  +n+1 次正方行列  A で表された連立
不定方程式  AtA=tAA=J+nI の整数解の存在と同値である. 有限射影平面の結合行列に対
する直接のアタックとして  J.G . Thompson の [53] がある.  J.G . Thompson の研究は現在まで
はまだ Bruck‐Ryser の定理のような強力な結果を与えてはいないが今後とるべきーっの方向を示
していると思われるのでここで紹介したい. まず位数  n の射影平面  \pi=(P, L) につぃて次のよ
うに記号を定める.

 v=n^{2}+n+1 ,

  3=\pi の可能な結合行列の全体

 \mathfrak{T}_{v}=n 次の置
 \circ

換行列のうち互換に対応するもの全体

 f_{A}(x)=\det(xI-A)  (A\in M_{n}(R))
 F_{A}=f_{A}(x) の分解体

 G_{A}=Ga1(F_{A}/\mathbb{Q})
 \sigma= 複素共役写像が定める  F_{A} の位数 2 の元

以上の記号のもとで  A の固有多項式の分解体のガロア群の元  \sigma について次が威り立っ.

 o (J. G. Thompson, 1997 [53])  n が非平方元で  A\in 3 かっ (  \sigma\rangle が  G_{A} の直和因子とする.
このとき  \langle\sigma\rangle はすべての  T\in \mathfrak{T}_{n} に対して  G_{AT} の直和因子である.

 A\in] ,  T\in \mathfrak{T}_{n} とすると  AT\in 2 であることは明らかである. また  A は  AtA=tAA=J+nI

をみたし,  J+nI の固有方程式は  (x-(n+1)^{2})(x-n)^{n^{2}+n} であるから  A の固有値はーっが
 n+1 で残りの  n^{2}+n 個はすべて複素平面上で原点を中心とする半径  \sqrt{n} の円周上にある.  A

と AT の固有値の複素平面上の分布に関して次の結果が与えられている.

 o (J. G. Thompson, 1997 [53])  n が非平方元で,   A\in ? かつ  T\in \mathfrak{T}_{n} とする. また  F_{A}(x)=
 (x-n-1))D(x)E(x) and  F_{AT}(x)=(x-n-1))D(x)F(x) とおく  ((E(x), F(x))=1) . このと

き  E(x) およひ  F(x) は square free でその根は複素平面上で原点を中心とする半径  \sqrt{n} の円周
上にあり  E(x) の円周上でとなりあう根の間にはただ一つの  F(x) の根がある.

位数  n の射影平面が位数  n^{2}+n+1 の巡回 collineation 群をもつとき巡回平面というがこれ

に関して次の結果がある.

 o (Brozovic‐HO‐Munemasa, 1999 [4])  \pi が位数  n の巡回平面で  n^{2}+n+1 が素数であるとす
ると固有値がすべて異なる結合行列が存在する.

2. Quasi‐Regular Collineation Groups
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7r = (IP', IL),（『=｛A,P2,.. ・}, lL=｛なら，...}）を射影平面またはアフィン平面とする． IIP'I 

行 llLI列の行列 A=（％）を P;Eものとき％ ＝1, pi¢ ものとき aij=0とおいて定めると

きAを1r=(lP,lL)の結合行列 (incidencematrix)という．

H.J. Ryserは(51]において (v,k，入）ー対称デザインが存在するための必要十分条件を行列を用

いて与えた．これを有限射影平面の場合に述ぺれば次のようになる．

Ryserの定理((51]）位数 nの射影平面が存在するための必要十分条件は成分が整数の柏＋n+l

次正方行列 A で A¾= ¾A=J+nl をみたすものが存在することである．（J は成分がすべて
1の行列，［は単位行列．）

Ryserの定理により位数 nの有限射影平面の存在はが＋n+l次正方行列 Aで表された連立

不定方程式 A¾= ¾A=J+nl の整数解の存在と同値である．有限射影平面の結合行列に対

する直接のアタックとして J.G.Thompsonの [53]がある． J.G. Thompsonの研究は現在まで

はまだ Bruck-Ryserの定理のような強力な結果を与えてはいないが今後とるべき一つの方向を示

していると思われるのでここで紹介したいまず位数 nの射影平面 7r= (JP, IL)について次のよ

うに記号を定める．

v=が＋n+1, 

3= T の可能な結合行列の全体

広II= n次の置換行列のうち互換に対応するもの全体

f A(x) = det(xl -A) (A E Mn（凪））

凡＝ fA(z)の分解体

GA= Gal(FA/Q) 

9 ＝複素共役写像が定める FAの位数2の元

以上の記号のもとで Aの固有多項式の分解体のガロア群の元 0 について次が成り立つ．

o (J. G. Thompson, 1997 (53]) nが非平方元で AE 3かつ (u〉が〇の直和因子とする．

このとき〈0〉はすべての TE':tnに対して GATの直和因子である．

A E J, TE 屯とすると ATeJ であることは明らかであるまた A は A¾= ¼A= J+nl 
をみたし， J+nlの固有方程式は (x-(n + 1)り(x-n)n•+n であるから A の固有値は一つが
n+lで残りのが＋n個はすべて複素平面上で原点を中心とする半径 J5の円周上にある． A 
とATの固有値の複素平面上の分布に関して次の結果が与えられている．

◇ (J. G. Thompson, 1997 (53]) nが非平方元で， A€ 3かつ TE':tnとするまた凡(x)= 
(x -n -I))D(x)E(x) and FAT(x) = (x -n -I))D(x)F(x)とおく ((E(x),F(x)) = 1)．このと

き E(x)および F(x)はsquarefreeでその根は複素平面上で原点を中心とする半径 J元の円周

上にあり E(x)の円周上でとなりあう根の間にはただ一つの F(x)の根がある．

位数 nの射影平面が位数が＋n+lの巡回 collineation群をもっとき巡回平面というがこれ

に関して次の結果がある．

◇ (Brozovic-Ho-Munem邸 a,1999 [4]) 1rが位数 nの巡回平面でが＋n+lが素数であるとす

ると固有値がすべて異なる結合行列が存在する．

2. Quasi-Regular Collineation Groups 



定義 群  G の  k‐部分集合  D が部分集合  U (ただし  1\in U) に関する差集合であるとは  G\backslash U の
任意の元が  r_{1}r_{2}^{-1}(r_{1}, r_{2}\in R, r_{1}\neq r_{2}) の形にただ一通りに表され, かっ  U の元はこの形には表

せないことをいう. とくに  U が  G の位数  u 指数  m の部分群であるとき  U を禁止群 (forbidden
subgroup) といい,  D を (  m,  u,  k , 1≻差集合と 4  \ovalbox{\tt\small REJECT} う (このとき  k^{2}=k+u(m-1) であること [こ注

意). また,  (m, 1, k, 1)‐差集合は簡単に  (m, k, 1)‐差集合または平面差集合 (planar difference set)
という.

(注 1) この稿では会合数 1 の差集合だけを取り扱ってぃるので差集合ということばを限定して用

いている. しかし, 差集合自体はもっと一般的なものである. これに関しては [3], [36] を参照さ
れたい.

(注 2) 差集合の定義から  G が位数 2 の元をもてばそれはすべて  U にが含まれることになる.

(注 3)  G の元  g に対して  U=G とおけば  D=\{g\} は  U を禁止群とする (1,  u,  1 , y‐差集合とな
る. これは自明なので以下ではこれは除外して考えることにする.

(注 4)  D が  G の  U に関する差集合ならば任意の  g\in G に対して  Dg も同じ parameters をもっ
差集合となるのは明らかである.  Dg を  D の translate という. このことがら  1\in D は必要な
ら仮定できる.

定義位数  m^{2} の群  G の位数  m の部分群  H_{1},  \cdots,  H_{m+1} が spread であるとは  G=H_{1}\cup\cdots\cup H_{m+1}
が成り立つことをいう. 位数を比較することにより, このことは  H_{i}\cap Hj=\{1\}(\forall i\neq\forall j) が或

 \ovalbox{\tt\small REJECT} 立つことと同値であることがわかる.

定義 集合  \Omega 上の置換群  X が quasiregular であるとは  \Omega 上の任意の  X‐orbit  \Delta に対して  X の
 \Delta への制限  X|_{\Delta} が正則となることをいう. (つまり,  X|_{\Delta} の位数  =|X| . あるいは同じことで

あるが  X の元が  \Delta のある点を固定すればその元が  \Delta のすべての点を固定すること) 位数  n の
射影平面  \pi(=(P, L)) の collineation 群  G が quasiregular であるとは GIP」L が quasiregular で
あることをいう.

Dembowski の分類定理位数  n の射影平面  \pi=(P, L) が位数が  n^{2}nB^{1}\vec{2} より大きい quasiregular
な collineation 群  G をもてば  G に関して次のいずれかが成り立つ.

(a)  |G|=n^{2}+n+1 で  (n^{2}+n+1, n+1,1)‐差集合 (平面差集合) をもっ.
(b)  |G|=n^{2} で (  n,  n,  n , y‐差集合をもつ.
(c)  |G|=n^{2} で spread をもつ

(d)  |G|=n^{2}-1 で  (n+1, n-1, n, 1)‐差集合 (アフィン差集合ともいう) をもっ.
(e)  |G|=m^{4}-m,  m=\sqrt{n} で ( m^{2}+m+1,  m^{2}-m,  m^{2} , y‐差集合をもつ.
(f)  G=HN\triangleright N,  |N|=n,  |H|=n-1 で部分集合  H\cup N に関する差集合 (E‐H 差集合とも

いう) をもつ.

(g)  |G|=(n-1)^{2},  G=H_{i}H_{j}\triangleright H\dot{.},  H_{j}\forall i,\forall j\in\{1,2,3\},  i\neq j(H_{1},  H_{2},  H_{3} は位数  n-1 の部

分群) で  G は部分集合  H_{1}\cup H_{2}\cup H_{3} に関する差集合 (E‐E 差集合ともいう) をもっ.
(h)  |G|=(m^{2}-m+1)^{2},  m=\sqrt{n} であり,  G‐軌道は  P_{1},  \cdots,  P_{2m+1}(\subset P),  L_{1},  \cdots,  L_{2m+1}(\subset L)

で,  (P_{1}, L_{1}),  \cdots,  (P_{2m}, L_{2m}) [ますべて位数  m-1 の射影平面でかつ  |P_{2m+1}|=|L_{2m+1}|=
 (m^{2}-m+1)^{2} .

この定理に関して重要なことは, 逆に  (a)\sim(h) のいずれかをみたす群が存在すればその群を

quasiregular な collineation 群としてもつ位数  n の射影平面が構成できることである. この定理
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定義群 GのK部分集合 D が部分集合 u（ただし 1EU)に関する差集合であるとは G¥Uの

任意の元が r1r21(r1,r2 ER, r1 i r2)の形にただー通りに表され，かつ Uの元はこの形には表

せないことをいう．とくに UがGの位数 u指数 m の部分群であるとき Uを禁止群 (forbidden

subgroup)といい， D を (m,u,k,1)差集合という（このとき炉＝ k+u(m-1)であることに注

意）．また，（m,l,k,l)ー差集合は簡単に (m,k,1)ー差集合または平面差集合 (planardifference set) 
としヽう．

（注 1)この稿では会合数 1の差集合だけを取り扱っているので差集合ということばを限定して用

いている．しかし，差集合自体はもっと一般的なものである．これに関しては (3],(36]を参照さ

れたい

（注 2)差集合の定義から Gが位数 2の元をもてばそれはすべて Uにが含まれることになる．

（注 3)Gの元 gに対して U=Gとおけば D= {g} は U を禁止群とする (1,u,1,1)—差集合とな

る．これは自明なので以下ではこれは除外して考えることにする．

（注4)D がGの Uに関する差集合ならば任意の gE Gに対して Dgも同じ parametersをもっ

差集合となるのは明らかである． Dgを D の translateという．このことから 1EDは必要な

ら仮定できる．

定義位数 m2 の群 G の位数 m の部分群 Hぃ •••,Hm+1 が spread であるとはG=H山•••UHm+1
が成り立つことをいう．位数を比較することにより，このことは HinHj=｛1} （Vi#Vj)が成

り立つことと同値であることがわかる．

定義集合〇上の置換群 X が quasiregularであるとは〇上の任意の X-orbit△に対して X の

△への制限X|△が正則となることをいう．（つまり， x1~ の位数＝ IX|．あるいは同じことで

あるが Xの元が△のある点を固定すればその元が△のすべての点を固定すること） 位数 nの

射影平面 1r(=(lP',lL)）の collineation群 Gが quasiregularであるとは GIPuLが qu邸 iregularで

あることをいう．

Dembowskiの分類定理位数nの射影平面 7r＝ぼ，lL）が位数が正号土Lより大きい qu函 regular

なcollineation群 Gをもてば Gに関して次のいずれかが成り立つ．

(a) IGI = n2 + n + 1で (n2+n+ 1,n+ 1,1)差集合（平面差集合）をもっ．

(b) IGI = n2で (n,n,n,1)ー差集合をもつ．

(c) IGI = n2で spreadをもっ

(d) IGI = n2 -1で (n+ 1, n -1, n, 1)差集合（アフィン差集合ともいう）をもっ．

(e) IGI = m4 -m, m = ynで（記＋m+l,m2-m,m叉1)ー差集合をもつ．

(f) G=HNC>N, INl=n, IHl=n-1で部分集合 HUNに関する差集合 (E-H差集合とも

いう）をもつ．

(g) IGI = (n -1)2, G = H;Hi C>凡，Hi'vi,'vjE {1, 2, 3}, i釘 (H1,H2，氏は位数 n-1の部

分群）で Gは部分集合凡 UH2U凡に関する差集合 (E-E差集合ともいう）をもっ．

(h) IGI = (m2-m+ 1)2, m =而であり， G-軌道は］・・・，lP'2m+1(CJP), lL1, ・ ・ ・,lL2m+1(C lL) 

で，（lP'1,lL1)，…，（lP'2m,lL2m)はすべて位数 m-1の射影平面でかつ llP'2m+1I = llL2m+l I = 

(m2 -m+ 1)2. 

この定理に関して重要なことは，逆に (a)~(h)のいずれかをみたす群が存在すればその群を

quasiregularなcollineation群としてもつ位数 nの射影平面が構成できることである．この定理



にある 位数が  \ovalbox{\tt\small REJECT} より大きい  \ovalbox{\tt\small REJECT} という仮定はこの点で意味がある. 以下では  (a)\sim(h) のそ

れぞれの場合について知られた結果を述べる.

Case (a) 平面差集合 (planar difference sets)

例 3 位数  n(\in\{2,3,4,9\}) の差集合

(i)  n=2,  G=\langle x)\simeq Z_{7} ,  D=\{1,x,x^{3}\}
(ii)  n=3,  G=\langle x\rangle\simeq Z_{13} ,  D=\{1, x,x^{3}, x^{9}\}

(iii)  n=4,  G=\langle x\rangle\simeq Z_{21} ,  D=\{1, x,x^{6}, x^{8}, x^{18}\}
(iv)  n=9,  G=\langle x\rangle\simeq Z_{91} ,  D=\{1, x,x^{3}, x^{9}, x^{27}, x^{49}, x^{56}, x^{61}, x^{77}, x^{81}\}

まず最初に次の予想があることに注意されたい.

予想 4: 平面差集合から構成される射影平面はデザルグ平面に限る

既知の例はアーベル群, 非アーベル群ともに存在するがいずれもデザルグ平面に由来するものだ
けである. また自己同型群の中に 2 個以上の平面差集合の存在を仮定した Ott の結果とその一般

化がある ([22] 参照). 平面差集合の研究で群がアーベル群であればこれを可換平面差集合という
が, この場合には ”乗数” という強力な方法がある.

定義 整数  m が可換平面差集合  D の乗数 (multiplier) であるとは  D^{(m)}=Da となる元  a\in G

が存在することをいう. ただし,  D^{(m)}=  \{\prime|d\in D\} .

可換平面差集合の乗数に関しては次が基本的である.

乗数定理 ([42] 第 7 章, [3] 第 6 章参照)  D を (  n^{2}  +n+1,  n+1 ,1≻可換平面差集合とすると  n を
割る素数は  D の乗数である.

また, 次が成り立つことも容易に証明できる.

定理 ([42] 第 7 章, [3] 第 6 章参照)  D を  (n^{2}+n+1, n+1,1)‐可換平面差集合とすると  D の
translate を適当に選べば  D のすべての乗数  m に対して  D^{(m)}=D が成り立つと仮定できる.

たとえば素数 2 と 3 を考えて  2|n かつ  3|n とすると乗数定理より  2^{a}3^{b}(a, b\in N\cup\{0\}) はすべて

乗数となるが上のことより  D^{(2^{g}3^{b})}=D である. とくに任意の  d\in D について  d^{1},  d^{2},  d^{3},  d^{4}\in D

であるが,  3-1=4-2 より  d^{3}d^{-1}=d^{4}(d^{2})^{-1} . よって差集合の定義から  d^{3}=d^{4} または
 d^{3}d^{-1}=1 . これは矛盾であるから 6{  n が分かる. このような議論を適用して可能な位数  n は
強い制限を受ける.  D が定める射影平面を  \pi(P, L),  (P=G, L=\{Dg|g\in G\}) とおくとき定
義より乗数は  \pi の collineation を誘導する. この特殊な collineation の存在が可能な  n に強い制
限を与えていることになる. これについては例えば [42] 第 7 章参照.

乗数を利用した次の結果もある.

 o (Wilbrink, 1989 [54])  p\in\{2,3\} とし,  D を位数  n の可換平面差集合とする. もしも  p|n か
つ  p^{2} †  n ならば  n=p である.

この定理に関して  p>3 のときの結果は知られていない.

Case (b)  (n,n,n, 1)‐差集合およひ平面関数

例 4(  n,  n,  n , 1≻差集合
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にある’'位数が正芽辻Lより大きい’'という仮定はこの点で意味がある以下では (a)~(h)のそ

れぞれの場合について知られた結果を述べる．

Case (a)平面差集合 (planardifference sets) 

例 3位数 n(E{2,3,4,9}）の差集合

(i) n = 2, G =<x>~ Z1, D = {1,x，が｝

(ii) n = 3, G =〈x〉=Z13, D = ｛1,x，が，呼｝

(iii) n = 4, G =<x>~Z21, D={l,x,x見え巴｝

(iv) n = 9, G = (x>~Zo1, D={l,x，が，が，x27,X49,X56,X61,X77，炉｝

まず最初に次の予想があることに注意されたい．

予想 4: 平面差集合から構成される射影平面はデザルグ平面に限る

既知の例はアーベル群，非アーベル群ともに存在するがいずれもデザルグ平面に由来するものだ

けであるまた自己同型群の中に 2個以上の平面差集合の存在を仮定した Ottの結果とその一般

化がある ((22]参照）．平面差集合の研究で群がアーベル群であればこれを可換平面差集合という

が，この場合には'’乗数’'という強力な方法がある．

定纏整数 m が可換平面差集合 D の乗数 (m叫tiplier)であるとは D(m)=Daとなる元 aE G 

が存在することをいう．ただし， D（m)＝ {r I dE D}. 

可換平面差集合の乗数に関しては次が基本的である．

乗数定理 ([42]第 7章，［3］第 6章参照） Dを (n2+n+ 1,n+ 1, 1)ー可換平面差集合とすると nを

割る素数は Dの乗数である．

また，次が成り立つことも容易に証明できる．

定理 ((42]第 7章，［3］第 6章参照） D を（炉＋ n+ 1,n + 1, 1)一可換平面差集合とすると D の

translateを適当に選べば D のすべての乗数 m に対して D(m)=Dが成り立つと仮定できる．

たとえば素数 2と3を考えて 21nかつ 3lnとすると乗数定理より 2(I36(a,bE NU{O}）はすべて

乗数となるが上のことより D(2°3.)=Dである．とくに任意の dEDについて 4，d2,ds,が ED

であるが， 3-1=4-2より d:3dー1＝が（が）ーI. よって差集合の定義から d:3=がまたは

d沿—1 = 1. これは矛盾であるから 6fnが分かる．このような議論を適用して可能な位数 nは

強い制限を受ける． Dが定める射影平面を 1r(P,L),（II'= G, ]I, = {Dg I g E G}）とおくとき定

義より乗数は 1Tのcollineationを誘導する．この特殊な collineationの存在が可能な nに強い制

限を与えていることになる．これについては例えば (42]第 7章参照．

乗数を利用した次の結果もある．

◇ (Wilbrink, 1989 (54]) p E {2, 3}とし， Dを位数 nの可換平面差集合とするもしも Pinか

つ p叶nならば n=pである．

この定理に関して p>3のときの結果は知られていない．

Case (b) (n,n,n,1)羞集合および平面関数

例 4(n,n,n,1)ー差集合



(i)  K=GF(2^{e})\}こ対して G=K+  \cross K+[こ積を  (x_{1}, y_{1})(x_{2}, y_{2})=(x_{1}+x_{2},y_{1}+y_{2}+x_{1}x_{2}) に
より定めると  \mathbb{Z}_{4}x\cdots x\mathbb{Z}_{4} に同型な群となる. このとき  D=K\cross\{0\},  U=\{O\}\cross K とおけば

 D は  G の  U に関する  (2^{e}, 2^{e}, 2^{e}, 1)‐差集合である.

(ii)  K=GF(p^{e}) ( p は奇素数) [こ対して  G=K^{+}\cross K^{+} に積を  (x_{1}, y_{1})(x_{2}, y_{2})=(x_{1}+x_{2}, y_{1}+y_{2})
により定めると  \mathbb{Z}_{p}x\cdots x\mathbb{Z}_{p} に同型な群となる. このとき  D=\{(x, x^{2})|x\in K\},  U=\{0\}xK
とおけば  D は  G の  U に関する  (p^{e},p^{e},p^{e}, 1)‐差集合である.

(  n ,  n,  n , y‐差集合についての最大の目標は次を示すことである.

予想 5: 群  G が  (n,n, n, 1)‐差集合をもてば  n が素数べきである.

この予想の場合, 群の位数が  n^{2} であるから可能な群についての分析が直接的に  n に関する情報

となる. この点が Case (a) より詳しい結果が得られている理由になっている. まず偶数位数の
アーベル群の場合は抽象群としては次の定理により完全に解決している.

 o (Ganley, 1976 [12])  D が偶数位数の群  G における  (n, n, n, 1)‐可換差集合ならば  G\simeq(Z_{4})^{m}
である.

(注 5) Ganley の定理では群の構造は決定して  n が 2 べきであることを示しているが対応する射
影平面がデザルグ平面かどうかまでは示していない. これも解決すべき問題の一つと考える.

定義  H,  U を位数  n の群とする.  H から  U への関数  f が平面関数 (planar function) であると
(ま  f(xt)f(x)^{-1} がすべての  t\neq 1 [こ対して  H から  U への 1:1 の関数となることをいう.

例 5(ii)  K=GF(p^{e}) ( p は奇素数) に対して  H=U=K(+) とみる. 関数  f :  Harrow U を
 f(x)=x^{2} で定義すると  f [ま planar 関数となる.

 f が位数  n の群  H から位数  n の群  U への planar 関数であるとき  G=H\cross U,  D=

 \{(x, f(x))|x\in H\} とおけば  D は  G の  U に関する  (n, n, n, 1)‐差集合である. 逆に,  D を群

 G の禁止群  U に関する  (n, n, n, 1)‐差集合で  U が  G の直和因子あるとする.  G=HxU とし,

 D=\{(x, f(x))|x\in H\} とおくとき  f は  H から  U への平面関数となることが容易に分かる.

可換平面関数

先に述べた注意により  G\backslash U には位数 2 の元が含まれないので直ちに次が成り立つことが分

かる.

 o (M. J. Ganley, 1976 [12]) 位数  n の 2 つの群  H,  U について,  H から  U への平面関数が
存在するならば  n は奇数である.

次に  H および  U が位数  n のアーベル群であるときの  H から  U への平面関数に関する結果

をいくつか述べる.

 \circ (D. Gluck 1990 [14], Y. Hiramine 1990 [17], L. Ronyaiand T.Szonyi 1989 [50])  n が素
数のとき,  H および  U を素体  GF(n) の加法群と同一視すれば  H から  U への平面関数は

 GF(n) から  GF(n) への 2 次多項式で表される.

 o (  P.V . Kumar, 1988 [33])  H から  U への planar 関数が存在するならば,  n を割る任意の素
数乃  q に対して  p を法とする  q の位数  Ord_{p}(q) は奇数である.

 o (  C.I . Fung,  M.K . Siu and S. L. Ma, 1990 [9])  H,  U が巡回群ならば  n は square free である.
 o (Y. Hiramine, 1992 [19])  n=3p で  p が素数ならば  p=3 かつ  H\simeq U\simeq \mathbb{Z}_{3} のときに限り

平面関数が存在する.
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(i) K = GF(2りに対して G=K+xK+に積を（互YI)（互ぬ） ＝伍＋巧，YI+Y2 + X1む）に

より定めると :l4X・・・XZ4に同型な群となる．このとき D= K x {0}, U = {0} x K とおけば

Dは Gの Uに関する (2e,2e,2e,1)差集合である．

(ii)K=GF(pり(pは奇素数）に対して G=K+xK+に積を（互め）（X2年） ＝ （Xげ X2,Y1＋ぬ）

により定めると ZpX・・・XZpに同型な群となる．このとき D= {(x，丑） IXE K}, u = {O} X K 

とおけば Dは Gの Uに関する (pe,pe,pe,1)ー差集合である．

(n,n,n,1)ー差集合についての最大の目標は次を示すことである．

予想 5: 群 Gが (n,n,n,1)ー差集合をもてば nが素数べきである．

この予想の場合，群の位数が n2であるから可能な群についての分析が直接的に nに関する情報

となる．この点が Case(a)より詳しい結果が得られている理由になっている．まず偶数位数の

アーベル群の場合は抽象群としては次の定理により完全に解決している．

◇ (Ganley, 1976 (12)) Dが偶数位数の群 Gにおける (n,n,n,1)河換差集合ならば G=（Z4)m 

である．

（注 5)Ganleyの定理では群の構造は決定して nが2べきであることを示しているが対応する射

影平面がデザルグ平面かどうかまでは示していない．これも解決すべき問題の一つと考える．

定義 H,Uを位数 nの群とする． Hから Uへの関数 fが平面関数 (planarfunction)であると

は f（叫f(x戸がすべての t,j,1に対して H から Uへの 1:1の関数となることをいう．

例 5 (ii) K = GF(pe) (pは奇素数）に対して H=U=K(＋）とみる．関数 f:H--+Uを

f(x) =丑で定義すると fはplanar関数となる．

fが位数 nの群 H から位数 nの群 U への planar関数であるとき G=HxU,D=

{(x, f(x)) I x E H}とおけばD は Gの Uに関する (n,n,n,1)ー差集合である．逆に， D を群

Gの禁止群 Uに関する (n,n,n,1)ー差集合で Uが Gの直和因子あるとする． G=HxUとし，

D = {(x,f(x)) Ix EH}とおくとき fはH から Uへの平面関数となることが容易に分かる．

可換平面関数

先に述べた注意により G¥Uには位数 2の元が含まれないので直ちに次が成り立つことが分

かる．

◇ (M. J. Ganley, 1976 (12]）位数 nの2つの群 H,Uについて， H から Uへの平面関数が

存在するならばnは奇数である．

次に H および Uが位数 nのアーベル群であるときの H から Uへの平面関数に関する結果

をいくつか述べる．

◇ (D. Gluck 1990 [14], Y. Hiramine 1990 (17], L. Ronyaiand T.Szonyi 1989 [50]) nが素

数のとき， H および Uを素体 GF(n)の加法群と同一視すれば H から Uへの平面関数は

GF(n)から GF(n)への 2次多項式で表される．

◇ (P.V. Kumar, 1988 [33]) H から Uへの planar関数が存在するならば， nを割る任意の素

数 p,qに対して pを法とする qの位数 Ordp(q)は奇数である．

◇ (C.I. Fung, M.K. Siu and S. L. Ma, 1990 [9]) H, Uが巡回群ならば nはsquarefreeである．

◇ (Y. Hiramine, 1992 [19]) n = 3pでpが素数ならば p=3かつ H::::U::::Z3のときに限り

平面関数が存在する．



 o (S. L. Ma, 1996 [41])  n=pq で乃  q が素数ならば  p=q かっ  H\simeq U\simeq \mathbb{Z}_{p} のときに限り平
面関数が存在する.

 o (  K.H . Leung,  S.L . Ma and V. Tan, preprint [39])  n=3pq で  p,  q(\neq 3) が異なる素数ならば
平面関数は存在しない.

間題 :(i)  H が  U の少なくとも一方が巡回群でないとき未解決の最小の場合は  n=117(=3^{2}13)
である.

(ii)  H\simeq U\simeq \mathbb{Z}_{n} のとき未解決の最小の場合は  n=15655(=5\cdot 31\cdot 101) である.
(iii)  n=pqr で  p,  q,  r(\geq 5) が互いに異なる素数のときは未解決である.

冫群にお 11 る  (n, n, n, 1)‐差集合

仮に  (n, n, n, 1)‐差集合をもつ群が ?群に限るという予想が示されたとして, その場合群の構

造はどのようになるであろうか.  G が可換 ?群で ( p^{a},p^{a},p^{a} , 1≻差集合をもっという条件のもと
で次が知られている. 次の結果は本来もっと一般的な” 半正則相対差集合” のものであるがそれを

会合数 1 の場合に適用する. 実際に知られている例は  \mathbb{Z}_{4}x\cdots xZ_{4} と  Z_{p}x\cdots\cross \mathbb{Z}_{p} の場合だけ

であることに注意されたい.

(Davis, 1992 [6])  \exp(G)\leq p^{*}\exp(U)
(Pott, 1994 [48])  \exp(G)\leq p^{a}

(Ma‐Pott, 1995 [40])  \exp(G)\leq p^{*}
(Ma‐Pott, 1995 [40])  a=2 のときは  G\simeq Z_{p}x\mathbb{Z}_{p}x\mathbb{Z}_{p}x\mathbb{Z}_{p} である.

Case (c) spread
この場合では位数  n^{2} の群  G がただ一つの直線を固定する. これを無限遠直線  \ell_{\infty} と見て

得られる位数  n のアフィン平面  \pi で, 平行類  C_{1},  \cdots,  C_{n+1} の各々の不変部分群   H_{:}=\{x\in
 G|\ell x=\ell,  \forall\ell\in c_{:}\}(1\leq i\leq n+1) は群  G の spread となる. また, spread を持つ有限
群は基本可換 ?群となる ([38] 第 1 章参照). 逆に, 群  G が spread  H_{1},  \cdots,  H_{m+1} をもつとき,
 P=G,  L=\{H_{1}x|x\in G\}\cup\cdots\cup\{H_{m+1}x|x\in G\} に対して  \pi=(P, L) は位数  m のアフィ

ン平面となり ttanslation plane と呼ばれる. ここでは  G の各元は右からの作用 [こよって  \pi の
collineation と同一視され  H_{:} は平行類  \{H_{1}.x|x\in G\} の  G における不変部分群となる. 以上の

ことより Case(c) の問題は素体  GF(p) 上の  2m 次元ベクトル空間  (n=p^{m}) の spread を決定す
る問題と同値である. この方法で膨大なアフィン平面が構成されている.  m=1 のときはデザル

グ平面だけであるが  m=2 のときは未決定である. Case(c) の射影平面に関する詳細は [29], [38]
を参照されたい.

(注 6) 上に述べたように  G は  G の spread が定めるアフィン平面の点上可移な collineation 群と
なっている. これはのちに述べる可移平面の代表的な例となっている.

Case(d): アフイン差集合

この場合には位数  n^{2}-1 の群  G がただ一つの直線  \ell と点  P(\not\in\ell) を固定する. 直線  \ell_{0}(\ell_{0}\neq
 \ell,  P\not\in\ell_{0}) と点  P_{0}(P_{0}\neq P, P_{0}\not\in\ell) を選んで  D=\{x\in G|P_{0}x\in\ell_{0}\} とおけば  D は正規部分

群  U=\{x\in G|gx=g, \forall g\ni P, g\in L\} を禁止群とするアフイン差集合となる.

例 6  F=GF(p^{2e})\supset K=GF(p^{e}) に対して G=F*(乗法群)  \simeq \mathbb{Z}_{p^{2*}-1} , U=K*(乗法群)  \simeq

 \mathbb{Z}_{p^{*}-1},  D=\{1+k\omega|k\in K\} とおく. ( \{v は乗法群  F^{*} の生或元) このとき  D は  G の  U に関
する  (p^{e}+1,p^{e}-1,p^{e}, 1)‐差集合 (i.e. 位数  p^{e} のアフィン差集合) である.
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◇ (S. L. Ma, 1996 [41]) n = pq で p,q が素数ならば p=q かつ H~u~zp のときに限り平

面関数が存在する．

◇ (K.H. Leung, S.L. Ma and V. Tan, preprint [39]) n = 3pqでp,q(-:/3)が異なる素数ならば

平面関数は存在しない．

問題： （i) Hか Uの少なくとも一方が巡回群でないとき末解決の最小の場合は n= 117(= 3勺3)

である．

(ii) H ~ U ~ Znのとき未解決の最小の場合は n= 15655(= 5 • 31・101)である．

(iii) n = pqr で p,q,r（~ 5)が互いに異なる素数のときは未解決である．

p-群における (n,n,n,1)一差集合

仮に (n,n,n,1)ー差集合をもつ群がp群に限るという予想が示されたとして，その場合群の構

造はどのようになるであろうか． Gが可換 p群で (pa,pa,p代1)ー差集合をもつという条件のもと

で次が知られている．次の結果は本来もっと一般的な’'半正則相対差集合’'のものであるがそれを

会合数 1 の場合に適用する．実際に知られている例は Z4X··•XZ4 と Zp X…xZpの場合だけ

であることに注意されたい．

◇ (Davis, 1992 [6]) exp(G) $ pヂ exp(U)

◇ {Pott, 1994 [48]) exp(G) $ p4 

◇ (Ma-Pott, 1995 [40]) exp(G) $ pヂ

◇ (Ma-Pott, 1995 [40]) a = 2 のときは G~ZpXZpXZpXZp である．

Case (c) spread 

この場合では位数がの群 Gがただ一つの直線を固定する．これを無限遠直線 looと見て

得られる位数 nのアフィン平面 T で，平行類 Cぃ ・・,Cn+1の各々の不変部分群 H;= {x E 

G I lx = l, Vl E C;}(l ::; i ::; n + 1)は群 G の spreadとなるまた， spreadを持つ有限

群は基本可換 p-群となる ([38]第 1章参照）．逆に，群 GがspreadH1,・・・,Hm+lをもつとき，

lP'= G, I.= {Hix I X E G} U ・ ・ ・ U {Hm+1X I X E G}に対して 1r= (P,L)は位数 m のアフィ

ン平面となり translationplaneと呼ばれる．ここでは Gの各元は右からの作用によって T の

collineationと同一視され凡は平行類 {H;xIx E G}の Gにおける不変部分群となる以上の

ことより Ca.se(c)の問題は素体 GF(p)上の 2m次元ベクトル空間 (n=pm)のspreadを決定す

る問題と同値である．この方法で膨大なアフィン平面が構成されている． m =1のときはデザル

グ平面だけであるが m=2のときは未決定である． Ca.se(c)の射影平面に関する詳細は [29],[38] 

を参照されたい

（注6)上に述べたように GはGのspreadが定めるアフィン平面の点上可移な collineation群と

なっているこれはのちに述べる可移平面の代表的な例となっている．

Case (d)：アフィン差集合

この場合には位数 n2-1の群 Gがただ一つの直線［と点 P(¢l)を固定する．直線 lo(t。#
l, p肛o)と点 Po(Po,:/ P, Pc。¢t)を選んで D= {x E GI Pc。xE lo}とおけば D は正規部分

群 U= {x E GI gx = g,'<lg 3 P, g EL}を禁止群とするアフィン差集合となる．

例 6F=GF(p2e)つK=GF(pりに対して G=F*（乗法群） :::::: Zp••-1, U = K*（乗法群）~ 
Zp• ー 1, D = {1 + kw I k EK}とおく．（wは乗法群 F*の生成元）このとき Dは Gの Uに関

する (pe+1,pe-1,pe,1)ー差集合（i.e.位数がのアフィン差集合）である．



位数  n のアフィン差集合に関して次の予想がある.

予想 6: 位数  n^{2}-1 の可換群がアフィン差集合を含めば巡回群でかつ  n が素数ぺきである.

巡回群であるという予想はアーベル群の場合は有限体の乗法群を用いて構成される上の例のも

の以外知られていないことによると思われる. 実際に可換アフィン差集合をもつ群の 2‐Sylow 群
は巡回群である ([2]). また, 次の定理はこの予想に一つの根拠を与えている.

 \circ (GarcianO‐Hiramine, 2001 [13])  \pi(m) で整数  m を割る素数全体の集合を表すとする.  \pi(w)\subset
 \pi(n) のとき  \pi=\pi((w-1, n^{2}-1)) に対して  G の Hall  \pi‐群を  H とおく. このとき,  \forall p\in

 \pi((n+1, w+1)) に対して  G の   l\succ‐rank Iま  log_{p}(|H|+2) 以下である.

予想 6 が正しければ  n\equiv 8(mod 16) のときは  n=8 が成り立つことになるが, これについて

は次の結果がある.

 \circ (  K.T . Arasu and A. Pott, 1992 [2])  n\equiv 8(mod 16) とする.  G がアーベル群ならば  n-1 は
素数べきである. また,  G が巡回群ならば  n-1 は素数である.

この結果は  n\equiv 8(mod 16) ならば  n=8 が成り立つことを暗示しているが未解決である.

Case(e):  (m^{2}+m+1, m^{2}-m, m^{2},1)‐差集合
この場合アーベル群では次の  n=4 のときに例が知られているのみである.

例 7  G=\langle x\rangle\simeq \mathbb{Z}_{14},   U=(x^{7}\rangle  \simeq Z_{2},  D=\{1, x, x^{4}, x^{6}\} とすると  D は  G の  U に関する

 (2^{2}+2+1,2^{2}-2,2^{2},1)‐差集合である.

非可換群の場合は群  \mathbb{Z}_{13}\cross Sym(3)  (n=9) に例がある ([10] 参照). 可換群のときは次の Ganley‐
Spence の結果が知られている.

 o (  M.J . Ganley and E. Spence, 1975 [10]) If  n>4 ならば  n は奇数であり, かつ素数べきでは
ない. さら (ニ,  n を害 |1 る素数  p は  p\equiv 1(mod 4) である.

Case (f) :Elation‐Homology  E^{1}

この場合に関しては次が知られている.

 o (A. Pott, 1994 [49]) Elation‐Homology 型では次が威り立つ.
(i)  n が偶数のときは  n は 2 べきで,  G の 2‐Sylow 群は基本可換 2 群である.

(ii)  n が奇数のときは  G の 2‐Sylow 群は巡回群である.
(iii)  n が素数のときは対応する平面はデザルグ平面である.
(iv)  n が平方数でなければ  n は素数べきである

Case(g):Homology‐Homology 型
この場合, 知られているのはデザルグ平面に対応するものだけである. また, これについては

 W.M . Kantor の研究がある. ([31] 参照)

Case (h) :
この場合は可換性の仮定なしに  n=4 に限ることが Ganley‐McFarland 1975 [11] により示さ

れて完全に決定された.

3. PTR (planar ternary rings)
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位数 nのアフィン差集合に関して次の予想がある．

予想 6:位数 n2-1の可換群がアフィン差集合を含めば巡回群でかつ nが素数べきである．

巡回群であるという予想はアーベル群の場合は有限体の乗法群を用いて構成される上の例のも

の以外知られていないことによると思われる．実際に可換アフィン差集合をもつ群の 2-Sylow群

は巡回群である ([2]）．また，次の定理はこの予想に一つの根拠を与えている．

◇ (Garciano-Hir皿 ine,2001 [13]},r(m)で整数m を割る素数全体の集合を表すとする． 1r(w) C 

1r(n)のとき 1T= 1r((w -1,n2 -1)）に対して G の Hall1r巣凌• H とおく．このとき， ¥:/pE 

1r((n + 1,w + 1)）に対して Gの1rrankは logp(IHI+ 2)以下である．

予想6が正しければn三 8(mod 16)のときは n=8が成り立つことになるが，これについて

は次の結果がある．

◇ (K.T. Arasu and A. Pott, 1992 [2]) n三 8(mod 16)とする． Gがアーベル群ならば n-1は

素数べきであるまた， Gが巡回群ならば n-1は素数である．

この結果は n三 8(mod 16)ならば n=8が成り立つことを暗示しているが未解決である．

Case (e): (mバm+l,m2-m,mい）差集合

この場合アーベル群では次の n=4のときに例が知られているのみである．

例 7 G = (x〉'.::'.Z14, U =〈X7〉'.::'.Z2, D = {1,x，が，が｝とすると D l:l:Gの U に関する

(22 + 2 + 1,22 -2,22, 1)差集合である．

非可換群の場合は群 Z13x Sym(3) (n = 9)に例がある ([10]参照）．可換群のときは次の Ganley-

Spenceの結果が知られている．

◇ (M.J. Ganley and E. Spence, 1975 [10]) If n > 4ならば nは奇数であり，かつ素数べきでは

ないさらに， nを割る素数 pはp三 1(mod 4)である．

Case (f} : Elation-Homology型

この場合に関しては次が知られている．

◇ (A. Pott, 1994 [49]) Elation-Homology型では次が成り立つ．

(i) nが偶数のときは nは2べきで， Gの2-Sylow群は基本可換 2群である．

(ii) nが奇数のときは Gの2-Sylow群は巡回群である．

(iii) nが素数のときは対応する平面はデザルグ平面である．

(iv) nが平方数でなければ nは素数べきである

Case (g) : Homology-Homology型

この場合，知られているのはデザルグ平面に対応するものだけであるまた，これについては

W.M. Kantorの研究がある．（［31]参照）

Case (h). 

この場合は可換性の仮定なしに n=4に限ることが Ganley-McFarland1975 [11]により示さ

れて完全に決定された．

3. PTR (planar ternary rings) 



位数  n の有限射影平面は  n‐集合を用いて”座標付け” されることが知られていて ([26] 参照) そ
こから得られる”代数系”  R は planar temary 加 ng (PTR) と呼ばれ 3 項演算  T(x, y, z) をもつ.
逆に PTR から射影平面が構或できる. また,  a+b=T(1, a, b) ,  ab=T(0, a, b) により 3 項演
算  T(x, y, z) から 2 項演算をもつ代数系  R(+, \cdot) を得るが, 一般にはこれから 3 項演算を復元で

きない. しかし,  R(+, \cdot) が”適度”の条件をみたすときはこれが可能で自然に PTR が構成され

て, したがって射影平面を得る. この適度の条件の一つが quasiffled と呼ばれる代数系である.

定義 有限集合  Q(+, \cdot) 力  i quasifield であるとは次の 4 条件をみたすことをいう :

(q1)  Q(+) は群.
(q2)  Q^{s}(\cdot) は loop(つまり, 単位元 1 をもち, 3 変数  x,  y,  z に関する方程式  xy=z のうち 2 変

数を定めれば残りは unique に定まる).

(q3) 右分配律をみたす.
(q4)  0x=0\forall x\in Q .

quasffield において  Q(+, \cdot) は基本可換 ?群であることが示される ([38]). 従って  Q の元数
 q(=|Q|) は素数べきである. quasffield  Q に対してアーベル群  G=QxQ と  q+1 個の部分群
 H_{a}=\{(x, y)|y=ax\}(a\in Q) と  H_{\infty}=\{0\}xQ を考えればこれらは  G の spread を与えて,

先に述べた quasiregular collineation groups の Case(c) に対応する.
1960 年代から 1980 年代にかけて非常に多くの射影平面が quasffield を構成するという方法で得

られた. 有限体は quasffield の特別な場合であるが, 有限体を変形することにより大量の quasffield
が得られたのであった  ([7][26][38]) . また quasffield と同値な概念として有限体上の偶数次元ベク
トル空間の分割である spr一を考えて多くの射影平面が得られた (  [7][38] 参照). quasffield の 4
条件において, (q2) を”  \overline{(q2)}Q^{s}(\cdot) は群 ” でおきかえたものは nearfield とよばれ, これは完
全に分類されている ([38] 参照). また, quasffield の条件 (q3) を”  \overline{(q3)} 左右分配律 ” でおき
かえたものは semifield とよばれ多くの例が知られている  ([7][32]) . 有限体は semffield の特別な
場合である. よく知られているように有限体の全自己同型群は巡回群であるが, semffield に関し
ては次の予想がある.

予想 7:semffield の全自己同型群は可解群である.

この予想については R. Liebler の結果がある ([37] 参照). また, semffield の定義から位数  p^{2}
の semffield は有限体となることが容易にわかる. 有限体でない位数  p^{3} の semffields が知られて

いるが  p^{3} の semifields はまだ分類されていない.

4. 可移平面

 \pi を位数  n の射影平面とする.  \pi の自己同型群  G が  \pi の点上可移であるとき  \pi を可移平面

(transitive plane) という. この場合  G が正貝り [こ作用 (したがって  |G|=n^{2}+n+1 ) するとき}こ [ま
Dembowski の分類定理の Case (a) に相当し,  G を Singer 群という. デザルグ平面は可移平面で
Singer 群をもつことが知られているが, これ以外には例が見つかつていない. また, アフイン平
面に対しても”可移平面” を同様に定義する. この両者を特に区別する場合にはそれぞれ transitive

projective plane, transitive affine plane のよう [こいう. (注 6) でのべたよう [こ translation plane
は可移アフィン平面である.

次は可移射影平面に関する最も基本的な予想である.

予想 8 可移射影平面はデザルグ平面に限る.
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位数 n の有限射影平面は n—集合を用いて’'座標付け’'されることが知られていて ([26] 参照）そ

こから得られる’'代数系’'Rはplanarternary ring (PTR)と呼ばれ 3項演算 T(x,y,z)をもつ．

逆に PTRから射影平面が構成できる． また， a+b=T(l,a,b),ab=T(O,a,b)により 3項演

算T(x,y,z)から 2項演算をもつ代数系 R(+,・)を得るが，一般にはこれから 3項演算を復元で

きない．しかし， R（+，・）が’'適度’'の条件をみたすときはこれが可能で自然に PTRが構成され

て， したがって射影平面を得る．この適度の条件の一つが quasifiledと呼ばれる代数系である．

定麟有限集合 Q(+，•)が quasifieldであるとは次の 4条件をみたすことをいう：

(ql) Q(＋)は群．

(q2) Q• （・）は loop（つまり，単位元 1 をもち， 3 変数 x,y,z に関する方程式初＝ zのうち 2変

数を定めれば残りは uniqueに定まる）．

(q3)右分配律をみたす．

(q4) Ox= 0'</x E Q. 

quasifieldにおいて Q(＋，・）は基本可換 p群であることが示される ([38]）．従って Q の元数

q(= IQ|)は素数べきである． quasifieldQに対してアーベル群 G=QxQとq+l個の部分群

Ha= {(x,y) I y = ax} (a E Q)とH00= {0} x Qを考えればこれらは Gのspreadを与えて，

先に述べた quasiregularcollineation groupsの Case(c)に対応する．

1960年代から 1980年代にかけて非常に多くの射影平面が quasifieldを構成するという方法で得

られた．有限体はquasifieldの特別な場合であるが，有限体を変形することにより大量のquasifield

が得られたのであった ([7][26][38]）．また quasifieldと同値な概念として有限体上の偶数次元ベク

トル空間の分割である spreadを考えて多くの射影平面が得られた ([7](38]参照）． quasifieldの4

条件において，（q2)を”石2)Q*(・)は群’'でおきかえたものは nearfieldとよばれ，これは完

全に分類されている ([38]参照）．また， quasifieldの条件 (q3)を'’百筍左右分配律’'でおき

かえたものは semifieldとよばれ多くの例が知られている ([7](32]）．有限体は semifieldの特別な

場合であるよく知られているように有限体の全自己同型群は巡回群であるが， semifieldに関し

ては次の予想がある．

予想 7: semifieldの全自己同型群は可解群である．

この予想については R.Lieblerの結果がある ((37]参照）．また， semifieldの定義から位数 p2

のsemifieldは有限体となることが容易にわかる有限体でない位数ゲの semifieldsが知られて

いるが付の semifieldsはまだ分類されていない．

4.可移平面

7rを位数 nの射影平面とする． 7rの自己同型群 Gが 7rの点上可移であるとき 1Tを可移平面

(transitive plane)という．この場合 Gが正則に作用（したがって IGI= n2+n+l)するときには

Dembowskiの分類定理の Case(a)に相当し， GをSinger群という．デザルグ平面は可移平面で

Singer群をもつことが知られているが，これ以外には例が見つかっていない．また，アフィン平

面に対しても’'可移平面”を同様に定義する．この両者を特に区別する場合にはそれぞれ transitive

projective plane, transit幻eaffine planeのようにいう． （注6)でのべたように translationplane 

は可移アフィン平面である．

次は可移射影平面に関する最も基本的な予想である．

予想 8可移射影平面はデザルグ平面に限る．



この予想に関しては次が示されている.

 \circ (U.  Ott,1975[47] , C. Ho, 1998 [22])  G が射影平面  \pi の可換な Singer 群であるとすると  \pi

はデザルグ平面かまた[ま  Aut(\pi)\triangleright G である.

直線  \ell とその上の点  P の組  (P, \ell) は flag と呼ばれる. 位数  n の射影平面にはちょうど
 (n+1)(n^{2}+n+1) 個の flags がある. この flags 全体の集合に可移に作用する  \pi の自己同型群
 G が存在するとき  \pi は flag‐tmnsitive であるという.

 o (W. Feit, 1990 [8]) flag‐transitive な位数  n の射影平面はデザルグ平面かまたは  8|n で  n は
2 べきでなくかつ  n^{2}+n+1 は素数である.

可移アフィン平面については次の予想がある.

予想 9: 可移アフイン平面の位数は素数べきである.

この予想は可移群がアーベル群のときもまだ未解決ではあるが, 可移群の位数が  n^{2} で割れるこ
とから, 群の情報が直接  n に関する情報となるので特に非可解群の場合は解決出来てもよいよう
に思う.

点  P と直線  g に対して  (P, g) ‐perspectivities の全体  G は自己同型群となる. この群が  P を
通る直線垣こ対して  \ell\backslash \{P\} 上可移となるとき  (P, \ell_{\infty}) ‐可移であるという.  (P, ℓ∞  )‐可移性に関
して次の予想がある.

予想 10 : 可移アフイン平面は  \ell_{\infty} 上のある点  P に対して  (P, ℓ∞  )‐可移である.

上の予想は可換な可移群の場合は正しいことが証明されている ([30]). また, 可移アフイン平
面については次のことが分かつている.

 o (J. Andre, 1954 [30] 参照) 可移アフイン平面が中心を無限遠直線外にもつ homology  (\neq 1) を
もてば translation plane であり特に位数は素数べきとなる.

 o (Ostrom‐Wagner, 1959 [30] 参照) アフイン平面の自己同型群が点上 2 重可移ならば translation
plane である.

 o (Wagner, 1965 [30] 参照) アフイン平面の自己同型群が直線全体上可移ならば translation plane
である.

 <\rangle (Kallaher‐Libler, 1970 [30] 参照) アフイン平面の白己同型群が置換群として点上 rank 3 に作
用すれば translation plane である.

 o (Hiramine, 1990 [18]) アフイン平面の自己同型群が点上原始的に作用すれば translation plane
である.

5. 射影平面の部分構造

Subplanes

位数  n の射影平面  \pi の部分構造でそれ自身が射影平面となっているものを  \pi=(P, L) の部分
平面 (subplane} という.  P の部分集合  S を部分平面ということがあるがこれ[ま   B=\{g\cap S|g\in

 L,  g\cap S\neq\phi\} とおくとき  (S, B) が部分平面である場合をいう. 部分平面  S(\neq P) の可能な位数
 m には次の制限がある.

 o (R. H. Bruck [26], [7])  n=m^{2} かまた[ま  n\geq m^{2}+m である.
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この予想に関しては次が示されている．

◇ (U. Ott,1975 (47], C. Ho, 1998 (22)) Gが射影平面 T の可換な Singer群であるとすると T

はデザルグ平面かまたは Aut(1r)1> Gである．

直線 iとその上の点 P の組 (P,£)は flagと呼ばれる．位数 nの射影平面にはちょうど

(n + l)(n2 + n + 1)個の flagsがある．この flags全体の集合に可移に作用する T の自己同型群

Gが存在するとき T はflag-transitiveであるという．

◇ (W. Feit, 1990 (8]) flag-transitiveな位数 nの射影平面はデザルグ平面かまたは 8|nで nは

2べきでなくかつ n2+n + 1は素数である．

可移アフィン平面については次の予想がある．

予想 9: 可移アフィン平面の位数は素数べきである．

この予想は可移群がアーベル群のときもまだ未解決ではあるが，可移群の位数が州で割れるこ

とから，群の情報が直接 nに関する情報となるので特に非可解群の場合は解決出来てもよいよう

に思う．

点 P と直線 gに対して (P,g)-perspectivitiesの全体 Gは自己同型群となる．この群が Pを

通る直線 fに対して e¥{P}上可移となるとき (P,e(X))ー可移であるという．（P,£(X)）五可移性に関

して次の予想がある．

予想 10: 可移アフィン平面は l(X)上のある点 Pに対して (P,£(X))ー可移である．

上の予想は可換な可移群の場合は正しいことが証明されている ([30]）． また，可移アフィン平

面については次のことが分かっている．

◇ (J. Andre, 1954 [30]参照）可移アフィン平面が中心を無限遠直線外にもつ homology(;;/ 1)を

もてば translationplaneであり特に位数は素数べきとなる．

◇ (Ostrom-Wagner, 1959 [30]参照）アフィン平面の自己同型群が点上2重可移ならば translation

planeである．

◇ (Wagner, 1965 (30]参照）アフィン平面の自己同型群が直線全体上可移ならば translationplane 

である．

◇ (Kallaher-Libler, 1970 [30]参照）アフィン平面の自己同型群が置換群として点上 rank3に作

用すれば translationplaneである．

◇ (Hiramine, 1990 (18]）アフィン平面の自己同型群が点上原始的に作用すれば translationplane 

である．

5.射影平面の部分構造

Subplanes 

位数 nの射影平面 T の部分構造でそれ自身が射影平面となっているものを 1r= (IP, IL)の部分

平面 (subplane}という．『の部分集合 Sを部分平面ということがあるがこれは B= {gnS I g e 

lL, g n S -:j; <I>}とおくとき (S,B)が部分平面である場合をいう．部分平面 S(i=IP)の可能な位数

m には次の制限がある．

◇ (R. H. Bruck [26], [7]) n ＝記かまたは n~ 記＋m である．



位数  n の射影平面  \pi=(P, L) に対して  P\subset S,  L\subset B とする. 結合構造  (S, B) が closed

configulahon であるとは次の 2 条件がみたされることを  \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} う.

(1)  P_{1},  P_{2}\in S(P_{1}\neq P_{2})\Rightarrow P_{1}P_{2}\in B
(2)  g_{1},g_{2}\in B(g_{1}\neq g_{2})\Rightarrow g_{1}\cap g_{2}\in S

 \pi の部分平面はすべて closed configulation である.

次は明らかである.  0 射影平面  \pi=(P, L) の任意の自己同型を  \sigma とする.  \sigma が固定する点集

合  Fix_{P}(\sigma) と直線集合  Fix\iota(\sigma) に対して (Fixp(σ),  Fix\iota(\sigma) ) は closed configulation である.

自己同型  \sigma の固定集合が部分平面になるとき  \sigma は planar であるという.

 o (R. Roth [7] 第 4 章参照) 射影平面  \pi=(P, L) の自己同型  \sigma が planar で固定集合が位数  m

の部分平面ならば  n=m^{2} または  n\geq m^{2}+m+2 が成り立つ.

部分平面については次の予想がある.

予想 11 : デザルグ平面でない任意の射影平面は位数 2 の部分平面をもつ.

Blocking Sets

定義  \pi=(P, L) を位数  n の射影平面とする.  P の部分集合  S 力  i blocking set であるとは任意の
直線  g\in L が  S およひ  S の補集合と交わることすなわち  S\cap g\neq\phi,   S^{\epsilon}\cap g\neq\phi が成り立つこ

とをいう.  b10 虫 ing set  S が minimal であるとは  S の任意の真部分集合が blocking set でない
ことをいう.

blocking set については詳細な研究が行われているが詳細は [20] を参照されたい. いくつかの
結果を紹介する.

 o (Von Neumann‐Morgenstern [20]) 位数が 2 より大きな射影平面は blocking set をもつ.

また位数  n の射影平面  \pi の blO&ing set の可能な大きさについては次の制限がある.

 o (A. A. Bruen, 1980  [5]+Hirschfeld' s book[20])
 n+\sqrt{n}+1\leq|S|\leq n\sqrt{n}+1 .

上二つの不等号で最初の等号が成り立つのは  S が Baer subplane のときで 2 番目の等号が成り

立つのは  \pi の部分構造として  S が unital (  (\sqrt{n}^{3}+1,  \sqrt{n}+1,1) ‐design) になるときである.

アフィン平面における blocking set も同様}こ定義してこれを affine blocking set という. これ
については次が成り立つ. ([20] 参照)

 |S|\geq 2n-1

この射影平面に関する講演は世話人である吉荒聡氏から特に”総括と展望” ということで準備するように依
頼を受けました. 総括の部分はある程度は書かせていただきましたが展望がないのではないかとお叱りを受
けそうです. そこで独断と偏見を許していただくことにしてこの稿で挙げた予想 1∼予想 11 について 21 世
紀中に解決するであろう (=解けそうな) 予想を書かせていただいて” 展望

 n

に代えさせていただきたいと思
います.

予想 5, 予想 9, 予想 6, 予想 10
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位数 nの射影平面 7r= (IP', IL)に対して IP'CS,IL C Bとする．結合構造 (S,B)が closed

configulationであるとは次の 2条件がみたされることをいう．

(1) P1,P2 ES (Pi-:/: P2) ＝:} P1P2 EB 

(2) 91,92 EB (91 # 92)＝=> 91n92ES 

T の部分平面はすべて closedconfigulationである．

次は明らかである． o射影平面 1r=(IP',IL)の任意の自己同型を oとする． oが固定する点集

合 Fixp(u)と直線集合 FixL(O）に対して (Fixp(u),FixL(u)）は closedconfigulationである．

自己同型 oの固定集合が部分平面になるとき oはplanarであるという．

o (R. Roth (7]第 4章参照） 射影平面 1r=(IP',IL)の自己同型 oが planarで固定集合が位数 m

の部分平面ならば n=m2または n~m2 +m+2が成り立つ．

部分平面については次の予想がある．

予想 11： デザルグ平面でない任意の射影平面は位数 2の部分平面をもっ．

Blocking Sets 

定● ,r= (IP, IL)を位数 nの射影平面とする． IPの部分集合 Sが blockingsetであるとは任意の

直線 gE lLが Sおよび Sの補集合と交わることすなわち sn g.;, <J,, sc n 9.;, <JJが成り立つこ

とをいう． blocking set Sが minimalであるとは Sの任意の真部分集合が blockingsetでない

ことをいう．

blocking setについては詳細な研究が行われているが詳細は [20]を参照されたいいくつかの

結果を紹介する．

◇ (Von Neumann-Morgenstern [20]）位数が 2より大きな射影平面は blockingsetをもっ．

また位数 nの射影平面 ,rの blockingsetの可能な大きさについては次の制限がある．

◇ (A. A. Bruen, 1980 [5]+ Hirschfeld's book [20]) 

n＋昴＋ 1~ ISi ~ n,,/n + 1. 
上二つの不等号で最初の等号が成り立つのは Sが Baersubplaneのときで 2番目の等号が成り

立つのは Tの部分構造として Sがunital(（,,fo,3+ 1, y'n + 1, 1)-design)になるときである．

アフィン平面における blockingsetも同様に定義してこれを affineblocking setという．これ

については次が成り立つ．（［20]参照）

ISi;:: 2n -1 

この射影平面に関する講演は世話人である吉荒聡氏から特に＂総括と展望’'ということで準備するように依
頼を受けました．総括の部分はある程度は書かせていただきましたが展望がないのではないかとお叱りを受
けそうです．そこで独断と偏見を許していただくことにしてこの稿で挙げた予想 1～予想 11について 21世

紀中に解決するであろう（＝解けそうな）予想を書かせていただいて＂展望”に代えさせていただきたいと思
います．

予想 5,予想 9,予想 6,予想 10
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