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はじめに

「20世紀の総括と展望」 ! 何とすばらしいシンポジウムの題名だろう. 数理研のホームページ
でこのシンポジウムの計画を知ったときの感想です. 同時に, ここで講演する人たちの顔触れを想
像して, とても楽しみに思ったのでした. ところが, 秋の学会で代表者の吉荒氏から, 講演をせよと
の依頼を聞いて, びっくり仰天でした. シンポジウムまであと 2P 月あまり, 総括と展望なとという
ことはとてもお話できるわけありません. (もっとも, それは期間がいくらあってもできるわけはあ
りませんが) 20 世紀から 21 世紀への橋渡のためには, この 10 年ほとの, Benson, Carlson, そして,
Rickard らによる無限生或加群がからむ理論をとりあげないわけにはいきません. その話をするに
は, 私にはとても力が足りません.

しかし, せっかくのお話ですし, 90 年に筑波大学で行われた多元環の表現論国際シンポジウムに
おいて Carlson が提出した加群の index に関する問題に奥山さんとの共同で前進がみられ, その仕
事の中で, 私が関わってきたコホモロジー環の計算で重要だった相対射影性も若干関係があるので,
報告させていただきたいという気持もありました. そこで, 吉荒さんのご希望からはずれるけれと
も, 講演をお願いした次第です. その機会を与えてくださったことを改めて心から感謝いたします.

以下,  k は標数  p\succ 0 の体を表わし,  G は位数が  p で割れる有限群とする. 以下の議論ではいく
つかの事実は無限次元の kG‐ 加群にもあてはまるし, この講演で紹介した Carlson‐Peng‐Wheeler
[13] では, 実際, 有限次元に限定していないのであるが, ここでは, やはり, 考える kG‐ 加群は特に断
らない限り, 有限生或であると仮定する. 有限生或右 kG‐ 加群のなす category を  mod(kG) で表わ
す. また, kG‐ 加群  M,  N に対して

 (M, N)=Hom_{k}(M, N)

 (M, N)c=Hom_{kG}(M, N)

とお  \langle . stable catgory を  \underline{mod}(kG) と表わし, kG‐ 加群  M,  N に対して m—od(kG) における射集合を
 \underline{(M,N)}_{G} と表わす.

1 コホモロジー環

定義 11 射影的 kG‐ 加群の完全系列

 P :. . .  arrow P_{n+1}h+1arrow P_{n}arrow n_{l}P_{n-1}arrow\cdotsarrow P_{1}
arrow\varphi_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}
が  Po/im\varphi 1\simeq M をみたすとき

 Parrow Mnarrow O
を  M の射影分解という. 特に各  n に対して

 0arrow ker\varphi_{n}arrow P_{n}arrow im\varphi_{\hslash}arrow 0

が射影被覆であるとき,  Parrow mMarrow O を  M の極小射影分解という. これは複体の同型を除いて
一意的である.
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相対射影性とコホモロジ一珊

愛媛大学理学部佐々木洋城(Sasaki,Hiroki) 

はじめに

「20世紀の総括と展望」！何とすばらしいシンポジウムの題名だろう．数理研のホームページ
でこのシンポジウムの計画を知ったときの感想です．同時に，ここで講演する人たちの顔触れを想

像して，とても楽しみに思ったのでした．ところが，秋の学会で代表者の吉荒氏から，講演をせよと

の依頼を聞いて，びっくり仰天でした．シンポジウムまであと 2ヶ月あまり，総括と展望などという
ことはとてもお話できるわけありません．（もっとも，それは期間がいくらあってもできるわけはあ
りませんが） 20世紀から 21世紀への橋渡のためには，この 10年ほどの， Benson,Carlson,そして，

Rickardらによる無限生成加群がからむ理論をとりあげないわけにはいきません．その話をするに

は，私にはとても力が足りません．

しかし，せっかくのお話ですし， 90年に筑波大学で行われた多元環の表現論国際シンポジウムに
おいて Carlsonが提出した加群の indexに関する問題に奥山さんとの共同で前進がみられ，その仕

事の中で，私が関わってきたコホモロジ一環の計算で重要だった相対射影性も若干関係があるので，

報告させていただきたいという気持もありました．そこで，吉荒さんのご希望からはずれるけれど

も，講演をお願いした次第です．その機会を与えてくださったことを改めて心から感謝いたします．

以下， Kは標数p> 0の体を表わし， Gは位数がpで割れる有限群とする．以下の議論ではいく

つかの事実は無限次元の kG—加群にもあてはまるし，この講演で紹介した Carlson-Peng-Wheeler
[13] では，実際，有限次元に限定していないのであるが，ここでは，やはり，考える kG—加群は特に断
らない限り，有限生成であると仮定する．有限生成右 kG—加群のなす category を mod(kG) で表わ
す．また， kG-加群 M,Nに対して

(M,N) = Ho叫 (M,N)

(M,N)G =Ho血 G(M,N) 

とおく． stablecatgoryを旦直(kG)と表わし， kG-加群M,Nに対して皿巫kG)における射集合を
(M,N)Gと表わす．

1コホモロジ一環

定義 1.1 射影的 kG—加群の完全系列

P:...→ Pn+1 ユ p"~ Pn-1 →...→ P1~R。
が Po/im<p1~ M をみたすとき

り0
P→ M→ O 

をM の射影分解という．特に各nに対して

0 → ker<pn→ Pn→ im<pn→ O 

が射影被覆であるとき， p~ら M-o を M の極小射影分解という．これは複体の同型を除いて
一意的である．



定義 la  M の射影分解

 \ldotsarrow P_{n+1}h+1arrow P_{\hslash}arrow hP_{n-1}arrow\cdotsarrow P_{1}
arrow\varphi_{1}P0arrow mMarrow O
に  (−,  N)G を施して coch滋  n 複体

  0arrow(M, N)Garrow\nu_{0}^{*}(P0, N)Garrow\varphi_{1}^{*}(P1, N)Garrow\cdots
 \ldotsarrow(P_{n-1}, N)carrow\varphi_{n}^{*}(P_{n}, N)G\varphi_{n+1}^{*}(P_{n+
1}, N)Garrow\cdots

が得られる. この cohomology 群を  Ext 群という:

 Ext_{kG}^{n}(M, N)=k\alpha\varphi_{n+1}^{*}/im\varphi_{n}^{*} .

 n=0 に対しては

欣 t_{kG}^{0}(M, N)=(M, N)_{G}
である.  Ext_{kG}^{n}(M, N) は  M の射影分解のとり方によらずに一意的に定まる.  M が射影的ならば

 Ext_{kG}^{n}(M, N)=0,  n\geq 1 .

 Ext_{kG}^{*}(M, N)=\oplus Ext_{kG}^{n}(M, N)n=0\infty
とおく.

 M の射影分解において  K_{n+1}=ker\varphi_{\hslash} とおけば

補題 Ll kG‐ 加群  M は射影的でないとする.  n\geq 1 に対して

 \simeq(\underline{\Omega^{n}M,N}) .

 \alpha\in Ext_{kG}^{n}(M, N) を表わす cocycle を  \hat{\alpha} :  \Omega^{n}Marrow N で表わす.

定義 1SkG‐ 加群  M に対して

 Ext_{kG}^{n}(k, M)=H^{n}(G, M) ,

  H^{*}(G, M)=\oplus H^{n}(G, M)n=0\infty
を  G の  M を係数加群とする cohomology 群とよぶ.

定義 L4 (Yoneda 結合積)  L,  M,  N を kG‐ 加群とする. 積

 Ext_{kG}^{n}(M, N)\otimes Ext_{kG}^{m}(L, M)arrow Ext_{kG}^{m+n}(L, N)
 \beta\otimes\alpha  \mapsto  \beta\alpha=[\hat{\beta}\circ\Omega^{n}\hat{\alpha} : \Omega^{m+n}Larrow N]

を Yoneda の結合積とよぶ. 結合積は bffinear, associative である. 特に  Ext_{kG}^{*}(L, L) は graded alge‐
bra になり,  Ext_{kG}^{*}(L, M) は  Ext_{kG}^{*}(M, M)‐IExtt。(L,  L ) 両側加群である.

定理 la(i)  Ext_{kG}^{*}(k, k)(=H^{*}(G, k)) は Nω由σian である.
(ii) Krull‐dim  H^{*}(G, k)=G の p‐rank.

(iii) kG‐ 加群  M,  N に対して  Ext_{kG}^{*}(M, N) は有限生或な  H^{*}(G, k)- 加群である.

以下, 体  k は代数的閉体であると仮定する.
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定義 1.2Mの射影分解

…→  Pn+l 立 P"~ Pn-1→…→  P1 ユ p。 ~M → 0 

に(-,N)Gを施して cochain複体

,；，i 
0 → (M,N)a → (Po, N)a→ (P1, N)G →・・・

外 "';+1
...→ (Pn-1, N)a → (Pn, N)a → (Pn+l, N)a → ・・・

が得られる．この cohomology群を Ext群という：

Ex如(M,N) = ker'P!+1/im<p!. 

n=Oに対しては

Extia(M, N) = (M, N)G 

である． Ext;6(M,N)は M の射影分解のとり方によらずに一意的に定まる． M が射影的ならば

Ext;6(M, N) = 0, n：：：： 1. 
00 

Ex如(M,N)＝EBEx如(M,N)
n=O 

とおく．

M の射影分解において Kn+l= leer仰とおけば

補題 1.1kG—加群 M は射影的でないとする． n ：：：： 1に対して

Ext品(M,N)= 竺旦笠G= （かM,N)r,•

a EEx如(M,N)を表わす cocycleをa：かM-→Nで表わす．

定義 1.3kG-加群M に対して

Ex如(k,M) = Hn(G, M), 

00 

が（G,M)＝④Hn(G,M)

n=O 

をGのM を係数加群とする cohomology群とよぶ

定義 1.4(Yoneda結合積） L,M,NをkG-加群とする．積

Ext:0(M, N) R Ext品(L,M)→ Exば (L,N)

/3 Ra t-→加＝［和咋： gm+nL→ N] 

をYonedaの結合積とよぶ．結合積は bilinear,associativeである．特にExt;0(L,L)はgradedalge-
braになり,Ex如(L,M)はExt;0(M,M)-Ext;0(L, L)両側加群である．

定理1.2 （i) Ext;0(k, k)(= H*(G, k)）はNeotherianである．

(ii) Krull-dimH*(G,k) = Gのp-rank.
(iii) kG-加群M,Nに対して Ext;0(M,N)は有限生成なが(G,k)ー加群である．

以下，体Kは代数的閉体であると仮定する．



 H(G)=\{\begin{array}{l}
\bigoplus_{n=0}^{\infty}H^{n}(G,k)
\bigoplus_{n=0}^{\infty}H^{2\iota}(Gk)
\end{array}
 p=2

 p>2

とおく.  M を kG‐ 加群とする. 写像

 \Phi_{M} :  H(G, k)arrow Ext_{kG}^{*}(M, M) ,

 \zeta=\hat{[\zeta}]\mapsto\hat{[\zeta}\otimes 1_{M}]

の核  acM=ker\Phi M は homogeneous イデアルである. さらに

 X_{G}(M)=\langle m\subset H(G)|m は  a_{G}M を含む極大イデアル}

とおく. 特に

 X_{G}(k)=X_{G}= {  m\subset H(G)|m は極大イデアル}
である.

定理 1.3 (i)  M が射影的であるためには  X_{G}(M)=\langle H^{+}(G)\} であることが必要十分である. こ
こで  H^{+}(G) は正の斉次元の和のなすイデアルで, variety  X_{G}(k) の中では 0 で表される)

(ii)  M が周期的であるためには  \dim Xc(M)=1 であることが必要十分である.

定理 1.4 kG‐ 加群  M,  N について

 X_{G}(M\otimes N)=X_{G}(M)\cap X_{G}(N) .

定義 L6  M,  N を kG‐ 加群とする. 元  \rho\in Ext_{kG}^{r}(M, N) をとる.  \rho\neq 0 ならば,  \rho は準同型  \hat{\rho} :
 \Omega^{r}Marrow N で表される. このとき, ある射影的 kG‐ 加群  P,  Q およびkG‐ 加群  L,  L' を適当に
とって, 完全系列

 0arrow\Omega^{r}Marrow N\hat{\rho}"\oplus Qarrow L'\betaarrow 0 ,  0arrow Larrow\alpha\Omega^{r}M\oplus Parrow N\hat{\rho}^{f}arrow O
で

 pr_{N}\circ\rho'\equiv\hat{\rho}'|\Omega^{r}M\neg\equiv\hat{\rho} ( mod 射影的準同型)

 L\simeq\Omega L' ⊕(射影的加群)

を満たすものを構戒できる. しかも, このような準同型  \alpha,  \beta およひkG‐ 加群  L,  L' は射影的準同型
および射影的加群を法として一意的である. そこで, 上のように, 射影的 kG‐ 加群  P およひkG‐ 加
群  L を選び,  \Omega^{0}L=\Omega L' を  L_{\rho} と定義する. 加群  L_{\rho} は  \rho\in Ext_{kG}^{r}(M, N) により一意的に定められ
る.  L の射影的直和因子を完全系列から取り除けば, (記号をっけ直して) 完全系列

 0arrow\Omega^{r}Marrow N\oplus Q\hat{\rho}"arrow\Omega^{-1}L_{\rho}arrow 0 ,

 0arrow L_{\rho}arrow\Omega^{r}M\oplus P ノ  Narrow 0 ,
 \Omega^{0}L_{\rho}=L_{\rho} ,  pr_{N}\circ\tilde{\rho}'\equiv\tilde{\rho}|\alpha M\equiv\hat{\rho} (moci 射影的準同型)

が得られる.

stable category の言葉を使えば, stable category における射  \rho :  \Omega^{r}Marrow N は distinguished
triangle

 \Omega^{r}Marrow Narrow L'arrow\Omega^{r-1}M\rho\underline{\beta}
\underline{\Omega^{-1}\alpha}

に埋め込まれる.  \Omega L' が  L_{\rho} である.
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饂。が(G,k)

H(G)＝｛起。茫(G,K)

p=2 

p>2 

とおく． M をkG-加群とする．写像

<l>M : H(G, k) ----+-Ext;0(M, M), 

g=［g]←→[{ R 1叫

の核的M=ker釘ヽは homogeneousイデアルである．さらに

知 (M)= {m c H(G) ImはaGMを含む極大イデアル｝

とおく．特に

知 (k)= XG = {m C H(G) Imは極大イデアル｝

である．

定理 1.3 （i) M が射影的であるためには XG(M)= { H+(G)｝であることが必要十分である．こ

こで H+(G)は正の斉次元の和のなすイデアルで， varietyX G(k)の中では 0で表される）

(ii) M が周期的であるためには dimXG(M)= 1であることが必要十分である．

定理 1.4kG-加群 M,Nについて

XG(M R N) = XG(M) n XG(N). 

定義 1.6M, NをkG-加群とする．元 pE Ext知(M,N)をとる． p=I=〇ならば， pは準同型p:
arM→ Nで表される．このとき，ある射影的 kG-加群 P,QおよびkG-加群 L,L'を適当に

とって，完全系列

?'.. _ ~ /3., ~ ~. a ~r.. _ _ ? 
0→ arM→ NcQ→ L'→ 0, 0 • L~OrM©P • N → O 

で

prN op''= fY四 M =P  (mod射影的準同型）

L~QL'@ （射影的加群）

を満たすものを構成できる．しかも，このような準同型 a,/3 およびkG—加群 L,L' は射影的準同型
および射影的加群を法として一意的である．そこで，上のように，射影的 kG—加群 P およびkG—加
群 Lを選び， n°L= OL'をLpと定義する．加群LpIi p E Ext知(M,N)により一意的に定められ
る． Lの射影的直和因子を完全系列から取り除けば，（記号をつけ直して）完全系列

p'' 
0→ nrM→ NcQ→炉Lp→ 0,

? 
0→ Lp→ arMcP→ N → 0, 

岱Lp=LかぺI....,prN°P=P心 M = P  (mod射影的準同型）

が得られる．

stable categoryの言葉を使えば， stablecategoryにおける射p:nrM —• Nはdistinguished
triangle 

nrM~N_Jら L'~nr-lM

に埋め込まれる． QL'がLpである．



 \rho=0 のとき, stable category における射0:  \Omega^{r}Marrow N は triangle

 \Omega^{r}Marrow Narrow L'arrow\Omega^{r-1}M0\underline{\beta}
\underline{\Omega^{-1}\alpha}

に埋め込まれる. この triangle を translate  \llcorner て , triangle

 Narrow L'arrow\Omega^{r-1}Marrow\Omega^{-1}N\underline{\beta}\underline{\Omega^
{-1_{\alpha}}}0

を得る. Carlson [11] Corollary 5.9 により,

 N\oplus\Omega^{r-1}M\simeq L' ⊕(射影加群)

である. よって,  \Omega L'\simeq\Omega N\oplus\Omega^{r}M を  L_{\rho} と定義する.

このように定義すると, 部分群  H について

 L_{\rho|H}\simeq L_{res_{H}} 2⊕(射影加群)
が成り立つ.

加群  L_{\rho} を  \rho\in Ext_{kG}^{r}(M, N) の Carlson 加群とよぶ.

 M の射影分解を

 \ldotsarrow P_{r}Marrow P_{r-1}Marrow\cdotsarrow P_{0}Marrow Marrow 0

とおく. 準同型  \hat{\rho}' :  \Omega^{r}M\oplus Parrow N と  0arrow\Omega^{r}M\oplus Parrow P_{r-1}M\oplus P との pushout

をつくれば, 拡大

 E_{\rho} :  0arrow Narrow\Omega^{-1}L_{\rho}\oplus P'arrow\Omega^{r-1}Marrow 0
が得られる. この拡大は  \hat{\rho} :  \Omega^{r}Marrow N と入射包絡  0arrow\Omega^{r}Marrow P_{r-1}M との pushout

から作られる拡大
 0arrow Narrow Xarrow\Omega^{r-1}Marrow 0
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p=Oのとき， stablecategoryにおける射〇： O'M-----+Nはtriangle

o P,  a-la 
gr M ~ N-=-L二 =gr-lM

に埋め込まれる．この triangleをtranslateして，triangle

p g-1ao  
N-二→ L'二＝＊ rf-1M＿炉N

を得る． Carlson[11] Corollary 5.9により，

Ne9rー！M：：：：： L'EB（射影加群）

である．よって， OL'：：：：： ON@O'MをLpと定義する．

このように定義すると，部分群 Hについて

L郎：：：：： L四 HP@（射影加群）

が成り立つ．

加群LpをpeExt知(M,N)のCarlson加群とよぶ．

M の射影分解を

...→ PrM → P,-1M→…→ PoM→ M → O 

とおく．準同型p':O'M EB P ---+ Nと0---+ O'M EB P ---+ P,-1M EB Pとの pushout

l [ 
『『0一g•MeP ―→ P曰MEB P--+ gr-1M―→O 

4 PO 」 II
0 ~ N-----+ o-1Lp EB P' 一→ gr-lM —→ O

l l 
゜ ゜をつくれば，拡大

Ep :0→ N →炉LpE9 p'→ gr-lM→ O 

が得られる．この拡大はr：幻M--+-Nと入射包絡0---+or M —-+ Pr-1Mとの pushout

0-g•M―→ P曰M―→ 0r-lM ―→ O

pl PO l II 
0)N)X)  g-lM-----+0 

から作られる拡大

0→ N→ X → 0r-lM→ O 



と同値である. 特に,  \rho\in H^{r}(G, k) に対しては拡大

 E_{\rho} :  0arrow karrow\Omega^{-1}L_{\rho}arrow\Omega^{r-1}karrow 0
が得られる.  \rho\in H^{r}(G, k) の Carlson 加群  L_{\rho} の重要性のひとつは次の定理にある.

定理 1.5  \rho\in H^{r}(G, k) に対して  \sqrt{a_{G}L_{\rho}}=\sqrt{\rho}, すなわち,  Xc(L_{\rho})=XG(\rho) が戒り立っ.

2  parameter*

定義 2.1  \{\zeta 1, \ldots, \zeta_{r}\} を cohomology 環  H^{*}(G, k) の homegeneous な元の集合とする.  H^{*}(G, k) が
 k[\sigma_{1}, \ldots, \sigma_{r}] 上有限生戒であるとき,  t\sigma_{1},  \ldots,  \sigma_{r} } を  H^{*}(G, k) の pとmeter 系という. これは ten‐
sor 積   L_{\zeta_{1}}\otimes\cdots ⊗L。が射影的であることと同値である.

定理 2.1 (Carlson [8] Theorem  A, 1985)  S を  G の Sylowp‐ 部分群とする.

 J= \sum_{H<G,p||G:H|}\mathfrak{s}t_{H}^{G}(H^{*}(H, k))
とおくと

 \sqrt{J}=.\sqrt{k\alpha[res_{Z(S)}.H(G,k)arrow H(Z(S),k)]}.

Benson [6], 1992, は, ここでは述べないが, 上の定理を精密にした. さらに, Carlson は Benson の
議論を用いて, ある条件をみたす parameter 系が存在することを示した. 定理を述べるために記号を
用意する.  G の  p‐rank は  r であるとする.  i=1,  \ldots,  r に対して

 d_{i}(G)= {  E<G|E は rank  i の基本可換 p‐ 群}
とおき.

 \ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}(G)=\{C_{G}(E)|E\in d_{i}(G)\}
とおく. このとき

定理 2.2 (Carlson[101 Proposition 2.4, 1993)  G の  p‐rank は  r であるとき,  H^{*}(G, k) の homoge‐
neous を parameter 系  \langle  \sigma_{1},  \ldots,  \zeta_{r}\} で次の条件をみたすものが存在する: 各  i=1,  \ldots,  r に対して

  \zeta_{i}\in\sum_{H\in\ovalbox{\tt\small REJECT} l_{i}(G)} 『 HG(H^{*}(H, k)) .

命題 2.3 (OkuyamaSasaki [181 Corollary 32,1998)  t\sigma_{1},  \ldots,  \zeta_{r}\rangle が上の条件をみたす homogene‐
ous を parameter 系のとき, tensor 積  L_{\zeta_{1}}\otimes\cdots\otimes L_{\zeta_{r-1}} は  \ovalbox{\tt\small REJECT}_{r}(G) 射影的である.

これは次の事実から得られる.

補題 2.4 (Okuyama‐Sasaki[181 Lemma 22)  \ovalbox{\tt\small REJECT} を  G の部分群の集合とし,  M を kG‐ 加群とする.
homogeneous を  \zeta\in H^{*}(G, k) がイデアル   \sum_{H\in Jl}tr_{H}^{G}(H^{*}(H, k)) に属し,  X_{G}(M)\cap X_{G}(\zeta)=\{0\}
(これは  M と  \zeta の Carlson 加群  L_{\zeta} の tensor 積  M\otimes L_{\zeta} が射影的であることと同値) ならば,  M は
 \ovalbox{\tt\small REJECT}- 射影的である.

注意 2.1 (i) 命題 23 は特に  r=2 のとき,  L_{\zeta_{1}} の直和分解に関するよい情報を与えてくれる. こ
れが [   81 における考察の基礎である.

(ii) 補題 2.4 は第 4 節で述べるように, Carlson‐Peng‐Wheeler [13] で一般化されてぃたが, 我々は
知らなかった.
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と同値である．特に， pE H'(G,k)に対しては拡大

Ep :0→ K →炉Lp→ gr-lk→ O 

が得られる． pE H'(G,k)のCarlson加群 Lpの重要性のひとつは次の定理にある．

定理 1.5p Eげ (G,k)に対してi石万：＝J7，すなわち， Xa(Lp)= Xa(P)が成り立つ．

2 parameter系

定義 2.1{ Sl,. ••,Sr} を cohomology 環 H*(G,k) の homegeneous な元の集合とする． H*(G,k) が
k[s1,.. ・, sr]上有限生成であるとき，｛（1,...,sr}をH*(G,k)のparameter系という．これは ten-
sor積 L1;1R… RLI;rが射影的であることと同値である．

定理2.1(Carlson [8] Theorem A, 1985) SをGのSylowp一部分群とする．

J = L tri(H*(H, k)) 
H<G,pl IG:HI 

とおくと

汀＝ Jker[resz(S) : HTG,K) -〉が(Z(S),k) ]. 

Benson [6], 1992,は，ここでは述べないが，上の定理を精密にした．さらに， CarlsonはBensonの
議論を用いて，ある条件をみたす parameter系が存在することを示した．定理を述べるために記号を
用意する． Gのp-rankはrであるとする． i= 1,…,rに対して

必(G)= {E <GI Eはranki の基本可換 p—群｝

とおき．

洸 (G)= {CG(E) IEE叫(G)}

とおく．このとき

定理2.2(Carlson [10) Proposition 2.4, 1993) Gのp-rankはrであるとき， H*(G,k)のhomoge-
neousなparameter系{Sl,…, gr }で次の条件をみたすものが存在する：各i= 1,...,rに対して

gi E Etr加(H*(H,k)). 
He冴 (G)

命題2.3(Okuyama-Sasaki [18) Corollary 3.2,1998) { Sl,…,sr}が上の条件をみたす homogene-
ousなparameter系のとき， tensor積L1;1R…RL1;,-1は尻；（G)射影的である．

これは次の事実から得られる．

補題2.4(Okuyama-Sasaki [18) Lemma 2.2）洸を Gの部分群の集合とし， M をkG-加群とする．
homogeneousなse H*(G,k)がイデアル LHe忽 trZ(H*(H,k)）に属し， XG(M)nXG(s)= {0} 
（これは M と5のCarlson加群 Lgのtensor積MRL1;が射影的であることと同値）ならば， M は
尻—射影的である．

注意2.1 (i)命題 2.3は特に r=2のとき， L1;1の直和分解に関するよい情報を与えてくれる．こ
れが [18]における考察の基礎である．

(ii)補題 2.4は第4節で述べるように， Carlson-Peng-Wheeler[13]で一般化されていたが，我々は
知らなかった．



3 相対射影性

有限群の表現論において部分群に関する相対射影性は基礎を構或する重要な理論である. Knörr
[15] はさらに, 部分群に関する相対射影被覆の概念を定義した.‐ これは長いあいだあまり使われて
こなかったが, 浅井氏はこの理論を極めて有効に用いて,  .Sylow2‐ 部分群が 2 面体群である有限群
の  mod 2 コホモロジー群の次元公式を得た. 論文 Asai [1] (received 1990) の序文の最初の部分を引
用しよう:

It has long been known that modules over modular group algebras have relatively projec‐
tive covers [7]. However only in rare instances has this fact been used effectively. In this
paper the relatively projective covers are used to obtain aformula for the dimensions of
cohomology groups.

この論文は相対射影性とコホモロジー論とを強く結ひ付けた最初の論文として, 記念碑的な意味を
持つと思う. 浅井氏と筆者は [21 (received 1992) で, さらに考察を進めて, Sylow 2‐ 部分群が 2 面体
群である有限群の  mod 2 コホモロジー環の構造を決定した.

奥山氏は毎年草津で行われている 「楽しい有限群の集い」 (「有限群サマーセミナー」 とも呼ば
れている) の第 2 回 (1990) において, 加群に関する相対射影性の概念を提出した ([161). 置換加群

 k_{H}^{G} , ここで,  G は有限群,  H は  G の部分群, に関する相対射影性は部分群  H に関する相対射影性と
一致する. そこでは準 2 面体群の mOd2 コホモロジー環において, 今日, Carlson らによって produc‐
tive と名付けられた性質をもつ元が存在することを指摘している. 筆者はその元を用いて, Sylow 2‐
部分群が準 2 面体群である有限群の  mod 2 コホモロジー環の構造を決定した ([21], received 1993).
筆者がこの原稿を Carlson に送ったことから Carlson らの加群に関する相対射影性の理論の研究が
始まった (Carlson‐Peng[12], received 1995). 奥山氏と筆者はさらに, Sylow 2‐ 部分群が wrea由ed
2‐ 群である有限群の  mod 2 コホモロジー環の研究に取り組み, その構造を決定できたが, それとと
もにそれまでの相対射影性の理論を整理して, 論文  Okuyama4asaki[181 (received 1998) にまとめ
た.

Carlson‐Peng‐Whoeler[131 (received 1997) はコホモロジー群における部分群からの transfer 写
像を一般化して, 加群によって定義される  transf\alpha 写像を定義した. 置換加群  k_{H}^{G} によって定義され
る transfer 写像の像は部分群  H からの transfer 写像の像に一致する.

以下では, Carlson‐Peng‐Wheeler [131 に基本的には基づきながら, 加群に関する相対射影性と
transfer 写像の基本的事項を整理したいと思う. Carlson‐Peng‐Whoeler を C‐P‐W と略記する.

3.1 Tensor  f1t dulallty

kG‐ 加群  W,  V に対して  (W, V) と tensor 積  W^{*}\otimes V は次によって kG‐ 加群として同型である:

 W^{*}\otimes Varrow(W, V)

 \xi\otimes v\mapsto f :  w-\xi(w)v .

この逆写像は次のように与えられる.  W の基底をひとつとり, {  w_{1},  \ldots,   w_{n}\rangle とおく. その双対基底
を  \langle w_{1}^{*}, \ldots, w_{n}^{*}\rangle とおく. このとき

 (W, V)arrow W^{*}\otimes V

  f \mapsto\sum.  w_{i}^{*}\otimes f(w_{i}) .
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3相対射影性

有限群の表現論において部分群に関する相対射影性は基礎を構成する重要な理論である． Knorr

[15]はさらに，部分群に関する相対射影被覆の概念を定義した．これは長いあいだあまり使われて

こなかったが，洩井氏はこの理論を極めて有効に用いて， Sylow2一部分群が2面体群である有限群

のmod2コホモロジ一群の次元公式を得た．論文Asai[1] (received 1990)の序文の最初の部分を引

用しよう：

It has long been known that modules over modular group algebras have relatively projec-

live covers [7]. However only in rare instances has this fact been used effectively. In this 

paper the relatively projective covers are used to obtain a formula for the dimensions of 

cohomology groups. 

この論文は相対射影性とコホモロジー論とを強く結び付けた最初の論文として，記念碑的な意味を

持つと思う．浅井氏と筆者は [2](received 1992)で，さらに考察を進めて， Sylow2一部分群が2面体

群である有限群の mod2コホモロジ一環の構造を決定した．

奥山氏は毎年草津で行われている「楽しい有限群の集い」（「有限群サマーセミナー」とも呼ば

れている）の第2回(1990)において，加群に関する相対射影性の概念を提出した ([16))．置換加群

瑶ここで， Gは有限群， HはGの部分群，に関する相対射影性は部分群 Hに関する相対射影性と

一致する．そこでは準2面体群の mod2コホモロジ一環において，今日，Carlsonらによって produc-

tiveと名付けられた性質をもつ元が存在することを指摘している．筆者はその元を用いて， Sylow2-

部分群が準2面体群である有限群のmod2コホモロジ一環の構造を決定した ([21),received 1993). 

筆者がこの原稿を Carlsonに送ったことから Carlsonらの加群に関する相対射影性の理論の研究が

始まった (Carlson-Peng[12), received 1995)．奥山氏と筆者はさらに， Sylow2—部分群が wreathed

2ー群である有限群の mod2コホモロジ一環の研究に取り組み，その構造を決定できたが，それとと

もにそれまでの相対射影性の理論を整理して，論文Okuyama-Sasaki[18) (received 1998)にまとめ

た．

Carlson-Peng-Wheeler [13) (received 1997)はコホモロジ一群における部分群からの transfer写

像を一般化して，加群によって定義される transfer写像を定義した．置換加群kgによって定義され

るtransfer写像の像は部分群 Hからの transfer写像の像に一致する．

以下では， Carlson-Peng-Wheeler[ 13]に基本的には基づきながら，加群に関する相対射影性と

transfer写像の基本的事項を整理したいと思う． Carlson-Peng-WheelerをC-P-Wと略記する．

3.1 Tensor積と dulallty

紐加群w,vに対して (W,V)とtensor積 W*RVは次によって kG-加群として同型である：

W*RV→ (W, V) 

sRVt→/: w ~ s(w)v. 

この逆写像は次のように与えられる． Wの基底をひとつとり，｛Wt,...,Wn}とおく．その双対基底

を｛叫，．．．， W；}とおく．このとき

(W, V) 一• W*RV 

ft-→区叫Rf(w;). 



 \overline{r}\Leftrightarrow 3.1 (C‐P‐W[131) kG‐lI#  M,  N,  k^{\backslash }XlfW\#\sim\sim \mathfrak{R}\prime\llcorner\tau\downarrow 
\mathcal{O})  \Pi\overline{-}\ovalbox{\tt\small REJECT} t_{c}^{r}X\vee\supset C\vee

 (M\otimes W, N)\simeq(M\otimes W)^{*}\otimes N

 \simeq(M^{*}\otimes W^{*})\otimes N

 \simeq M^{*}\otimes(W^{*}\otimes N)

 \simeq(M, W^{*}\otimes N)

を得る. これを

 \theta w :  (M\otimes W, N)Garrow(M, N\otimes W^{*})c

と定義する. 具体的に書き下す.  W の基底をひとつとり, それを {  w1,  \ldots,   w_{n}\rangle とする. その双対基
底を  \{w_{1}^{*}, \ldots, w_{n}^{*}\} とおく. 線型写像  f :  M\otimes Warrow N に対し

 \theta_{W}f :  Marrow N\otimes W^{*}

 a \mapsto\sum_{i=1}^{n}f(a\otimes w_{i})\otimes w_{i}^{*},  a\in M .

線型写像  g :  Marrow N\otimes W^{*} の  \theta w による逆像

 \theta_{W}^{-1}g:M\otimes Warrow N
は  a\in M の  g の(ae を

 g(a)= \sum_{i=1}^{n}b_{i}\otimes w_{i}^{*},  b_{i}\in N

とおけば

  \theta_{W}^{-1}g(a\otimes w)=\sum_{i=1}^{n}w_{i}^{*}(w)b_{i}
で与えられる.

補題 3.1 (C‐P‐W [131)  L,  M,  N,  U およひ  W を kG‐ 加群とし,  f :  Larrow M,  g :  Narrow U を
kG‐ 準同型とする. 次は可換である:

(i)

(ii)

以下で transfer 写像を定義するのであるが, その性質の多くは上の naturality に基づいてぃる.
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定義 3.1(C-P-W [13)) kG-加群 M,N，およびWに対して上の同型によって

を得る．これを

(MRW,N)：：：（MRW)*RN 

：：：（M*RW*)RN 

：：： M* R(W* RN) 

：：：（M, W* RN) 

0w: (MR W, N)a----. (M, NR  W*)a 

と定義する．具体的に書き下す． W の基底をひとつとり，それを{w1,..., Wn}とする．その双対基
底を{wr, …，吟｝とおく．線型写像f:M®W —~N に対し

0wf :M→ NRW* 
n 

a←→ Lf(aRwi)Rw1, aeM. 
i=l 

線型写像 g:M —+N®W* の Ow による逆像

0w1g: MRW→ N 

はaEMの gの像を

n 

g(a)＝Lb; Rw1, b; EN 
i=l 

とおけば
n 

0;1g(a R w)＝区叫(w)b;
i=l 

で与えられる．

補題3.1(C-P-W [13]) L, M, N, U および W を kG- 加群とし， f:L ―~ M,g: N —+ uを
kGー準同型とする．次は可換である：

(i) 

(ii) 

(fRlw)* 
(M R W, N)G ~ (L R W, N)G 

0wl l0w 
(M, N R W*)G ----::-----t (L, N R W*) 

f* 

(MRW,N)G 
g. 

(MRW,U)G 

吋 l(Jw 
(M,NR W*)a 〉(M,UR W*)a 

(g®lw•)• 

以下で transfer写像を定義するのであるが，その性質の多くは上の naturalityに基づいている．



32bansfer 写像と restriction 写像

定義 32  W を kG‐ 加群とする. evaluation 写像  \alpha w を

 \alpha w :  W^{*}\otimes Warrow k;\xi\otimes w\mapsto\xi(w)

と定義する. また, 単射  karrow(W, W);\lambda\mapsto\lambda 1w と同型  (W, W)\simeq W\otimes W^{*} との合或を  \sigma w と定
義する.  W の基底をひとつとり,  \langle  w1,  \ldots,  w_{n}\} とおく. その双対基底を  \langle  w_{1}^{*},  \ldots,  w_{n}^{*}\} とおく. この
とき,

 \sigma w :  karrow W\otimes W^{*};  1 arrow\sum_{i}w_{i}\otimes w_{i}^{*} .
これらはいずれも kG‐ 準同型である.

注意 3.1 σW∼→W⊗W*Iよ写像  \alpha w の双対

 \alpha w^{*}:  karrow(W^{*}\otimes W)^{*}\simeq W\otimes W^{*}

と一致する.

定義 3∼(C々‐W [131)  M,  N およひ  W を kG‐ 加群とする. 次は可換である:

同型  \theta w :  (M\otimes W, N\otimes W)carrow(M, N\otimes W\otimes W^{*})G と  (1N\otimes\alpha W)_{*}:  (M, N\otimes W\otimes W^{*})Garrow
 (M, N)G との合或を  W^{W} と定義する:

 n^{W} :  (M\otimes W, N\otimes W)Garrow(M, N)G;f\mapsto(1N\otimes\alpha w)\circ\theta wf.

具体的に書き下す.  \langle w1, \ldots, w_{n}\rangle を  W の基底とし, その双対基底を {  w_{1}^{*},  \ldots,   w_{n}^{*}\rangle とおく. このと
き,  f :  M\otimes Warrow N\otimes W に対して  a\otimes wj の  f による像を

 f(a \otimes w_{j})=\sum_{i}b_{ij}\otimes w_{i},  a\epsilon M ,  bり\in N

と表せば

 R^{W}f :  a arrow\sum_{i}b_{ii} .

写像  Tr^{W} は射影的写像を射影的写像にうつし, cohomology 群の準同型をひきおこす:

 n^{W} :  Ext_{kG}^{r}(M\otimes W, N\otimes W)arrow Ext_{kG}^{r}(M, N) .

写像  Tr^{W} を transfer 写像とよぶ.

補題 32  W=w_{1}\oplus W_{2} を kG‐ 加群の直和とする. kG‐ 加群  M,  N に対して

 M\otimes W_{j}--M\otimes W_{j} ,

 \backslash \iota_{j}  \nearrow\pi_{j}
 M\otimes W .

 N\otimes W_{j}--N\otimes W_{j}

 \backslash _{\iota_{\acute{j}}}  \nearrow\pi_{\acute{j}}
 N\otimes W
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3.2Transfer写像と restriction写像

定義 3.2W を kG—加群とする． evaluation 写像 aw を

aw : w• R W - k; ~ R w •• ~(w) 

と定義する．また，単射 k —~ (W,W)；入←→入lwと同型 (W,W) ~ WRW*との合成を CIWと定

義する． Wの基底をひとつとり，｛wぃ．．， Wn}とおく．その双対基底を {w;，…,W;}とおく．この

とき，

6w:K →WR  W*; 1→こ期Rwi・

これらはいずれも kG-準同型である．

注意3.1uw : k ---. W R W拿は写像awの双対

aw* : k - (W* R W)*：：：：： WRW* 

と一致する．

定義 3.3（C-P-W[13)) M, Nおよび WをkG-加群とする．次は可換である：

Ow 
(M R W, N R W)o.....:.:...+ (M, N R W R W*)a 

吋 l(lN釦 w).

(M R W R W*, N)a ---::-=-::--+ 
(1MOw)・(M, N)a 

同型0w:(MRW,NRW)a - (M,NRWRW％と（lNRaw)が (M,NRWRW*)G---.
(M,N)aとの合成を Trwと定義する：

Trw : (M R W, N R W)G→ (M, N)a; I i---+-ONR aw)o0w f・

具体的に書き下す．｛W1,… ,Wn}をWの基底とし，その双対基底を {w;,…，呪｝とおく．このと

き， f:MRW→ NRWに対して aRWjのfによる像を

/(aR Wj) = Lbij R w;, a e M,bij e N 

と表せば

Tr巧： a →江•
I 

写像Trwは射影的写像を射影的写像にうつし，cohomology群の準同型をひきおこす：

Trw: Ext知(MRW,NRW)→ Ext知(M,N).

写像Trwをtransfer写像とよぶ

補題3.2W= W1 EB防を kG-加群の直和とする． kG-加群M,Nに対して

MRWJ=MRWJ,  NRW1=NRW1  

＼／入/
MRW  NRW  



とおく. このとき

 Ext_{kG}^{n}(M\otimes W, N\otimes W)\simeq\oplus^{2}Ext_{kG}^{n}(Ml,j=1 @Wl, 
N\otimes Wj)
 \alpharightarrow(\alpha lj),  \alpha\iota j=\pi_{l*}'\iota_{j}^{*}(\alpha)\in Ext_{kG}^{n}(M\otimes Wj, 
M\otimes W\iota) .

この対応のもとで

 Tr^{W}(\alpha)=R^{W_{1}}(\alpha 11)+Tr^{W_{2}}(\alpha 22) .

補題 3.3  f :  Larrow M,  g:Narrow U を kG‐ 加群の準同型とする. 次は可換である:

(i)

 W)

(fi)

定義 3.4  M,  N およひ  W を kG‐ 加群とする. kG‐ 槃同型  f :  Marrow N に対し  f\otimes 1w :   M\otimes

 Warrow N\otimes W を対応させる写像を  Resw と表す:

 Resw :  (M, N)Garrow(M\otimes W, N\otimes W) ;

 f\mapsto f\otimes 1_{W} .

写像  Resw は射影的写像を射影的写像にうつし, cohomology 群の準同型をひきおこす

 Resw :  Ext_{kG}^{r}(M, N)arrow Ext_{kG}^{r}(M\otimes W, N\otimes W) .

 Resw を restriction 写像とよぶ.

注意 3.2 上の写像を restriction 写像と呼ぶのは筆者だけかも知れない. また, transfer 写像  Tr^{W} は
C‐P‐W では “ Trw" と記されている. 筆者が上の写像を restriction 写像と呼ひ, transfer 写像を  Tr^{W}
と記す理由は補題 36, 補題 37, およひ, 補題 3 祐である.

補題 3.4  f :  Larrow M,  g:Narrow U を kG‐ 加群の準同型とする. 次は可換である:

(i)

 W)
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とおく．このとき

2 

Ex如(MRW,NRW戸④Ex如(MRW1,NR Wj) 
l,j=l 

a ⇔ (alj), alj=冗しり(a)E Ex如(MRWj,MR W1). 

この対応のもとで

Trw (a)= Trw1(au) + Trw2(a22). 

補題3.3f : L ---+-M, g: N→ UをkG-加群の準同型とする．次は可換である：

(i) 

(ii) 

Ext知(M,N)

Trw r 

f* Ext知(L,N)

rTrw 

Ext知(MR W, N R W) ~ Ext知(LRW,NRW)
(fRlw)* 

Ext知(M,N)

Trw i 
g. 

Ext知(M,U)、

ITrw 

Extk0(M R W, N R W) ~ Ext知(MRW,URW)
(gRlw)* 

定義 3.4M, Nおよび W をkG-加群とする． kG-準同型 f:M 一+Nに対し fRlw:MR
W → NRWを対応させる写像を Reswと表す：

Resw: (M,N)o -(MRW,NRW); 

f ←→ f R lw. 

写像Reswは射影的写像を射影的写像にうつし，cohomology群の準同型をひきおこす：

Resw: Ext知(M,N)一+Ext知(MRW,NR W). 

Reswをrestriction写像とよぶ．

注意 3.2上の写像を restriction写像と呼ぶのは筆者だけかも知れない．また， transfer写像Trwは

C-P-Wでは ‘'Trw＂と記されている．筆者が上の写像を restriction写像と呼び， transfer写像を Trw
と記す理由は補題3.6，補題 3.7,および，補題3.16である．

補題3.4f: L―→ M,g:N一+UをkG-加群の準同型とする．次は可換である：

(i) 

Ext知(M,N)

吋
f* 

Ext知(L,N)

lResw 
ExtkG(M R W, N R W) ~Extん(L® W,NR W) 

(fRlw)* 



補題  3S (推移律)  M,  N,  W および  X を kG‐ 加群とする.

(i) ( \triangleright P-W[13] Proposition  3S)  \alpha ansfer 写像  T1^{X} :  Ext_{kG}^{r}(M\otimes W\otimes X, N\otimes W\otimes X)arrow
 Ext_{kG}^{r}(M\otimes W, N @W) およひ  Tr^{W} :  Ext_{kG}^{r}(M\otimes W, N\otimes W)arrow Ext_{kG}^{r}(M, N) について

 R^{W_{o}}Tr^{X}=Tr^{W\Phi X} .

(ii) restriction 写像  Resw :  Ext_{kG}^{r}(M, N)arrow Ext_{kG}^{r}(M\otimes W, N\otimes W) およひ  Resx :  Ext_{kG}^{r}(M\otimes
 W,  N\otimes W)arrow Ext_{kG}^{r}(M\otimes W\otimes X, N\otimes W\otimes X) について

 {\rm Res}_{W^{O}} Resx  ={\rm Res}_{W\Phi X} .

(iii)   aansf\alpha 写像  R^{W} :  Ext_{kG}^{r}(M\otimes W, N\otimes W)arrow Ext_{kG}^{r}(M, N) およひ restriction 写像  Resw :
 Ext_{kG}^{r}(M, N)arrow Ext_{kG}'(M\otimes W, N\otimes W) について

 R^{W}\circ Resw=\dim W\cdot 1Hxp_{G}(M,N) .

補題 3.6 (Frobenlus の相互律)  L,  M,  N,  U およひ  W を kG‐ 加群とする.  \eta\in Ext_{kG}^{r}(L, M),  \zeta\in

 Ext_{kG}^{s}(M\otimes W, N\otimes W),  \xi\in Ext_{kG}^{t}(N, U) に対して

.  R^{W}(\zeta Res_{W}\eta)=R^{W}\zeta\cdot\eta ,

 n^{W}({\rm Res}_{W}\xi\cdot\zeta)=\xi Tr^{W}\zeta .

補題 3.7 (Mackey 公式) kG‐ 加群  M,  N,  W およひ  X に対して

系 31  L,  M,  N,  W およひ  X を kG‐ 加群とする.  \zeta\in Ext_{kG}^{r}(M\otimes W, N\otimes W) およひ  \eta\in Ext_{kG}^{s}(L\otimes
 X,.M\otimes X) に対して

 R^{W\Phi X} (  {\rm Res}\chi\zeta\cdot Resw  \eta)  =n^{W}\zeta\cdot R^{X}\eta .

系 3.9 ( \propto P-W[13] Proposition 3.4)  W およひ  X を kG‐ 加群とする.  \zeta\in Ext_{kG}^{r}(W, W) および
 \eta\in D tkl。(X,  X) に対して

 n^{W\Phi x_{(\zeta\cup\eta)=Tr^{W}\zeta\cdot Tr^{X}\eta}} .

注意   3STr^{W}\zeta を  \zeta^{W},  Resw\eta を  \eta w なとと表せば, 例えばFrobenius の相互律は次のように表さ
れる :

 (\zeta\cdot\eta_{W})^{W}=\zeta^{W}\cdot\eta ,

 (\xi_{W}\cdot\zeta)^{W}=\xi\cdot\zeta^{W} .

補題 36(Frobenius の相互律) により
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Ext知(M,N)

Reswl 

g* Ext知(M,U)

lResw 
Ext知(MR W, N R W) ~ ExtkG(M R W, U R W) 

(gRlw). 

補題3.s（推移律） M,N,WおよぴXをkG-加群とする．

(i) (C-P-W (13) Proposition 3.3）transfer写像T#： Ext知(MR W R X, N R W R X)一→

Ext知(MRW,NRW)およびTrw:Ext知(MRW,NRW)―→ Ext知(M,N)について

Tr見 Trx= TrWRX. 

(ii) restriction写像Resw:Ext知(M,N) ~ ExtkG(M R W, N R W) 1-3 J: rJ Resx : Ext知(MR

W,NRW) ~ Ext知(MRWRX,NRWRX)について

Resw o Resx = Resw0x. 
(iii) transfer写像Trw: ExttG(M R W, N R W) ~ Ext知(M,N)およびrestriction写像Resw:

Ex如(M,N)→ Extん(MRW,NRW)について

Tr凡 Resw= dim W•l氏1ta(M,N) ・

補題 3.6(Frobenius の相互律） L,M,N,U および W を kG—加群とする．,, E ExtkG(L, M), t E 

Ex知(MR W,N R W),~ e Ext知(N,U)に対して

Tr%Reswn) ＝ Trwg•n, 

Trw (Resw ~-n = ~ Trw t. 

補題 3.7(Mackey 公式） kG—加群 M,N,W および X に対して

Ext~0(M R W, N R W) 
TrW 

吋
Extん(M,N)

lResx 
Ext知(MRWRX,NRWRX)ー→ExtkG(MR X, N R X) 

TrW 

系3.8L,M,N,WおよびXをkG-加群とする．("e ExtkG(MRW, NRW)およびTJE ExtiG(LR 

X,MRX)に対して

TrWRX(Resx {・ Resw q) = Trw {, Trx TJ, 

系3!J(C-P-W [13) Proposition 3.4) WおよびXをkG-加群とする．("e Ext知(W,W)および

TJ e ExtiG(X, X)に対して

TrWox(CUn)＝Trwg.TXn. 

注意3.3TrWgをgW,Reswnをnwなどと表せば，例えばFrobeniusの相互律は次のように表さ

れる：

補題3.6(Frobeniusの相互律）により

(C・nw)W = 5W.n, 
(~w·{) w = ~ ・{凹



命題 3.10 (C‐P‐W [131 加roposition 4.1) kG‐ 加群  M,  N およひ  W について

 a_{G}W\cdot R^{W}(Ext_{kG}^{*}(M\otimes W, N\otimes W))=0.

定義 3.5  \rho\in Ext_{kG}^{*}(k, k) について

 \rho\in a_{G}(L_{\rho})

のとき,  \rho は productive であるという.

 \rho\in Ext_{kG}^{*}(k, k) が productive ならば, 命題 310により,  \rho は  Tr^{L_{\rho}}(Ext_{kG}^{*}(M\otimes L_{\rho}, N\otimes L_{\rho})) を零
化する:

 \rho\cdot Tr^{L_{\rho}}(Ext_{kG}^{*}(M\otimes L_{\rho}, N\otimes L_{\rho}))=0.

補題 3.11 (i)  p>2 ならば任意の  \rho\in Ext_{kG}^{*}(k, k) は productive である.
(ii) 任意の  \rho\in Ext_{kG}^{*}(k, k) について  \rho^{2}\in ac(L_{\rho}) .

また, 命題 3.10 により,  \rho\in Ext_{kG}^{*}(k, k) がre即lとならば

 Tr^{L_{\rho}}(Ext_{kG}^{*}(L_{\rho}, L_{\rho}))=0
であるが, 実はこの逆も成り立つ.

補題 3.12  \rho\in Ext_{kG}^{*}(k, k) がregular であるためには

 Tr^{L_{\rho}}(Ext_{kG}^{*}(L_{\rho}, L_{\rho}))=0
であることが必要十分である.

これが成り立つのは次の定理による.

定理 3.13 (Sasaki [221)  M,  N , および  U を kG‐ 加群とする.  \rho\in Ext_{kG}^{r}(M, N) と  \varphi\in Ext_{kG}^{n}(N, U)
について,  \varphi\rho=0 ( r=n=0 のときは  \varphi\rho= 射影的) ならば,

 \varphi\in im[Tr^{L_{\rho}} : Ext_{kG}^{n}(N\otimes L_{\rho}, U\otimes L_{\rho}
)arrow Ext_{kG}^{n}(N, U)] ;

 \rho\in im[Tr^{L_{\varphi}} : Ext_{kG}^{\gamma}(M\otimes L_{\varphi}, N\otimes 
L_{\varphi})arrow Ex\zeta_{kG}(M, N)] .

系 314  M,  N を kG‐ 加群とする.  \rho\in Ext_{kG}'(k, k) と  \varphi\in Ext_{kG}^{n}(M, N) について,  \varphi\rho=0 ならば,
 \varphi は  Tr^{L_{\rho}} :  Ext_{kG}^{n}(M\otimes L_{\rho}, N\otimes L_{\rho})arrow Ext_{kG}^{n}(M, N) の像である.

系 3.15  M,  N を kG‐ 加群とする.  \varphi\in Ext_{kG}^{\gamma}(M, N) が斉次元  \rho 1,  \ldots,  \rho\iota\in Ext_{kG}^{+}(k, k) で零化され
れば,  L=L_{\rho 1}\otimes\cdots\otimes L_{\rho_{l}} とおくと,  \varphi^{t} は  Tr^{L} :  Ext_{kG}^{rt}(M\otimes L, N\otimes L)arrow Ext_{kG}"(M, N) の像で
ある.

3.3 部分群と transfer 写像, restriction 写像

ここでは, 加群によって定義される transfer 写像や restriction 写像と通常の部分群からの transfer
写像や部分群への restriction 写像との関係を述べる.  H を  G の部分群とする.  \{t1=1, t2, \ldots, t_{n}\}
を   H\backslash G=\{Hg|g\in G\rangle の完全代表系とする.

 V を kG‐ 加群,  W を kH‐ 加群とする.  (V, W^{G})G と  (VH, W)H は次によって同型である:

 (V, W^{G})_{G}arrow(V_{H}, W)_{H}

 f\mapsto f' :  a\mapsto w_{1},  a\in V
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命題3.10(C-P-W (13] Proposition 4.1) kG-加群 M,Nおよび W について

aGW•Trw(ExtkG(M R W, N R W)) = 0. 

定義 3.5p E ExtkG(k, k)について

P E的 (Lp)

のとき， pはproductiveであるという．

p EEX知(k,k)がproductiveならば，命題 3.10により，pはTrLP(Ext;G(MRLp,NRLp))を零

化する：

p•Trら (ExtZG(M R Lp, N R Lp)) = 0. 

補題3.11 (i) p > 2ならば任意の pE ExtkG(k, k)はproductiveである．

(ii)任意の pE ExtkG(k, k)について炉 EOG(Lp). 

また，命題 3.10により， pE ExtkG(k, k)がregularならば

TrLP(ExtZG(Lp, Lp)) = 0 

であるが，実はこの逆も成り立つ．

補題3.12p E ExtkG(k, k)がregularであるためには

Trら(ExtkG(Lp,Lp)) = 0 

であることが必要十分である．

これが成り立つのは次の定理による．

定理3.13(Sasaki [221) M, N，および UをkG-加群とする． pE Ext知(M,N)と<pEExtkG(N, U) 
について,<pp = 0 (r = n = 0のときは仰＝射影的）ならば，

<pE im [TrLP : Ext知(NRLp,URLp)→ Ex心(N,U)]; 

p E im [TrL"': Ext知(MR Lip, N R Lip)→ Ex知(M,N)]. 

系3.14M, N をkG-加群とする． pe Ext知(k,k)と<pEExt知(M,N)について，仰＝ 0ならば，

<pはTrら： ExtZG(MR Lp, N R Lp)→ ExtkG(M, N)の像である．

系3.15M, N をkG-加群とする・ <pEExt知(M,N)が斉次元Pl,…,PtE ExliG(k, k)で零化され

れば， L= Lp1 R・・・ RLp、とおくと'<plはTrL:Ext品(M®L,N®L) 一~ Ext品(M,N)の像で

ある．

3.3部分群と transfer写像，restriction写像

ここでは，加群によって定義される transfer写像や restriction写像と通常の部分群からの transfer

写像や部分群への restriction写像との関係を述べる． H をGの部分群とする．｛ti=l,t2,...,tn} 
をH¥G= { Hg I g E G}の完全代表系とする．

V を kG—加群， W を kH—加群とする．（V, WG)Gと(VH,W)Hは次によって同型である：

(V, WG)Gー→ (VH,W)H 

f ←+!':a←→ w1, a e V 



ここで,  f(a)= \sum_{i}w_{i}\otimes ti . この逆写像は次によって与えられる :

 (V_{H}, W)_{H}arrow(V, W^{G})_{G}

 g- \hat{g}:a\mapsto\sum_{i}g(at_{i}^{-1})\otimes t_{i},  a\in V .

さて,  M,  N を kH‐ 加群として, 上の同型を  V=M\otimes k_{H}^{G},  W=N とし, 同型

 N^{G}\simeq N\otimes k_{H}^{G} ;  a\otimes t_{i}\mapsto ati\otimes 1\otimes ti

を用いて書き表してみる.

 \Psi :  (M\otimes k_{H}^{G}, N\otimes k_{H}^{G})Garrow(M\otimes k_{HH}^{G}, N)H
 f-f' :   \sum_{i}a_{i}\otimes 1\otimes t_{i}\mapsto b_{11},  a\in M

ここで,

 f(a_{i} \otimes 1\otimes t_{i})=\sum_{l}b_{li}\otimes 1\otimes t_{l} .
 \Phi :  (M\otimes k_{HH}^{G}, N)Harrow(M\otimes k_{H}^{G}, N\otimes k_{H}^{G})G

 g- 『:  a \otimes 1\otimes t_{j}\mapsto\sum_{i}g((a\otimes 1\Phi l_{j})t_{i}^{-1})t_{i}
\otimes 1\otimes t_{i},  a\in M] .

定義 3.6 (C‐P‐W[131) 上の記号の Tで,  M と  M\otimes k_{H}^{G} との間の kH‐ 加群としての射影と入射

 \pi u :  M \otimes k_{H}^{G}arrow M;\sum_{i}a_{i}\otimes 1\otimes t_{i}\mapsto a_{1},  a_{i}\in M

 \iota_{M} :  Marrow M\Phi k_{H}^{G};a\mapsto a\otimes 1\otimes 1, a  \epsilon M

を考える. これらの引き起こす線型写像  \pi M^{*} :  (M, N)Harrow(M\otimes k_{H}^{G}, N)H;f-f\circ\pi および
 \iota M^{*} :  (M\otimes k_{H}^{G}, N)Harrow(M, N)H;g-g\circ\iota と上の  \Phi およひ  \Psi との合或をそれぞれ  \phi,  \psi と定
義する.

具体的には次の通り:

 \phi :  (M, N)Harrow(M\otimes k_{H}^{G}, N\otimes k_{H}^{G})G
 g\mapsto\varpi:a\otimes 1\otimes ti\mapsto g(at_{i}^{-1})ti\otimes 1\otimes ti] ,

 \psi :  (M\otimes k_{H}^{G}, N\otimes k_{H}^{G})Garrow(M, N)H

 f \mapsto[f' : a\mapsto b_{11}, f(a\otimes 1\otimes t_{1})=\sum_{i}b_{i1}
\otimes 1\otimes t_{i}] .

明らかに

 \psi\circ\phi=identity on  (M, N)H .
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ここで， J(a)= Li w;⑭ t;．この逆写像は次によって与えられる：

(VH, W)H ___. (V, WG)G 

g ~ g:a ~ Lg(at;-1) Rt;, a e V. 

さて， M,NをKが加群として，上の同型を V=MRkZ, W=Nとし，同型

炉：：NR瑶；aOtjI----+atj⑭ lRIj

を用いて書き表してみる．

"': (M R kZ, N R k⑫)G → (MRk伽，N)H

I ←➔ I': La; R l R t; 1-→bu, a EM  

ここで，

/(a;R 1 Rt;) =}:buR 1 Rt1・

中：（M®k知， N)H → (M®k~,N®k肋）G

g I---+ぽ：aRlRt)← }:g((aR1 Rり）t;-1)t;R 1 R t;, a EM]. 

定義 3.6(C-P-W [13]）上の記号の下で， M と M®瑶との間の kH• 加群としての射影と入射

1CM: MR瑶→ M；江R1 R t; 1----+ a1, a; e M 

LM :M→ MR瑶；ai-→ aR 1 R 1, a e M 

を考える．これらの引き起こす線型写像1CM*: (M, N)H ---+-(M R kZ, N)H; I←→ fぷおよび

心：（MRkZ,N)H→ (M, N)H; gt---+ g。ヽと上の中およびlとの合成をそれぞれ¢,Vと定
義する．

(M,N)H 

吋＼(MRkZ,N>H ~(M@kZ,N叫）G~ (M RkZ, N)H 

¥ l、M*

具体的には次の通り：

tf,: (M, N)H→ (MRkZ,NRk伽）G

g I---+ぼ：aR 1 R t; 1---+ g(at戸）t;R 1 R t;], 

1/r: (M RkZ, N Rk伽→ (M,N)H

(M,N)H 

f←→ [/1: a 1----+ b11, /(aR 1 R t1)＝Lbil R 1 R t;]. 

明らかに

v。tf,= identity on (M, N)n・



注意 3.4 同型  (W^{G}, V)G\simeq(W, VH)H を用いて, 同様に写像

 (M, N)Harrow(M\otimes k_{H}^{G}, N\otimes k_{H}^{G})G,  (M\otimes k_{H}^{G}, N\otimes k_{H}^{G})Garrow(M, N)H
が定義できるが, これらは上の  \phi,  \psi と一致する.

補題 3.16 kG‐ 加群  M,  N , およひ部分群  H\leq G に対して次は可換である:

(i) (C‐P‐W [13] 加 poeitlon 3.1)

特に,  imTr^{k_{H}^{G}}=imtr_{H}^{G} .
(ii)

補題 3.17 kG‐ 加群  M,  N,  W , およひ部分群  H\leq G に対して次は可換である:

(i)

(ii)
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注意 3.4同型 (WG,V)a ~ (W, Vn)Hを用いて，同様に写像

(M,N)H→ (MRkZ,N@k伽）G,(MRkZ,N@k加）G→ (M,N)H 

が定義できるが，これらは上の ¢,Vと一致する．

補題3.16kG—加群 M,N，および部分群 H ：：：： G に対して次は可換であぶ

(i) (C-P-W (13] Proposition 3.1) 

(ii) 

Ext知(M,N)===Ext知(M,N)

¥ / 
trZ I ExtkG(M R kZ, N R瑶）

Ex知(M,N)

YM®kji,N~ ltrll 

Ex知(M,N)

特に， imT岳Z= imtr私

Ext知(M,N)==Ext知(M,N)

ミ ジ
res$| /ちMRkl;,N竺[|呼

Ext知(M,N)==ExtkH(M,N)

補題3.17kG—加群 M,N,W，および部分群 H ：：：： Gに対して次は可換であぶ

(i) 

G Trw 
Ext知(MR WRkZ, N R WRkZ) ~Ext知(M®kZ,N® 瑶）

Vl l* 
ExtiH(M R W, N R W) 

Trw 
Ex知(M,N)

Trw 
Ext知(MR w R kZ'N R w R瑶）ー→Ext知(MRkZ,NR瑶）

i l¢ 
Ex知(MRW,NR W) 

Trw 
Ex知(M,N)

(ii) 

. Ext知(M⑭kZ,NR瑶）竺竺屯xtta(MRWRkZ, N R WR瑶）

Vl lv 
Ext知(M,N)

Resw 
Ext知(MRW,NRW) 



補題 3.18  L,  M,  N を kG‐ 加群とし,  H を  G の部分群とする.  \zeta\in Ext_{kH}^{r}(M, N),  \eta\in Ext_{kH}^{s}(L, M)
に対して

 \phi_{H}(\zeta)\phi_{H}(\eta)=\phi_{H}(\zeta\eta) .

注意  3S 上と双対的な次の主張は戒立しない

 \alpha\in Ext_{kG}^{r}(M @k_{H}^{G}, N\otimes k_{H}^{G}) , β∈Extks。(L⊗kH,  M\otimes k_{H}^{G} ) に対して

 \psi_{H}(\alpha)\psi_{H}(\beta)=\psi_{H}(\alpha\beta) .

注意 3.6 補題 36, 補題 3.7 と以上の補題から通常の Frobenius 相互律, Mackey 公式が得られる. こ
れが補題 36, 補題 3.7 をそれぞれ Frobenius 相互律, Mackey 公式と呼んだ理由である.

 3A 相対射影加群

定義 3.7  W を kG‐ 加群とする.

(i) kG‐ 加群の短完全系列
 Oarrow Larrow Marrow Narrow O

について, これと  W との tensor 積

 Oarrow L\otimes Warrow M\otimes Warrow N\otimes Warrow O

が分裂するとき, 上の短完全系列は W‐ 分裂であるという.
(H) 単型  f :  Larrow M は短完全系列

 0 arrow LMarrow cokerf\int_{arrow}.arrow O
が W‐ 分裂であるとき, W‐ 分裂であるという.

(iii) 全型  g :  Marrow N は短完全系列

 0arrow k\alpha garrow Marrow gNarrow 0

が W‐ 分裂であるとき, W‐ 分裂であるという.

定義 31  W,  U,  V を kG‐ 加群とする.

(i) 任意の W‐ 分裂な全型  f :  Marrow N と任意の kG‐ 準同型  g :  Uarrow N に対して kG‐ 準同型
 h:Uarrow M で  fh=g を満たすものが存在するとき, kG‐ 加群  U を W‐ 射影的という:

 U

 \llcorner\exists.\cdot.\cdot h.\cdot.\cdot\cdot\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.
\cdot\downarrow g
 MN\vec{\prime}arrow O (W‐ 分裂)
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Ext知(MRkZ,N ®瑶） ~Ext知(M® WRkZ,NR WR瑶）

寸 『¢
Ext知(M,N)

珈 w
Ex伽 (MRW,NRW)

補題3.18L,M,NをkG-加群とし，HをGの部分群とする． (eExt知(M,N), T/ e Ext知(L,M)

に対して

¢H(5)¢H(n) ＝ ¢H(gn)． 

注意 3.5上と双対的な次の主張は成立しない：

a eEx如(MRkZ,NR瑶）， /Je Ext:a<L R kZ, M R瑶）に対して

VH(a)VH(/J） ＝ VH(a/J）． 

注意 3.6補題 3.6，補題 3.7と以上の補題から通常の Frobenius相互律，Mackey公式が得られる．こ

れが補題3.6，補題 3.7をそれぞれFrobenius相互律，Mackey公式と呼んだ理由である．

3.4相対射影加群

定義3.7W を kG• 加群とする．

(i) kG-加群の短完全系列

0→ L→ M → N→ O 

について，これと W との tensor積

0→ LRW→ MRW→ NRW→ O 

が分裂するとき，上の短完全系列は W• 分裂であるという．

(ii)単型 f:L→ M は短完全系列

I 
0 → L → M → coker /→ O 

が開分裂であるとき， W-分裂であるという．

(iii)全型g:M→ Nは短完全系列

0→ kerg→ M..!+ N→ O 

が開分裂であるとき， W-分裂であるという．

定義3.8w,u,vをkG-加群とする．

(i)任意の Wー分裂な全型 f:M--.Nと任意の kG・準同型g:U--.Nに対して kGー準同型

h: U→ M で／h=g を満たすもの力屯在するとき， kG- 加群 U を W—射影的という：

Mこし。 (W-分裂）



(ii) 任意の W‐ 分裂な単型  f :  Marrow N と任意の kG‐ 準同型  g :  Marrow V に対して kG‐ 準同型
 h :  Narrow V で  hf=g を満たすものが存在するとき, kG‐ 加群  V を W‐ 人射的という:

 0arrow Marrow Nf (W‐ 分裂)

 g\downarrow_{\llcorner}.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot\exists.\cdot h
 V

補題 3.19 (Auslander‐Carlson [31 Proposition  4S)  W を kG‐ 加群とする.

(i) evaluation 写像  \alpha w :  W\otimes W^{*}arrow k は W‐ 分裂である.
(ii) 写像  \sigma w :  karrow W\otimes W^{*} は W‐ 分裂である.

系 320  W と  M を kG‐ 加群とする.

(i)  \alpha_{W}\otimes 1_{M} :  W\otimes W^{*}\otimes Marrow M は W‐ 分裂な全型である.
(ii)  \sigma w\otimes 1_{M} :  Marrow W\otimes W^{*}\otimes M は W‐ 分裂な単型である.

補題 3.21 kG‐ 加群の短完全系列  E:Oarrow Larrow Marrow Narrow O が W‐ 分裂ならば,  W の任意
の直和因子  X に対して,  E は X‐ 分裂である.

命題 3.22  W を kG‐ 加群とする. 単型, 全型, 短完全系列が W‐ 分裂であることと  W^{*}- 分裂である
こととは同{直である.

kG‐ 加群  U が W‐ 射影的であるとき,  \alpha w\otimes 1_{U} :  W\otimes W^{*}\otimes Uarrow U は分裂する:

  W\otimes (W‐ 分裂)

準同型  \gamma :  U\otimes Warrow U\otimes W を同型  \theta_{W} :  (U\otimes W, U\otimes W)_{G}arrow\sim(U, W^{*}\otimes W\otimes U)_{G} を用いて

 \gamma=\theta_{W}^{-1}h
によって定義すれば, transfer 写像の定義により

 Tr^{W}\gamma=1_{U}
を得る. さらに

命顕 3.23 (C‐P‐W [131)  W と  U を kG‐ 加群とする. 次は同値である.

(i)  U は W‐ 射影的である;
(ii)  U|W\otimes W^{*}\otimes U ;

(iii) ある kG‐ 加群  N に対して  U|W\otimes N .
(iv)  U は W‐ 人射的である;
(v) ある kG‐ 準同型  \gamma :  U\otimes Warrow U\otimes W に対して   1_{U}=Tr^{W}\gamma .

定義 3.9 kG‐ 加群  W について, W‐ 射影的な kG‐ 加群のなす full subcategory を  p(W) で表す.

補題 3.24  U,  V , および  W を kG‐ 加群とする.

(i)  V\in\acute{t}p'/(W)  (V)\subset p(W) .
(ii)  V\in\ovalbox{\tt\small REJECT}(W)\Leftrightarrow V^{*}\in p(W) , 特に,  p(W)=i\mathcal{P}(W^{*}) .

(iii)  U\in\ovalbox{\tt\small REJECT}\prime(W) かつ  V\in p(W)\Leftrightarrow U\oplus V\in p(W) .
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(ii)任意の Wー分裂な単型 f:M一ャ N と任意の kG-準同型g:M--+-Vに対して kG-準同型

h: N→ Vでhf=gを満たすものが存在するとき，kG-加群 VをW久射的という：

0 —• M —• N (W一分裂）

g↓と・ヨ；

補題3.19(Auslander-Carlson [3] Proposition 4.8） W をkG-加群とする．

(i) evaluation写像aw:WRW* --+-kはWー分裂である．

(ii)写像びw:k--+-WRW*はW-分裂である．

系 3.20W とM をkG-加群とする．

(i) aw R lM : W R W* R M 一+Mは Wー分裂な全型である．

(ii) aw R 1M : M —+ WRW*RMはW一分裂な単型である．

補題3.21kG—加群の短完全系列 E:O —➔ L —→ M —➔ N ―→ 0が Wー分裂ならば， W の任意

の直和因子 Xに対して，EはX分裂である．

命題3.22W をkG-加群とする．単型，全型，短完全系列が Wー分裂であることと W*＿分裂である

こととは同値である．

kG-加群 Uが W 射影的であるとき，awR lu : W R W* R U —• Uは分裂する：

/］ 
WRW*RU石Rii,uー→0 (W-分裂）

準同型 y:U@W-URWを同型0w: (U R W, U R W)a ~ (U, W* R W R U切を用いて

y = 0w-1h 

によって定義すれば，transfer写像の定義により

Trw y = lu 
を得る．さらに

命題3.23(C-P-W [13]) W とUをkG-加群とする．次は同値である．

(i) u は W—射影的である；
(ii) u I w R W* R U; 

(iii)ある kG-加群 Nに対して UIW@N.

(iv) U は W—入射的である；
(v) ある kGー準同型 y:U@W ―➔ U®W に対して lu =Trw y. 

定義 3.9kG- 加群 W について， W- 射影的な kG—加群のなす full subcategoryを!J'(W)で表す．

補題3.24U, V,および W をkG-加群とする．

(i) VEク(W)＝⇒ク(V)Cク(W).

(ii) V e /J'(W) <=⇒V* E !J'(W)，特に， !J'(W)＝&(W*).

(iii) U E &(W)かつ VeiJ'(W)←⇒UEBVeク(W).



(iv)  U\in P(W)\Rightarrow U\otimes V\in p(W) .
(v)  V\in p(W)\Leftrightarrow\Omega V\in p(W) , 特に, 任意の  n\in Z について  p(\Omega^{n}W)=p(W) .

(vi)  P\gamma dlmW\Rightarrow P(W)=mod(kG) .
(vii) 任意の射影的 kG‐ 加群は W‐ 射影的である. も  \llcorner W が射影的ならば W‐ 射影的加群は射影的

加群である.

(viii)  U\in P(V)\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}つU\in p(W)
\Leftrightarrow U\in P(V\otimes W) .

上の (vi) は補題 35(iii) による.

補題 325  W を kG‐ 加群とする. kG‐ 加群の拡大

 E:0arrow Larrow sMarrow Nfarrow O
について次は同値である:

(i)  E は W‐ 分裂である;
(ii) 任意の W‐ 射影的加群  U について拡大  E は U‐ 分裂である;

(iii) 任意の W‐ 射影的加群  U からの任意の kG‐ 準同型  \alpha :  Uarrow N に対して kG‐ 準同型  \beta :
 Uarrow M で   f\beta=\alpha を満たすものが存在する;

 \exists.\cdot.\beta L^{\cdot}.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.
U\downarrow\alpha
 MN\vec{f}arrow 0

(iv)  L からの任意の W‐ 射影加群  V への任意の kG‐ 準同型  \sigma :  Larrow V に対して kG‐ 準同型  \tau :
 Marrow V で  \tau g=\sigma を満たすものが存在する;

 0arrow Larrow^{S}M .

 \sigma\downarrow_{k}.\cdot\cdot\cdot.\cdot.\cdot.\cdot\exists.\cdot.\tau.\cdot
 V

補題 326 水平列はともに完全である可換図式

 0arrow Larrow Marrow^{S}Narrow 0

 \downarrow  \gamma\downarrow  ||
 Oarrow L'arrow M'N\vec{h}arrow 0

において, 上の水平列が W‐ 分裂ならば, 下の水平列も W‐ 分裂である.

定義 3.10  W と  M を kG‐ 加群とする.

(i) W‐ 射影加群  U から  M への W‐ 分裂な全型  \pi :  Uarrow M のつくる短完全系列

 0arrow k\alpha\piarrow Uarrow\pi Marrow 0

を  M の W‐ 射影分解とよぶ.
(ii)  M から W‐ 射影加群  V への W‐ 分裂な単型  \iota :  Marrow U のつくる短完全系列

 0arrow M-^{\iota}Varrow coker\iotaarrow 0

を  M の W‐ 人射分解とよぶ.
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(iv) U e /J'(W)＝=> U R V e /J'(W). 
(v) V e /J'(W)←⇒nv e /J'(W)，特に，任意の neZについて /J'(nnw)＝/J'(W).

(vi) pr dim w==>/J'(W) = mod(kG). 
(vii) 任意の射影的 kG- 加群は W—射影的である．もし W が射影的ならば W—射影的加群は射影的

加群である．

(viii) U e /J'(V)かつ Ue /J'(W)←⇒U e /J'(V R W). 

上の (vi)は補題 3.5(iii)による．

補題3.25W をkG-加群とする． kG-加群の拡大

E:O→ L-!... MムN→ O

について次は同値である：

(i) EはWー分裂である；
(ii) 任意の W• 射影的加群 U について拡大E はひ分裂である；
(iii) 任意の W—射影的加群 U からの任意の kG- 準同型 a : U ----+-Nに対して kGー準同型fJ: 

u → Mでf/J=aを満たすものが存在する；

:f........『a

M)N)0  

(iv) L からの任意の開射影加群 V への任意の kGー準同型 u:L —-+ Vに対して kGー準同型.: 
M → Vで-rg= uを満たすものが存在する；

g 
0)  L)  M. 

IT↓ i.:.......i.. r 

補題3.26水平列はともに完全である可換図式

g 
0 )  L)M)N)0  

l yl l| 
0一 L'—M' ー→N~Oh 

において，上の水平列が Wー分裂ならば，下の水平列も Wー分裂である．

定義 3.10W とM をkG-加群とする．

(i) w-射影加群 Uから Mへの Wー分裂な全型冗： U----+-M のつくる短完全系列

0 • ker• U~M • O 

を M の W—射影分解とよぶ．
(ii) M から W 射影加群 Vへの W 分裂な単型 t:M----+-Uのつくる短完全系列

0 • M~V • cokeri • O 

をM の開入射分解とよぶ．



 0arrow Karrow\iota Uarrow M\piarrow 0

を  M の W‐ 射影分解とする.

 K=K_{0}\oplus R,  K0 は W‐ 射影的な直和因子を含まない,  R は W‐ 射影的

と直和分解する.

 RR\overline{\overline{\backslash _{i}\nearrow_{j}}}
 K

とすると,

 o_{i}arrow Karrow^{\iota}Uarrow^{\pi}M\nearrow j\downarrow\nearrow\exists 
farrow 0
 R--R

よって,  U=R\oplus kerf と直和分解し,  kerf=U0 とおけば,  M の W‐ 射影分解

 0arrow K_{0}arrow U_{0}arrow Marrow 0

が得られる.

 0arrow Larrow Varrow M^{*}arrow 0

を  M^{*} の W‐ 射影分解で,  L は W‐ 射影的な直和因子を含まないものとすれば, この双対

 0arrow Marrow V^{*}arrow L^{*}arrow 0

は  M の W‐ 人射分解で,  L^{*} は W‐ 射影的な直和因子を含まない.

定義 3.11 (i)  M の W‐ 射影分解

 Oarrow ker\piarrow Uarrow M\piarrow O

において,  ker\pi が W‐ 射影的な直和因子を含まないとき, 上の W‐ 射影分解を  M の W‐ 射影
被覆とよぶ.

(ii)  M の W‐ 人射分解

 0arrow Marrow\iota Varrow coker\iotaarrow 0

において,  coker\iota が W‐ 射影的な直和因子を含まないとき, 上の W‐ 人射分解を  M の W‐ 人射
包絡とよぶ.

命題 3.27  M を kG‐ 加群とする.

 Uarrow M\piarrow O

を  M の W‐ 射影分解とする. このとき, 次は同値である:

(i)  M の任意の W‐ 射影分解  V-^{f}Marrow O に対して

 qarrow^{\pi}Marrow 0

 \exists\gamma\dot{v}.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot  ||
 VM\vec{\prime}arrow 0
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0 • K~U~M • 0 

をM の W 射影分解とする．

K=KoEBR, Ko は W—射影的な直和因子を含まない， R は W—射影的

と直和分解する．

R~:;r 
とすると，

0―→K ___!._→ U二M—→ O

/jl/4 R=R 
よって， U=R④ kerfと直和分解し，kerf= u。とおけば， M のW 射影分解

0 → Ko→ u。→ M → O 

が得られる．

0 → L → V → M*→ O 

を M* の W- 射影分解で， L は W—射影的な直和因子を含まないものとすれば，この双対

0 → M → V*→ L＊→ 0 

はM の W久射分解で,L*はW-射影的な直和因子を含まない．

定義 3.11 (i) M の W-射影分解

0 → ker万→ U~M→ O

において， ker冗が W 射影的な直和因子を含まないとき，上の W-射影分解を M の W-射影
被覆とよぶ．

(ii) M の W—入射分解

0→ M → V → Coker l→ O 

において， cokeri が W—射影的な直和因子を含まないとき，上の W- 入射分解を M の W—入射
包絡とよぶ．

命題3.27M をkG-加群とする．

U~M • O 

を M の W—射影分解とする．このとき，次は同値である：

(i) M の任意の W 射影分解 vムM----+0に対して

万
)M )0  u 

ヨy..,..II

V)M)0  



(ii)  M の任意の W‐ 射影分解  V-^{f}Marrow 0 に対してある W‐ 射影加群  R が存在して, 拡大
 Oarrow kerfarrow V-^{f}Marrow O は拡大  Oarrow ker\pi\oplus Rarrow U\oplus Rarrow Marrow 0 と同値
である.

(iii)  k\alpha\pi は W‐ 射影的な直和因子をもたない.
(iv)  U-^{\pi}Marrow O は  M の W‐ 射影分解のなかで, 次元  \dim U が最小である.

命題 328  M を kG‐ 加群とする.
 0arrow Marrow\iota U

を  M の W‐ 人射分解とする. このとき, 次は同値である:

(i)  M の任意の W‐ 人射分解  0arrow M\sim^{f}V に対して

 0arrow Mq\underline{\iota}
.

 ||  v^{,}

 0arrow MV\vec{f}

(ii)  M の任意の W‐ 射影分解  0arrow M-^{f}V に対してある W‐ 射影加群  R が存在して, 拡大   0arrow

 M \int_{arrow}Varrow cokerfarrow O は拡大  Oarrow Marrow U\oplus Rarrow coker\iota\oplus Rarrow O と同値で
ある.

(iii)  coker\iota は W‐ 射影的な直和因子をもたない.
(iv)  0arrow Marrow\iota U は  M め W‐ 人射分解のなかで, 次元  \dim U が最小である.
定理 329  W を kG‐ 加群とする. 任意の kG‐ 加群  M は W‐ 射影被覆およひ W‐ 人射包絡を持ち,
列の同型を除いて一意的である.

定義 3.12  W を kG‐ 加群とする. kG‐ 加群  M の W‐ 射影被覆  \pi :  Parrow M の核を  \Omega_{W}M とかく:

 0arrow\Omega_{W}Marrow Parrow Marrow 0.

 P を  PwM ともかく.  M の W‐ 人射包絡  \iota :  Marrow I の余核を  \Omega_{W}^{-1}M とかく:

 0arrow Marrow Iarrow\Omega_{W}^{-1}Marrow 0.

 I を  IwM ともかく.

Ω‐WlΩWM≃ΩWΩ門lM であり, これを  \Omega_{W}^{0}M と定義する. すなわち,
 M=\Omega_{W}^{0}M\oplus X ,

 \Omega_{W}^{0}M は W‐ 射影的でない直和因子の直和,  X は W‐ 射影的と直和分解する.

 mod(kG) の full subcategory  \wp が有限直和と直和因子をとるという操作で閉じていると仮定す
る. 任意の kG‐ 加群  M に対して  \wp に属する kG‐ 加群  U と準同型  f :  Uarrow M で条件 「  \varphi. に
属する任意の kG‐ 加群  W からの任意の準同型  g :  Warrow M はある  h :  Warrow U により  g=

 f\circ h と分解する」 を満たすとき, conaavarianUy finite であると  \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} う.  f :  Uarrow M を  M の右  \yen^{p}.-

approximation と呼ぶ.  M は常に極小右  \mathscr{C}‐approximation( M の他のとの右  y‐approximation につ
いても, その直和因子であるもの) を持つことが知られている. covarianUy finite を subcategory は双
対的に定義される. covariant に, かつ contravariant に finite である subcategory は functorially finite
であるといわれる. W‐ 射影的加群のなす category  9(W) は系 320 により functoriatly finite であ
る. 逆に, 相対射影性は functorially finite 性を特徴づける.
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(ii) M の任意の開射影分解 v —+M---+0 に対してある開射影加群 R が存在して，拡大

0→ kerf → V → M→ 0は拡大0→ ker1r$ R→ U$R→ M → 0と同値

である．

(iii) ker 1f は W—射影的な直和因子をもたない．

(iv) Uユ+M→ 0はMの開射影分解のなかで，次元dimUが最小である．

命題3.28M をkG-加群とする．

0 • M~U 

を M の W—入射分解とする．このとき，次は同値である：

(i) M の任意の開入射分解 0 ―+M~V に対して

0)M)  u 
II 

：ョy

0)M)  V 

(ii) M の任意の開射影分解 0---+M 一ャ V に対してある W—射影加群 R が存在して，拡大 0---+

M → V → Coker/→ 0は拡大0→ M → U$R→ coker直 R→ 0と同値で

ある．

(iii) coker ヽは W—射影的な直和因子をもたない．

(iv) 0―→ M-.:+ UはMの開入射分解のなかで，次元dimUが最小である．

定理3.29W を kG—加群とする．任意の kG—加群 M は W—射影被覆および W—入射包絡を持ち，

列の同型を除いて一意的である．

定義 3.12W をkG-加群とする． kG-加群 M の開射影被覆冗： p---+M の核を OwMとかく：

0→ OwM→ P → M → o. 
P を PwM ともかく． M の W—入射包絡 t:M---+I の余核を Oi,1M とかく：

0→ M→ I →叩M→ o. 

IをIwMともかく．

叩'10wM~ OwOw1Mであり，これを叫M と定義する．すなわち，

M＝叫M$X,

叫M は W• 射影的でない直和因子の直和i＇は W- 射影的と直和分解する．

mod(kG)のfullsubcategory'ff'が有限直和と直和因子をとるという操作で閉じていると仮定す

る．任意の kG- 加群 M に対してぢに属する kG• 加群 U と準同型 f:U---+M で条件「ぢに

属する任意の kG-110群 Wからの任意の準同型g:w —+M はある h: W —+ uにより g=

fohと分解する」を満たすとき， contravariantlyfinite であるという． f:U —→ M をM の右笠

approximationと呼ぶ． M は常に極小右望approximation(Mの他のどの右笠approximationにつ

いても，その直和因子であるもの）を持つことが知られている． covariantlyfiniteなsubcategoryは双

対的に定義される． covariantに，かつ contravariantにfiniteである subcategoryはfunctoriallyfinite 

であるといわれる． W-射影的加群のなす category/P(W)は系 3.20により functoriallyfiniteであ

る．逆に，相対射影性は functoriallyfinite性を特徴づける．



定理 3.30 (C‐P‐W 加 position 2.7)  mod (kG) の full subcategory  \varphi が contravariantly finite であり $
さらに,   M\in\varphi. と任意の  N\in mod (kG) との tensor 積  M\otimes N も  \varphi. に属すると仮定する.  f :
 Warrow k を  k の極小右  \mathscr{C}‐approximation とすると, category  \varphi は W‐ 射影的加群のなす category
 \ovalbox{\tt\small REJECT}\prime(W) である. 特に,  \varphi. は functorially finite である.

補題 3.31  M,  N,  W を kG‐ 加群とする.  M または  N の一方は W‐ 射影的であると仮定する.

(i)  {\rm Res}_{W} :  Ext_{kG}^{r}(M, N)arrow Ext_{kG}^{r}(M\otimes W, N\otimes W) は分裂する単型である;
(ii)  Tr^{W} :  Ext_{kG}^{r}(M\otimes W, N\otimes W)arrow Ext_{kG}^{r}(M, N) は分裂する全型である.

定義 3.13 kG‐ 加群の準同型  f :  Marrow N が W‐ 射影的加群を通過するとき, これを W‐ 射影的準
同型という.

kG‐ 加群の準同型  f :  Marrow N が W‐ 射影的ならばある W‐ 射影的加群  U と  g :  Marrow U ,
 h :  Uarrow N によって  f=hg と分解する. W‐ 射影的加群  V から  N への W‐ 分裂な全型  \pi :
 Varrow N (例えば,  \alpha_{W}\otimes 1_{N} :  W\otimes W^{*}\otimes Narrow N ) について,  U は W‐ 射影的であるから,
 h :  Uarrow N に対して kG‐ 準同型  s :  Uarrow V によって  h=\pi\circ s :

 Uarrow^{s}V

 g\uparrow\backslash ^{h} ①  \pi (W‐ 分裂)
 MN\vec{f}

よって,  s\circ g:Marrow V をあらためて  g とおけば

さらに,  V の恒等変換を 1  V=Tr^{W}\gamma,  \gamma :  V\otimes Warrow V\otimes W , と表せば

 f=\pi\circ g=\pi\circ Tr^{\mathfrak{l}\gamma}\gamma\circ g=Tr(\pi_{W}
\circ\gamma\circ g_{W}) .

補題 3.32 (C‐P‐W [131 Proposition 32) kG‐ 加群の準同型  f :  Marrow N について次は同値であ
る:

(i)  f は W‐ 射影的である;
(fi) W‐ 射影的加群  V から  N への W‐ 分裂な全型  \pi :  Varrow N に対して

 V

 \nearrow^{g}1^{\pi} (W‐ 分裂)

 MN\vec{f}
(iii)  M から W‐ 射影的加群  X への W‐ 分裂な単型  \iota :  Marrow X に対してある kG‐ 準同型  h :

 Xarrow N によって

(W‐ff#)  \downarrow 7\nearrow harrow Nf
 X
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定理 3.30(C-P-W Proposition 2.7) mod(kG)のfullsubcategory'{fがcontravariantlyfiniteであり，

さらに， M E'{/と任意の N E mod(kG)との tensor積 MRNもげに属すると仮定する． f： 

w-k を K の極小右笠approximation とすると， category'{f は W—射影的加群のなす category

&(W)である．特に，げは functoriallyfiniteである．

補題 3.31M, N, W を kG—加群とする． M または N の一方は W—射影的であると仮定する．

(i) Resw : Ex~知(M,N) ―→ Ext知(M®W,N®W) は分裂する単型である；

(ii) Trw : Ext知(MRW,NRW)→ Ext知(M,N)は分裂する全型である．

定義 3.13kG—加群の準同型 f:M-N が W—射影的加群を通過するとき，これを W—射影的準

同型という．

kG—加群の準同型 f: M 一+N が W 射影的ならばある W—射影的加群 U と g: M —-+ u, 
h:U→ N によって f= hgと耀する． W-射影的加群 Vから Nへの Wー分裂な全型 1r: 

V —• N （例えば， awR lN : W R W* R N ―→ N) について， U は W—射影的であるから，

h: U―→ Nに対して kG皐同型s:u —-+ Vによって h＝冗oS:

u~v 

g]＼↓” (W-分裂）

M)N  

よって， Sog:M —• Vをあらためて gとおけば

V 

/ ＼  
M)N  

さらに， Vの恒等変換を 1v = Trw y, y: V R W —→ V®W, と表せば

f=万og=冗oTrw yog = Tr(1rwoyogw). 

補題 3.32(C-P-W [13] Proposition 3.2）kG-加群の準同型 f: M —+N について次は同値であ

る：

(i) f は W—射影的である；
は） W- 射影的加群 V から N への W—分裂な全型冗： v-N に対して

V 

;/ l" (W-分裂）

M)N  

(iii) M から W—射影的加群 X への W—分裂な単型し： M -→ Xに対してある kGー準同型h

x-Nによって

(W-分裂）

z
 

f

「
/

M
—

q
•
x 



(iv) ある kG‐ 準同型  \gamma :  M\otimes Warrow N\otimes W によって

  f=Tr^{W}\gamma .

補題  3S3 (C‐P‐W[131 Corol化ry 3.6)  W,  X を kG‐ 加群とする. kG‐ 加群の準同型  f :  Larrow M

が W‐ 射影的であり, kG‐ 加群の準同型  g:Marrow N が X‐ 射影的であるならば, 合或  g\circ f :   Larrow

 N は  W @X‐ 射影的である.

系 334(C‐P‐W[131 加vposltion  3S) kG‐ 加群の準同型  f :  Marrow N は  M\otimes N- 射影的である.

定義 3.14  \rho\in Ext_{kG}^{r}(k, k),  r>0, に対して

 d(\rho)=\{M は kG‐ 加群  |\rho\cdot 1M=0\rangle

とおく. さらに, 斉次元  \rho 1,  \ldots,  \rho t\in Ext_{kG}^{*}(k, k) に対して

 d(\rho_{1\prime}\ldots, \mu)=\cap^{t}d(\rho_{i})i=1
とおく.

補題 335  \rho\in Ext_{kG}^{r}(k, k) がproductive のとき

 P(L_{\rho})\subset d(\rho) .

命題  3X (Car化on‐Peng [121 加 posltion 4.7 (i1)) 斉次元  \rho 1,  \ldots,  \rho\iota\in Ext_{kG}^{+}(k, k) について

 d(\rho_{1\prime\cdots\prime}\rho_{t})\subset p(L_{\rho 1}\otimes\cdots\otimes 
L_{\rho_{l}}) .

特に,  \rho_{1},  \ldots,  \mu がいずれも  produc\dot{u}ve ならば

 d(\rho_{1}, \ldots, \rho_{t})=ffl(L_{\rho 1}\otimes\cdots\otimes L_{\rho_{l}}) .

4Variety と transfer 写像

kG‐ 加群  W によって定義される transfer 写像  Tr^{W} がいつ 0 写像であるかは興味がある.

命題 4.1(C‐P‐W[131 加 poeltlon42)  P を  G の Sylow p‐ 部分群とし,  W を kG‐ 加群とする.

 res^{*}Z(P)(XZ(P)(k))\not\subset X_{G}(W)
ならば  Tr^{W}(Ext_{kG}^{*}(W, W))=0 である.

注意 4.1kG‐ 加群  M と部分群  H\leq G について

 res_{H}^{*}(x_{H}(k))\subset x_{G}(M)\Leftrightarrow x_{H}(MH)=x_{H}(k) .

 U を任意の kG‐ 加群とする. kG‐ 加群  M の射影分解およひ U‐ 射影分解をそれぞれ

  0arrow\Omega^{n}Marrow P_{n-1}arrow\cdots → 九 →M→0,

 0arrow\Omega_{U}^{n}Marrow Q_{n-1}arrow\cdotsarrow Q_{0}arrow Marrow 0
とする. このとき  M の恒等写像を持ち上げて, 次の可換図式を得る:

 0-\Omega^{n}Marrow P_{n-1}arrow\cdotsarrow P0arrow Marrow 0

 \gamma_{n\downarrow}  \downarrow  \downarrow  ||
 0arrow\Omega_{U}^{n}Marrow Q_{n-1}arrow\cdotsarrow Q_{0}arrow Marrow 0
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(iv) ある kGー準同型 y:M®W —→ N®W によって

I= Trw y. 

補題3.33(C-P-W [13) Corollary 3.6) W, X を kG- 加群とする． kG—加群の準同型 f:L ―→ M 
が W—射影的であり， kG- 加群の準同型 g:M 一~N が X• 射影的であるならば，合成 g。f:L-→
N は W®X—射影的である．

系3.34（C-P-W[13) Proposition 3.5)kG- 加群の準同型 f:M —+N は M® 凡射影的である．

定義 3.14p e Ext知(k,k), r > 0,に対して

d(p) ={MIい：G- 加群 IP•lM=O}

とおく．さらに．斉次元 Pl• … ,p、 e ExttG(k, k)に対して

d(p1• …•Pt)= nd(pi) 
i=l 

とおく．

補題3.35p € Ext知(k,k)がproductiveのとき

IJ'(Lp) c d(p). 

命題3.36（Carlson-Peng[12) Proposition 4.7 (ii)）斉次元 Pl• … ,p、 e ExtiG(k,k)について

d(p1・・・.,Pt) C IJ'(Lp1 R…R Lp,). 

特に•Pl ・・... Ptがいずれも productiveならば

d(p1・・・・,Pt)＝IJ'(Lpi R・・.R Lp,). 

4 Varietyとtransfer写像

kG• 加群 W によって定義される transfer 写像 Trw がいつ〇写像であるかは興味がある．

命題4.1(C-P-W (13) Proposition 4.2) PをGのSylowp一部分群とし， W を kG• 加群とする．

reszcp)(Xz(P)(k)) t Xo(W) 
ならばTrW(Ex如(W,W)) =0である．

注意4.1kG-加群M と部分群 H：：： Gにつぃて

res#(XH(k)) C XG(M)←⇒XH(MH) = XH(k). 

Uを任意の kG-加群とする． kG-加群 Mの射影分解およびひ射影分解をそれぞれ

0 →かM→ Pn-1→…→凡→ M → o, 
0 → O'/JM→ Qn-1→ •• • → Qo→ M → O 

とする．このとき M の恒等写像を持ち上げて，次の可換図式を得る：

。一onM---+Pn-1ー→...----+Po----+M----+O

Ynl l l II 
0一O'/JM-—→ Qn-1----+ ・ ・ ・―→ Qo―→M―→O 



補題 4.2 (Sasaki [221)  W を kG‐ 加群とする. ある kG‐ 加群  U について  X_{G}(W)\cap Xc(U)=\langle 0\}
であると仮定する. このとき, 任意の kG‐ 加群  M と任意の W‐ 射影的加群  R に対して

 \gamma_{\hslash}^{*} : (  \Omega_{U}^{n}M , R)  G/(射影的準同型)  -\sim Ext_{kG}^{n}(M, R)
である.

この補題を用いて

定理 4.3 (Sasaki [22])  W を kG‐ 加群とする.  P を  G の Sylow p‐ 部分群とする.  H を  P の正規部
分群か  Z(P) の位数  p の元からつくられる巡回 shifted 部分群とする. kG‐ 加群  W が  kH 上射影的
ならば,  Tr^{W}(Ext_{kG}^{*}(W, W))=0 である.

この定理を利用して, よく知られた次の定理の別証明を得ることができる.

系 4.4  \rho\in Ext_{kG}^{r}(k, k) が  G のある Sylow p‐ 部分群の中心に制限してべき零でなければ,  \rho は正則
元である.

また, 命題 4.1 (C‐P‐W [131 Proposition 42) は定理 43 からも導かれる.

命題 4.5 (C‐P‐W[131 加 poeition 4.4)  W,  M を kG‐ 加群とする.  \zeta\in Tr^{W}(Ext_{kG}^{n}(W, W)) につい
て,

 X_{G}(M)\cap X_{G}(\zeta)=0
ならば  M は W‐ 射影的である.

注意 4.2  \ovalbox{\tt\small REJECT} を  G の部分群の集合とする.  W=\oplus_{H\in J?}k_{H}^{G} とすれば, 上の命題と補題 32 により,
補題 24 が得られる.

系 4.6 (C‐P‐W [131 Corollary 4.5)  W,  M を kG‐ 加群とする.  M が周期的であり

 Xc(M)\cap x_{G}(Tr^{W}(Ext_{kG}^{*}(W, W)))=0
ならば  M は W‐ 射影的である.

5virtual 相対射影性

系 46 の仮定から  M が周期的であることを除くと

定理 5.1

 X_{G}(M)nx_{G}(Tr^{W}(Ext_{kG}^{*}(W, W)))=\langle 0\}
ならば, 任意の kG‐ 加群  N に対して, 十分大きな  n をとれば

 Ext_{kG}^{n}(M, N)=Tr^{W}(Ext_{kG}^{n}(M\otimes W, N\otimes W)) .

定義 5.1 (C‐P‐W) kG‐ 加群  M は十分大きな  n #こ対して

 Ext_{kG}^{n}(M, M)=Tr^{W}(Ext_{kG}^{n}(M\otimes W, M\otimes W))
であるとき, virtually W‐ 射影的であるといわれる.

補題 5.2 次は同値である.

(i)  M は v汁tually W‐ 射影的である.
(ii) 任意の kG‐ 加群  N に対して, 十分大きな  n をとれば

 Ext_{kG}^{n}(M, N)=Tr^{W}(Ext_{kG}^{n}(M\otimes W, N\otimes W)) .
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補題 4.2(Sasaki [22]) W をkG-加群とする．ある kG-加群 Uについて XG(W)n XG(U) = {0} 
であると仮定する．このとき，任意の kG—加群 M と任意の W—射影的加群 R に対して

r: : (0'/;M, R)G/（射影的準同型）~ ExtkG(M, R) 

である．

この補題を用いて

定理4.3(Sasaki [22]) W をkG-加群とする． PをGのSylowp-部分群とする． H をPの正規部
分群か Z(P)の位数pの元からつくられる巡回 shifted部分群とする． kG-加群 W がkH上射影的
ならば，Trw(Ext10(W, W)) = 0である．

この定理を利用して，よく知られた次の定理の別証明を得ることができる．

系4.4p E Ext知(k,k)がGのある Sylowp-部分群の中心に制限してべき零でなければ， pは正則
元である．

また，命題4.1(C-P-W [13] Proposition 4.2)は定理4.3からも導かれる．

命題4.5(C-P-W [13] Proposition 4.4) W, M をkG-加群とする．［ E Trw(Extん(W,W)）につい
て，

Xa(M) nx成）＝ 0

ならば M は W 射影的である．

注意 4.2況を Gの部分群の集合とする． W=④HE忽瑶とすれば，上の命題と補題3.2により，
補題 2.4が得られる．

系4.6(C-P-W [13] Corollary 4.5）W,MをkG-加群とする． M が周期的であり

知 (M)n Xa(Trw (Ex如(W,W))) =0 

ならば M は W-射影的である．

5 virtual相対射影性

系4.6の仮定から M が周期的であることを除くと

定理 5.1

XG(M) n XG(Trw (Ext;G(W, W))) = {O} 

ならば，任意の kG-加群 Nに対して，十分大きな nをとれば

Ex点(M,N)=Trw(ExtiG(M R W, N R W)). 

定義 5.1(C-P-W) kG—加群 M は十分大きな n に対して

ExtkG(M, M) = Trw (Ex如(MRW,MR W)) 

であるとき， virtuallyW—射影的であるといわれる．

補題5.2次は同値である．

(i) M はvirtuallyW—射影的である．
(ii) 任意の kG—加群 N に対して，十分大きな n をとれば

ExtkG(M, N) = Trw (Ex点(MRW,NR W)). 



(iii) 任意の kG‐ 加群  N に対して, 十分大きな  n をとれば

 Ext_{kG}^{n}(N, M)=Tr^{W}(Ext_{kG}^{n}(N\otimes W, M\otimes W)) .

例 5.1 コホモロジー環  H^{*}(G, k) の homogeneous を parameter 系 {  \zeta_{1},  \ldots,  \zeta_{r}) を定理 22 のように
とれば,  i=1,  \ldots,  r-2 に対して tensor 積   L_{\zeta_{1}}\otimes\cdots L。は virtually  \ovalbox{\tt\small REJECT}_{i+1^{-}} 射影的である. 一方, ten‐
sor 積  L_{\zeta_{1}}\otimes\cdots L_{\zeta_{r-1}} は茜. 射影的であった (命題 23) .

実は, Benson [61 の議論を使えばさらに, 次がわかる.

定理 53(OkuyamaSasaki [191)  H^{*}(G, k) の homogeneous を parameter 系  \{\zeta 1, \ldots, \zeta_{\Gamma}\} で次の条
件を満たすものがとれる :

(i) 各  i=1,  \ldots,  r に対して
 \zeta_{i}\in   \sum  tr_{H}^{G}(H^{*}(H, k)) ;

 H\in \mathcal{J}t_{t}(G)

(ii) 各  i=1,  \ldots,  r に対して任意の  E\in d_{j}(G) への  \langle  \zeta_{1},  \ldots,  \zeta_{i}\} の制限  \langle  res_{E}\zeta_{1},  \ldots,  res_{E}\zeta_{i}\} は
 H^{*}(E, k) の parameter 系である.

このような parmeter 系を用いて

定理 5.4 (OkuyamaSasakl [191)  G の  p‐rank が 3 以下ならば自明な kG‐ 加群  k の index は 0 であ
る.

が示される. 加群の index は Carlson が 1990 年に筑波大学で行われた多元環の表現論国際シンポ
ジウムにおいて発表した概念である (Carlson [9]) .

6Relatively stable category

定義 6.1 kG‐ 加群  M から  N への W‐ 射影的 kG‐ 準同型のなす空間を  p_{W}(M, N)c と表す. W‐
stable category とは対象は  mod(kG) と同じであるが,  M から  N への射の集合は

 !!d^{N)^{W}=(M,N)_{G}/p_{W}(M,N)_{G}}
として定義されるものである.  W‐stable category を  \underline{mod}^{W}(kG) と表す.

 f :  Marrow N が kG‐ 準同型のとき,  \downarrow M :  Marrow I_{W}M を  M の W‐ 人射包絡とすると,  mod (kG)
における可換図式

 0arrow Marrow I_{W}Marrow\Omega_{W}^{-1}Marrow 0

  f\downarrow  \downarrow  ||
 0arrow Narrowarrow Larrow\vec{S}harrow\Omega_{W}^{-1}Marrow 0

を得る.  f の ( \underline{M,N)^{W}} における像を  \underline{f} と表して,  W‐stable category  \underline{m}p\underline{d}^{W}(kG) における系列

 Marrow N\underline{f} ①  Larrow\Omega_{W}^{-1}M\underline{h}
を得る. これを standard triangle とよぶ.

定理 6.1  W‐stable category  mod^{W}(kG) は triangulated category である.
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(iii)任意の kG-加群 Nに対して，十分大きな nをとれば

Extん(N,M)=Trw(Ext;G(N R W, M R W)). 

例 5.1 コホモロジ一環 H*(G,k) の homogeneous な parameter 系 {g1• …ふ｝を定理 2.2 のように

とれば， i= 1,… ,r-2に対して tensor積Lt1R・・・Lt,はvirtually洸1+1-射影的である．一方， ten-

sor積L,1R... Lt,-1は尻；ー射影的であった（命題 2.3).

実は． Benson[6]の議論を使えばさらに，次がわかる．

定理5.3（Okuyama-Sasaki(191) H*(G, k)のhomogeneousなparameter系 {ti'…,gr }で次の条

件を満たすものがとれる：

(i)各i= 1,...,rに対して

{i E L tr~(H*(H, k)); 
He珀 (G)

(ii)各i= 1,..., rに対して任意の Ee叫(G)への {{1,• • •, ~i} の制限 {resE くI,.... reSEな｝は

H*(E,k)のparameter系である．

このような parameter系を用いて

定理5.4（Okuyama-Sasaki(191) Gのp-rankが3以下ならば自明な kG-加群Kのindexは0であ

る．

が示される．加群の indexはCarlsonが 1990年に筑波大学で行われた多元環の表現論国際シンポ

ジウムにおいて発表した概念である (Carlson[9]). 

6 Relatively stable category 

定義6.1kG-加群 M から Nへの W 射影的kG-準同型のなす空間を /J'w(M,N)Gと表す． W-

stable categoryとは対象は mod(kG)と同じであるが， M から Nへの射の集合は

迫&=(M,N)a//J'w(M,N)a 

として定義されるものである． W-stablecategoryを旦凶w(kG)と表す．

f:M--.NがkG犀同型のとき， tM:M —+ lwM を M の W—入射包絡とすると， mod(kG)

における可換図式

0 ―→M~lwM一→叩M~O

1l l II 
0—N-T→L-TぢM―→ O

を得る． JのQLE立＇における像を fと表して， W-stablecategory旦叫w(kG)における系列

MLN..!:+L..!..叩 M

を得る．これを standardtriangleとよぶ．

定理6.1W-stable category !llfil! w (kG)はtriangulatedcategoryである．



命題 62W‐ 分裂な短完全系列

 0arrow M'arrow Marrow M"fgarrow 0

に対して,  mod^{W}(kG) における triangle

  M'arrow M\angle Δし  M"arrow\Omega_{W}^{-1}M'\underline{h}
が存在する. さらに,  \underline{mod}^{W}(kG) におけるどの triangle も W‐ 分裂な短完全系列からこのようにし
て得られる triangle に同型である.

triangulated category  \varphi の  subcategory\%^{P} はそれが trianglulated であり, 直和因子をとるという操
作で閉じているとき, 由 ick であるといわれる.

定理 63virtually W‐ 射影的な kG‐ 加群のなす category は  W‐stable category  mod^{W}(kG) の由ick
subcategory である.

Mod(kG) ですべての右 kG.‐ 加群のなす category を表す. Rickard [20] により,  \underline{mod}(kG) の由ick
subcategory  \varphi. に対して Mod(kG) から Mod(kG) への idempotent 関手  g,,  \ovalbox{\tt\small REJECT}, が存在する. これ
らは加群  ff\prime g(k),  \ovalbox{\tt\small REJECT}, による tensor 積で与えられる. 加群  ff\prime g(k),  \ovalbox{\tt\small REJECT}\prime g(k) は射影加群を法として
自分自身の tensor 積と同型 (  \mathcal{E}\prime g(k)\otimes\ovalbox{\tt\small REJECT} g(k)-
\sim\ovalbox{\tt\small REJECT} g(k), ∼奢  (k)\otimes\ovalbox{\tt\small REJECT}警(k)  \simeq\ovalbox{\tt\small REJECT}\prime e(k) in Mod(kG)) で
あり, idempotent 加群と呼ばれる.

Carlson‐Peng‐Wheeler [13] は Rickard [20] の議論に修正は必要であるが, その Sections 4, 5 にお
ける理論は  W‐stable category に一般化されると述べ,  W‐stable category  mod^{W}(kG) の任意の由ick
subcategory  \varphi. に対して  \underline{Mod}^{W}(kG) から  \underline{Mod}^{W}(kG) への idempotent 関手  g_{r}^{W}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{g}^{W}d'” が存在すると
いう (C‐P‐W Proposition 65). ここで,  \underline{Mod}^{W}(kG) はすべての右 kG‐ 加群のつくる  W‐stable cate‐
gory である. しかし, この命題に続けて

In the case of Proposition 6.5 it is not clear whether the functors &and  \mathcal{F}\prime\prime g are always
given by tensoring with a  kG ‐module. This may be the subject of further investigation.

であるという. なお, 上の  ff\prime g and  \ovalbox{\tt\small REJECT}, は  g_{g}^{W},and  \ovalbox{\tt\small REJECT}_{r}^{W}d' のことであると思う.

Benson‐Carlson‐Robinson[41 は「有限群  G の主 block に属するどの有限生或 kG‐ 加群  M につ
いても  H^{*} (  G , M)≠0」であるということと 「 G のどの p‐ 元  x についても  C_{G}(x) が正規 p‐ 補群
をもつ」 ということは同値であると予想た. この予想は Benson [7] によって解決された. そこでは
idempotent 加群が使われた.
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命題 6.2Wー分裂な短完全系列

f g 
0→ M’ → M → M"→ 0 

に対して，皿追w(kG)における triangle

L £ h 
M’ • M • M'’~ f2w1M' 

が存在する．さらに，旦直w(kG)におけるどの triangleもWー分裂な短完全系列からこのようにし

て得られる triangleに同型である．

triangulated category'flのsubcategory'f/はそれがtrianglulatedであり，直和因子をとるという操

作で閉じているとき，thickであるといわれる．

定理 6.3virtually W-射影的な kG-加群のなす categoryは W-stablecategory旦叫w(kG)のthick

subcategoryである．

Mod(kG)ですべての右kG"-加群のなす categoryを表す． Rickard[20]により， !!!QQ(kG)のthick

subcategory'flに対して Mod(kG)から Mod(kG)への idempotent関手必，ク≪が存在する．これ

らは加群舷r(k)，クで(K)による tensor積で与えられる．加群ぷで(K)，ク（ヽ (k)は射影加群を法として

自分自身の tensor積と同型 (g,e（K)R必ヽ (k)~仮ヽ(k)五究~(k)@ クrヽ (k) ~クrc(k) in Mod(kG)）で

あり， idempotent加群と呼ばれる．

Carlson—Peng-Wheeler [13]はRickard[20]の議論に修正は必要であるが，その Sections4, 5にお

ける理論は W-stablecategoryに一般化されると述べ， W-stablecategory旦QQ.w(kG)の任意の thick

subcategory'flに対してM直叫kG)から M凶w(kG)への idempotent関手ぷぷ，クぶが存在すると

いう (C-P-WProposition 6.5)．ここで心血!w(kG)はすべての右 kG-加群のつくる W-stablecate-

goryである．しかし，この命題に続けて

In the case of Proposition 6.5 it is not clear whether the functors命randク'Care always 

given by tensoring with a kG-module. This may be the subject of further investigation. 

であるという．なお，上の舷randクではぷぷ andクダのことであると思う．

Benson-Carlson-Robinson [ 4] は「有限群 G の主 block に属するどの有限生成 kG—加群 M につ
いても H*(G,M)f= 0」であるということと「G のどの pー元 x についても CG(X) が正規 p—補群

をもっ」ということは同値であると予想た．この予想は Benson[7]によって解決された．そこでは

idempotent加群が使われた．
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