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ABSTRACT. We study two kinds of transformation groups of a compact locally
conformally K\"ahler (1.c.K.) manifold $(M,g, J).$ First we study compact 1.c.K.
manifolds by means of the existence of parallel 1.c.K. flow ($i.e.,$ a confomal,
holomorphic flow which lifts to an action on the universal cover by non-trivial
homotheties with respect to the K\"ahler metric.) It is shown that if a com-
pact 1.c.K. manifold admits a parallel 1.c.K. flow, then there exists a metric
with parallel Lee form in the $\omega \mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}$ claes of $g.$ Moreover, under the same
hypothesis, $M$ admits a 1.c.K. metric with parallel Lae form if and only if it
admits a parallel 1.c.K. flow. As a consequence, we determine the structure of
the compact 1.c.K. manifolds with parallel Lee form (so called, Vaisman mani-
folds). Next, suppose that $\Lambda=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{n})$ is an $n$-tupple of complex numbers
satisf.y$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}0<|\lambda_{n}|\leq\cdots\leq|\lambda_{1}|<1.$ A primary Hopf manifold $M_{\Lambda}$ of type $\Lambda$ is
the compact quotient manifold of $\mathbb{C}^{n}-\{0\}$ by a subgroup $\Gamma_{\Lambda}$ generated b.y the
transformation $(z_{1}, \ldots, z_{n})\vdash+(\lambda_{1}z_{1}, \ldots, \lambda_{n}z_{n}).$ We prove that the primary
Hopf manifold $M_{\Lambda}$ of type $\Lambda$ supports a 1.c.K. metric with paraUel Lee form.
Conversely, if a compact Hopf manifold $\mathbb{C}^{n}-\{0\}/\Gamma$ admits a 1.c.K. metric
with parallel Lee form $(n\geq 2),$ then some finite cover is biholomorphic $\mathrm{t}\circ$

$\mathrm{a}$

primary Hopf manifold $M_{\Lambda}$ of type $\Lambda.$ Finally, we introduce the Lee-Cauchy-
Riemann (LCR) transformations as a class of $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\infty \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{s}$ preserving the
specific $G$-structure of 1.c.K. manifolds. We examine the rigidity of compact
1.c.K. manifolds admitting non-compact connected group consisting of $\mathrm{L}\mathrm{C}\mathrm{R}$

transformations. In fact, if there exists of $\mathrm{a}\mathbb{C}^{*}$ flow of closed $\mathrm{L}\mathrm{C}\mathrm{R}$ transforma-
tions on a compact 1.c.K. non-K\"ahler mmifold of complex dimension at least
2 whose $S^{1}$ subgroup is a parallel 1.c.K. flow inducing the Lee field $\theta\#,$ then $M$

is holomorphically conformal to the primary Hopf manifold $M_{\Lambda}$ of type $\Lambda$ with
parallel Lee form. The detail of these results has been aeen in [2].

1. 対称性と剛体性

一般に, この剛体性の問題はコンパクト多様体 $M$にノンコンパクトな群が $M$上

の幾何構造を保つように作用している時, その多様体は一意的に決まるか (rigid)
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という漠然とした予想のことである. この予想を肯定的に示すものとして小畠,
Lelong-Ferrand の結果 (1970年) がある.

定理 LL $n$次元リーマン多様体 $M$の共形変換群を Conf(M) とする. もし $M$ が

コンパクトで Conf(M) がノンコンパクトならば $M$ は標準球面 $S^{n}$ に共形的に同

型である.

ここで球面 $S^{n}$ は共形平坦多様体である. $S^{n}$ は今の場合そしてそのときに限り立

体射影 (変換) によって平坦なユークリッド空間と局所共形的に同値であるような
共形構造を持っている. さらに complex version としての $CR$多様体に対しても,
上の予想に関して同様な結果を得た (1996年).

定理 1.2. $M$ を $2n+1$ 次元強疑凸 $CR$多様体とし, $M$の $CR$変換群を $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{CR}(M)$

とする. もし $M$がコンパクトで連結成分 $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{CR}^{0}(M)$ がノンコンパクトならば $M$

は標準球面 $S^{2n+1}$ に CR-同型である.

コンタクト構造 $\eta$ をもつ多様体 $M$ をコンタクト多様体とよぶ. $M$の次元は奇数

$2n+1$ となり, コンタクト構造 $\eta$ は R-値 1-form で $\eta\Lambda d\eta^{n}\neq 0$ を満たすことから
$2n$次元部分束 Null $\eta=\{X\in TM|\eta(X)=0\}$ を定める. $CR$-多様体 $M$ とはコン

タクト部分 Null $\eta$ 上に作用する複素構造 $J$ をもっコンタクト多様体のことであ

る. ここで複素構造 $J$ とは,

(i) $J$ : Null $\etaarrow \mathrm{N}\mathrm{u}11\eta$ は概複素構造 $(J\circ J=-1)$ である.

(ii) Null $\eta\otimes \mathbb{C}=T^{1,0}\oplus P^{1}$, を $J$ に対する固有値分解とすると $J$ が積分可能 ;
$[T^{1,0}, T^{1,0}]\subset T^{1,0}$ をみたす

もののことである. 対 (Null $\eta,$
$J$) は $M$上の $CR$構造といわれる.

今自然に, 奇数次元多様体 $M$上で holomorphic変換に対応する変換 $f$ : $Marrow M$

を定義しようとするとき, $f$ は Null $\eta$ を保ち, 微分写像が $f_{*}$ が Null $\eta$上の複素構

造 $J$ と可換となるような市ffi℃morphism として考えることができる. このような

diffeomorphism を $M$ の $CR$変換という. この定義は複素多様体を内部に持っ超

曲面と思うとき, また奇数次元という観点からは共形構造の complex analogue と

も思える. 実際, 複素数空間 $\mathbb{C}^{n+1}$ の単位球面 $S^{2n+1}$ には自然に強疑凸な CR-構造
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が入るが (もっと一般に Brieskom多様体等), 共形平坦性に対応してこの標準球

面 $S^{2n+1}$ はを spherical $CR$多様体という. (余談だが, 球面 $S^{n}$ 北極点を除いて, 立

体射影により平面? と共形同値と述べたが, sphericd $CR$多様体 $S^{2n+1}$ は北極点

を除くと Heisenberg 幕零空間と CR-同値である.)

Cauchy-Riemannの関係式から単位円の内部 $\mathrm{B}^{n+1}$ を保つ biholomorphic変換は

上の定義より $S^{2n+1}$ 上に $CR$変換として作用する. この定理 1.1, 1.2 の証明の本
質的な所はノンコンパクト変換群の存在 (上の場合, それらは共形 flow, CR-flow)

とその作用が nonellipticであるという事実はそのコンパクト多様体の基本群まで

決定してしまうことである. これらをふまえて, ケーラー構造を持たないエルミー

ト複素多様体として典型的なコンパクト Locally conformal K社 er多様体 (1.c.K.

多様体) を取り上げ, その上の変換を調べ, コンパクト 1.c.K. 多様体の剛体性につ
いて得られた結果を述べる. 一部は Liviu Ornea氏 (ブカレスト大) との共同研究

による.

2. $\mathrm{L}.\mathrm{c}.$ K\"AHLER 多様体と L.C.K. 変換

$(M, g, J)$ を $2n(\geq 4)$次元複素 $\mathrm{H}$

. ermitian多様体とし, $\omega$ を $\omega(X, \mathrm{Y})=g(X, J\mathrm{Y})$

により定義された fun山mentへ twO-form とおく.

定義 21. $\omega$ が積分可能条件

必 $=\theta\Lambda\omega$ かつ $d\theta=0$

をみたすとき, $M$ は局所共形ケーラー (locally cordormally K計 er(l.c.K.)) 多様

体という.

この時, この閉 1-形式 $\theta$ は Leek形式 ( $\mathrm{H}.\mathrm{C}$ . Lee 1943年) とよばれ $M$の幾何学

的性質を記述する. 上の定義からでは, 局所共形の意味がはっきりしないかもし

れないのでもとの定義を復習する. $(M, J)$ を与えられた複素多様体とするとき,
$(M, J)$ 上の 1.c.K. 構造とは次の条件を満たす局所系 $\{U_{\alpha},g_{\alpha}\}_{\alpha\in\Lambda}$ のことである:

$\{U_{\alpha}\}_{\alpha\in\Lambda}$ は $M$ の開被覆, 各 $g_{\alpha}$ は $U_{\alpha}$ 上で定義されたケーラー計量である. 共通

部分 $U_{\alpha}$ ロ $U_{\beta}$ では, ある正定数 $\lambda_{\beta\alpha}$ が存在して $g_{\beta}=\lambda_{\beta\alpha}g_{\alpha}$ を満たしている. この
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とき, 明らかに族 $\{\lambda_{\beta\alpha}\}$ は $M$上の $1$-cQcycle となるから ( $H^{1}(M;\mathbb{R}^{+})$ を局所的に

定義された可微分正関の芽からなる層コホモロジー $H^{1}(M;S)$ の部分加群とみる

とき, $H^{1}(M;S)=0$ だから), 各近傍で局所的定義された可微分正関数からなる

局所族 $\{f_{\alpha}, U_{\alpha}\}_{\alpha\in\Lambda}$ が存在して $\delta^{0}f(\alpha, \beta)=\frac{f_{\alpha}}{f_{\beta}}=\lambda_{\beta\alpha}$ $(U_{\alpha}\cap U_{\beta}\neq\emptyset)$ を満たす.

$g|U_{\alpha}=f_{\alpha}\cdot g_{\alpha}$ とおいて, $M$上のエルミート計量 $g$が得られ $g$ は局所共形的にケー

ラーである.

定義 2.2. 二つの $l.c.K$. ${ }$造 $\{U_{\alpha}, g_{\alpha}\}_{\alpha\in\Lambda},$ $\{U_{\alpha},y_{\alpha}\}_{\alpha\in\Lambda}$ に対し, それらが同値とは

$c_{\alpha}$ を定数とする局所系 $\{c_{\alpha}, U_{\alpha}\}_{\alpha\in\Lambda}$

.
(もつと正確には細分)が存在して $d_{\alpha}=c_{\alpha}$ .g。

を満たして 1,$\cdot..$

.
るときにい.

$\cdot.\dot{\mathcal{D}.}.\cdot$ .
:.

補題 2.3. 複素多様体上の局所共形ケーラー構造の同型類は局所共形ケーラー計
量 ($g$のこと),$.\cdot\sigma.).$

.
$\cdot$

confomal. class(共形類) と一対一に対応する

証明.一つの 1.c.K. 構造 $\{!.\grave{U}_{\alpha}, g_{\alpha}\}_{\alpha\in\Lambda}$ がもう一つの $\{U_{\alpha}, y_{\alpha}\}_{\alpha\in\Lambda}$ と同値と仮定する.

定義より $d_{\alpha}=$

.
$*\cdot g_{\alpha}$ で些 $.\text{る}\prime$. . 共通部分 $U_{\alpha}^{\cdot}\cap U_{\beta}$ では $d_{\beta}= \lambda’\beta\alpha\oint_{\alpha}$ , g\beta =\lambda \beta 0g。と

なっているから, $\lambda_{\beta\alpha\dot{\beta}}’=\dot{c}...*$

.
$\lambda_{\beta\alpha}\cdot c_{\alpha}^{-1}$ . 一方♂$f( \alpha, \beta)=\frac{f_{\alpha}}{f_{\beta}}=\lambda\rho_{\alpha}U_{\alpha}\cap U_{\beta}\neq\emptyset,$

$\Pi\overline{\mathrm{p}}$

様に $\lambda_{\beta\alpha}’=\frac{f_{\alpha}’}{f_{\beta}},$

$\mathrm{B}\mathrm{i}$なりたっている. したがって $M$上の大域的関数 $\tau$ が存在して

$\tau|U_{\alpha}=c_{\alpha}f_{\alpha}’f_{\alpha}^{-1}$ と fx.る. それぞれ, 1.c.K.計量 $g,$ \parallel [ま $g|U_{\alpha}=f_{\alpha}\cdot g_{\alpha},$ $d|U_{\alpha}=f_{\alpha}’ \cdot\oint_{\alpha}$

を満たしていることから, 各 $\alpha$ に対し $\tau\cdot g|U_{\alpha}=d|U_{\alpha}$ である. ゆえに 1.c.K. 構造
$\{U_{\alpha},g_{\alpha}\}_{\alpha\in\Lambda}$ の同値類は共形類 $[g]$ を定める.

逆に, もし $\oint=\lambda\cdot g$ とすると, 基本 2次形式 $d$ は $M=\theta\wedge d(\theta=\theta+d\log\lambda)$

.

を満たす ; とが分力 $>.\text{る}\prime\cdot$ . $M=$. $0$ から, $(M, \oint, J)$ もまた 1.c.K. 多様体である. 局

所的に完令から $df_{\alpha}.\cdot$ .�,$\theta|.U_{\alpha}$ , $df_{\alpha}’-=\Psi|U_{\alpha}$ とおく. $df_{\alpha}’=\Psi|U_{\alpha}=\theta|U_{\alpha}\dotplus d\log\lambda$

なので, あ漬定数らがあつで $U_{a}$ 上 $\log c_{\alpha}+f_{\alpha}’=f_{\alpha}+\log\lambda$が成り立つ. 特に,
. . .

$d^{\acute{q}}e^{-f\alpha}=..\dot{\lambda}..\cdot.\cdot c_{\alpha}^{-^{\mathrm{t}}1}.\cdot$ 定義より, $\cdot$

$g_{\alpha}’=e^{-f_{\acute{\alpha}\oint}}\cdot=e^{-f_{\acute{\mathrm{Q}}}}\cdot c_{\alpha}\cdot g=c_{\alpha}\cdot g_{\alpha}$ . だから 1.c.K.

structures $\{...U_{\alpha}.. ’ g_{\alpha}.\}_{\alpha\in\Lambda},$ $,\{..U_{a}^{\cdot}, y_{\alpha}\}_{\alpha\in\Lambda}$は同値である.
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この局所共形ケーラー計量 $g$ に対する変換群として正則 (holomorphic) 共形変

換が最初に考えられる.

定義 24(局所共形ケーラー変換群).

$\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{l.c.K}.(M)=$ { $f$ : $Marrow M$ 微分同相 $|f^{*}g=\lambda\cdot g,$ $f_{*}\mathrm{o}\mathcal{J}=\mathcal{J}\circ f_{*},$ $\lambda>0$ }.

上の定理 1.1 を使って, 次の基本的な結果が出る.

命題 25. 局所共形ケーラー多様体 $M$はコンパクトならぱ局所共形ケーラー変換

群 $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{l.c.K}.(M)$ (まコンパクト Lie 群 [こなる.

以後, 1.c.K. 多様体 $(M, g, \mathcal{J})$ はコンパクトとする. したがって $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{l.c.K}.(M)$ は

compact Lie 群となるので $g$ を平均することより $g$ に共形的な $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{l.c.K}$.(M)-不変

なエルミート計量 $d$ が得られる. $d$ の基本 2次形式からできる Loe 形式および反

Lee形式をそれぞれ $\theta’,$ $\theta’\circ J\Psi\circ J$ とすると, $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{l.c.K}.(M)$ の各元 [ま ’, $’\circ J$ を不

変に保つ. 一方, コンパクトな局所共形 KMler多様体 $M$の $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{l.c.K}.(M)$ はコンパ

クト等長変換群となることからノンコンパクト部分群はでてこない. しかし, そ

の代わ $\mathrm{Y}2$ 1.c.K. 多様体特有の性質として, 次の変換が考えられる. $M$ のエルミー

ト計量, 基本 2 次形式の普遍被覆空間 $\tilde{M}$上への lifts をそれぞれ $\tilde{g},\tilde{\omega}$ とおく. 定義

より Lee 形式 $\theta$ のリフト $\tilde{\theta}$ は完全だから, $\tau$ : $\tilde{M}arrow \mathbb{R}$ が存在して $d\tilde{\theta}=d\tau$ となる.

このとき, $\Omega=e^{-\tau}\cdot\tilde{\omega}$ とおけば $\tilde{M}$上の 2次形式 $\Omega$ は

$d\Omega=0$

をみたす. したがって定数倍を除いて一意的にケーラー形式が定まる.

定義 26. $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{l.c.K}.(M)$ の 1-パラメーター部分群 $\{\varphi t\}t\in \mathrm{R}$ が parallel $l.c$ .K. 作用で
あるとは $\tilde{M}$ 上へのリフト $\{\tilde{\varphi}_{t}\}_{t\in \mathrm{R}}$ が $\Omega$ に関して非自明な相似変換; $f_{t}^{*}\Omega\sim=a_{t}\cdot\Omega$

$(at\neq 1)$ となるときにいう.

与えられた 1.c.K. 多様体 $(M, g, \mathcal{J})$ に対し, $\mathcal{H}(\tilde{M}, \Omega, \mathcal{J})$ をケーラー構造 $(h, \mathcal{J})$ に

関する $\tilde{M}$ 上のすべての正則相似変換からなる群とする. 元五, $f_{2}\in \mathcal{H}(\tilde{M}, \Omega, \mathcal{J})$
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は $f_{\dot{l}}^{*}\Omega=c_{f}.\cdot\cdot\Omega$ をみたすから (ここで $c_{f}.\cdot(i=1,2)$ はある定数), $c_{f_{2}\mathrm{o}f_{1}}=c_{f_{2}}\cdot c_{f_{1}}$

が成り立つ. したがって, (連続) 準同型:

(1) $\rho:\mathcal{H}$ ( $\tilde{M},$ $\Omega$ , J)\rightarrow R十

が各 $f$ に正数 $c_{f}$ を対応させることにより得られる. $\pi_{1}(M)$ を $M$の基本群とする

と, $\pi_{1}(M)\subset \mathcal{H}(\tilde{M}, \Omega, J)$ であることに注意する. なぜなら, もし $\gamma\in\pi_{1}(M)$ なら,
$\gamma^{*}\Omega=e^{-\gamma\tau}..\gamma^{*}p^{*}\omega=e^{-\gamma^{\mathrm{r}}\tau}\cdot p^{*}\omega=e^{-\gamma\tau+\tau}.$ . $\Omega$ から $e^{-\gamma^{*}\tau+\tau}$ は定数 [こならな [fれ

ばならない $(n\geq 2)$ . Parallel 1.c.K. flow の基本的な性質は次の結果である:

補題 2.7. もし $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}\iota.c.K.(M)$ が pamllel $l.c$.K. flowをもっならば, 同時 [こ

$S^{1}\subset \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}\iota.c.K.(M)$ が存在して, そのリフト $\mathbb{R}$ は $\tilde{M}$上にケーラー計量屓こ関して

非自明な正則相似変換として作用する.

証明. $\{\varphi_{t}\}\subset \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{l.c.K}.(M)$ を parallel 1.c.K. flow とする. そのとき $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{l.c.K}.(M)$ [こ

おける閉包 $\overline{\{\varphi_{t}\}}$ はコンパクトアーベル群であるから (命題 2.5), k- トーラス $T^{k}$

$(k\geq 1)$ となる. $\overline{T^{k}}\subset \mathcal{H}(\tilde{M}, \Omega, J)$ をトーラス群 $\overline{\{\varphi_{t}\}}$のリフトとする. 準同

型 $\rho$ : $\mathcal{H}(\tilde{M}, \Omega, J)arrow \mathbb{R}^{+}$ に対し, かってな $S^{1}\subset\overline{\{\varphi_{t}\}}=T^{k}$ のリフト $\overline{\{S^{1}\}}$ の像が
$\rho(\overline{\{S^{1}\}})=1$ だとすると, すべて $\rho(\overline{T^{k}})=1$ となってしまう. しかし parallel 1.c.K.
flowのリフト $\overline{\{\varphi_{t}\}}$ はもちろん, $\overline{T^{k}}$ に含まれているのだから, 定義より $\rho(\overline{\{\varphi_{t}\}})\neq 1$ .
これは矛盾である. 故に少なくとも一つは parallel 1.c.K. flow $S^{1}$ が $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{l.c.K}.(M)$

の中に存在する. その $S^{1}$ のリフトの $\rho$ による像は $\mathbb{R}^{+}$ の非自明な部分群であるか

ら, 明らかにそのリフトは $\mathbb{R}$ に同型である.

口

この結果より $S^{1}$ のリフト $\tilde{S}^{1}=\{\varphi t|t\in \mathbb{R}\}$ は準同形 $\rho:\tilde{S}^{1}arrow \mathbb{R}^{+}$ が存在して

$\varphi_{t}^{*}\Omega=\rho(t)\cdot\Omega$

を満たす. Parallel 1.c.K. $S^{1}$-作用の例としてはコンパクト 1.c.K. 多様体上の正則
複素トーラス作用がある. (ここで, 正則複素トーラス作用とは, 複素トーラス $T_{\mathbb{C}}^{1}$

の各元は正則変換で作用 $\mu$ : $T_{\mathbb{C}}^{1}\cross Marrow M$ が複素多様体 $T_{\mathbb{C}}^{1}\cross M$から $M$への正則

写像となっているものである. [6] 参照 .) 定義より, parallel 1.c.K. Sl-作用のリフ
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トは $\mathbb{R}$-作用になる. 特に, 閉非球形 (aspherical)1.c.K. 多様体上の正則等長 Sl-作

用は $\mathbb{R}$-作用にリフトするが必ずしも paxallel 1.c.K. 作用ではない. 例えば, 井上

曲面と呼ばれる 4 次元 Solv 多様体 (3 次元 $\mathrm{s}\mathrm{o}1_{\mathrm{V}}$ 多様体上の $S^{1}$-束) 上には決して

parallel 1.c.K. とはならない正則 (等長) Sl-作用がある.

補題 27 を使って, Parallel 1.c.K. flow に関して次のことを証明した ([2] 参照).

定理 28. $(M, g, \mathcal{J})$ をコンパク 嫁. $c$ .K. 多様体 (非ケーラーかつ次元 4以上 ) と

する. もし $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{l.c.K}.(M)$ が parallel $l.c$.K. flow を持つならば, $g$ の共形類の中 [こ

parallel Lee形式 $\theta’$ を持つ $l.c$.K. 計量 $d$ が存在する $(\nabla’\theta’=0)$ .

この定理の応用として, 懸念のコンパクト� sman 多様体の構造定理を得た.

系 29. $(M, g, J)$ を parallel Lee形式をもつコンパクト $l.c$ .K. 多様体 (非ケーラー

かつ次元 4以上) とする. このとき, $(M, J)$ 上 [こ parallel Lee形式 ’を持つ $l.c.K$.
計量 $g’$ が存在して次を満たす:

1. $\hat{g}$ の parallel Lee ベクトノレ場 $\hat{\theta}\#$ は Sl-作用を生成する.

2. $(M,\hat{g}, J)$ は Vaisman 多様体 $(\mathbb{R}^{+}\cross W/\sigma(\pi_{1}^{*}),\hat{g}^{*}, J^{*})$ に等長であり, さらに射影

$\hat{\mathrm{p}}\mathrm{r}_{2}$ : $(\mathbb{R}^{+}\cross W,\hat{g})arrow(W/Q,\hat{g}_{W})l\mathrm{h}$ Sasakian orbifold $W/Q_{-}\mathrm{h}\text{の}$ Riemannian

submersionであ 6.

3. 普遍被覆空間 $\tilde{M}$上のケーラー形式は $d(e^{t}\pi^{*}\eta)$ の形でそのコンタクト形式 $\eta$

は $Q$ -不変かつ $(\eta, J)$ は $W$上の強擬凸擬エルミート構造である.

3. L.C.R-変換と HOpF多様体

一般に局所共形ケーラー計量 $g$ は Lee形式 $\theta$ , 反 Lee形式 $\theta\circ J$ をあたえること

をみたが, $g(X, \theta\#)=\theta(X)$ とおいて, $\theta$ は $M$上のベクトル場 $\theta\#$ を定めるがわか

る. この $\theta\#$ は Lee ベクトル場とよばれる. このとき $\{\theta\#, J\theta\#\}$ は $M$上に複素平

面場を与える. $\{\theta\#, J\theta\#\}^{[perp]}$ を $g$ に関する直交部分束とするとするならば J-不変

な分害 $||$ : $TM=\{\theta\#, J\theta\#\}\oplus\{\theta\#, J\theta\#\}^{[perp]}$ ができる.

定義 3.1. 微分同相写像 $f$ : $Marrow M$ が Lee-Cauchy-Riemann(LCR) 変換と {ま
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(i) $f$ t2部分束 { $\theta\#$ , J\mbox{\boldmath $\theta$}#}�をそれ自身に写し, その上で正則である, すなゎち,
$f_{*}\mathrm{o}J=J\mathrm{o}f_{*}$ .

(ii) $f_{*}\theta\#=\theta\#$ mod $\{\theta\#, J\theta\#\}^{[perp]}$

(iii) $M$上の関数 $\lambda>0$ が存在して, $f_{*}(J\theta\#)=\lambda\cdot(J\theta\#)$ mod $\{\theta\#, J\theta\#\}^{[perp]}$ .

注意することは $f$ は一般に複素平面場 $\{\theta\#, J\theta\#\}$ 上 J-不変ではないことであ
る. このとき次の形の剛体性結果を得た.

定理 3.2. $(M, g, J)$ をコンパク嫁. $c.K$. 多様体とし, $\theta$ を Lee形式とする. このと

き, $LCR$変換群からなる閉部分群 $\mathbb{C}^{*}=S^{1}\cross \mathbb{R}$が存在して, その部分群 $S^{1}$ は Lee
ベクト /場 $\theta\#$ を誘導するような pardlel $l.c.K$. 作用とするならば, $(M,\hat{g}, J)$ は

padlel Lee形式をもつ A型の Primary Hopf多様体 $M_{\Lambda}$ と正則等長同型になる.

この定理は証明しないが, ここでは paralel Lee形式をもっA型の Primary Hopf
多様体 $M_{\Lambda}$ について説明する. ([3] 参照)

吻を球面 $Sn-1=$ { $(z_{1},$ $z_{2},$ $\cdots,$ $z_{n})\in \mathbb{C}^{n}||z_{1}|^{2}+|z_{2}|^{2}+\cdots$ +|ち $|^{2}=1$ } 上の通
常のコンタクト形式

$n$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\sum$ ($x_{j}dy_{j}$ –yj朔)
$j=1$

とおく. 正数 {果} を

(2) $0<a_{1}\leq a_{2}\cdots$ \leq a、

となるように選ぶ. 球面 $S^{2n-1}$ 上の新たなコンタクト形式 $\eta$ を次のように定義

する.

$\eta=\frac{1}{\sum_{j=1}^{n}a_{j}\cdot|z_{j}|^{2}}\sum_{j=1}^{n}(x_{j}dy_{j}-y_{j}dx_{j})$

このとき, $\mathrm{N}\mathrm{u}\mathrm{U}\eta=\mathrm{N}\mathrm{u}11$ $\omega 0$ に注意する. 次に, $S^{2n-1}$ 上の 1-径数変換群 $\{\psi_{t}\}_{t\in \mathbb{R}}$

を

$\psi_{t}(z_{1}, \cdots, z_{n})=(e^{t\cdot a_{1}}\dot{.}z_{1}, \cdots, e^{t\cdot a_{\hslash}}.\cdot z_{n})$
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によって与え, それが誘導するベクトル場を $A$ とおく.

$A= \sum_{j=1}^{n}a_{j}(x_{j}\frac{d}{dy_{j}}-y_{j}\frac{d}{dx_{j}})$ .

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を $\mathbb{C}^{n}$ の複素構造の $\mathbb{C}^{n}-\{0\}$への制限とする. $\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1}=\mathbb{C}^{n}-\{0\}$ に対

し, $N$ を球面 $S^{2n-1}$ 上の正規直交ベクトル場とすると $( \frac{d}{dt}=N),$ $\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1}$ 上の

複素構造 $J_{A}$ : $T(\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1})arrow T(\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1})$ が次のように定義される:

$J_{A}N=-A$ , $J_{A}A=N$
(3)

$J_{A}|\mathrm{N}\mathrm{u}11\eta=J_{0}$ .
$T(\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1})=\{N, A\}\oplus \mathrm{N}\mathrm{u}11\eta$ であるから $J_{A}$ は $\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1}$ 上の概複素構造

である.

$S^{2n-1}$ 上の 1-parameter変換群 {ま $\{\psi_{t}\}_{t\in \mathrm{R}}\subset T^{n}\subset \mathrm{U}(n)$ を満たす. 一方, $S^{2n-1}$ 上

の強擬凸擬エルミート構造 $(\omega_{0}, J_{0})$ を保っ擬エルミート変換群 $\mathrm{P}\mathrm{s}\mathrm{h}(S^{2n-1}, \omega_{0}, J_{0})$

は $\mathrm{U}(n)$ と同型だから各元 $\psi_{t}$ は定義より,

(4) $(\psi_{t})_{*}\mathrm{o}J_{0}=J_{0}\mathrm{o}(\psi_{t})_{*}$

を満たしている. 次に $J_{A}$ が $\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1}$ 上の複素構造であることをしめす.

{ $N,$ $J_{A}N,$ $J_{A}|$ Null $\eta$ } から, 実際 $J_{A}$ が概複素構造であることは明らか. 複素構造

であることは

Null $\omega 0\otimes \mathbb{C}=T^{1,0}\oplus T^{0,1}$ とおくと,

$T(\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1})\otimes \mathbb{C}=\{N-iJ_{A}N\}+T^{1,0}\oplus\{N+iJ_{A}N\}+$ 架,1

が $J_{A}$ に対する固有値分解. $\tilde{T}^{1,0}=\{N-iJ_{A}N\}+T^{1,0}$ とおく. $X\in T^{1,0}$ に対し,

$[N-iJ_{A}N, X]=[N, X]-i[J_{A}N, X]=-i[J_{A}N, X]$

また

$[J_{A}N, X]_{x}= \lim_{tarrow 0}\frac{X_{x}-(\psi_{t})_{*}X_{\psi_{-t}x}}{t}\in \mathrm{N}\mathrm{u}11$
$\omega_{0}$

から, $J_{A}$ の定義と (4) より $J_{A}([J_{A}N, X]_{x})=J0([J_{A}N, X]_{x})=i[J_{A}N, X]_{x}$ となり,
$[\tilde{T}^{1,0},\tilde{T}^{1,0}]\subset\tilde{T}^{1,0}$ がいえるので, $J_{A}$ は積分可能.
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さらに $\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1}$ 上の $1.\mathrm{c}$ . K. 計量 $g_{A}$ は $\tilde{g}A(X, \mathrm{Y})=\Theta(J_{A}X, \mathrm{Y})$ で

$\Theta=2\frac{1}{e^{t}}\cdot d(e^{t}\eta)$

とかける. $1.\mathrm{c}$ . K. 計量 g。は明らかに parallel Lee形式を持ち, $\mathbb{R}^{+}\cross T^{n}-$ 不変であ

る. $H$ : $\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1}arrow \mathbb{C}^{n}-\{0\}$ を

$H(e^{t}, (z_{1}, \ldots, z_{n}))=(e^{-a_{1}t}z_{1}, \ldots, e^{-a_{\hslash}t}z_{n})$ ,

で定義された微分同相写像とすると $H_{*}J_{A}=J_{0}H_{*}$ が成り立つことが示せ, $H$ は

$(\mathcal{J}_{A}$ , $\sqrt$0 $)$-双正則写像である. この $H$ を通して各 $\alpha\in \mathbb{R}^{+}\cross \mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{H}(S^{2n-1}, \eta_{A}, J_{0})$ に

双正則写像 $H\mathrm{o}\alpha \mathrm{o}H^{-1}$ を対応させることにより忠実表現

$\mu$ : $\mathbb{R}^{+}\cross \mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{H}$ ( $S^{2n-1}$ , \eta 山 $J_{0}$ ) $arrow \mathrm{H}\mathrm{o}1(\mathbb{C}^{n}-\mathrm{E}\}, J\mathrm{o})$

が得られる. 少なくとも $\mathrm{I}^{m}\subset \mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{H}(S^{2n-1},\eta_{A}, J_{0})$であることから, $S^{1}$ から $n$ 組

$c_{1},$ $\ldots$ ,らをとり. 元 ( $e$ , ( $c_{1},$ $\ldots$ ,ら)) $\in \mathbb{R}^{+}\cross \mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{H}(S^{2n-1}, \eta_{A}, J_{0})$ により生成され

る無限巡回群 $\mathbb{Z}$ をとる. この時 $\mu(\mathbb{Z})$ は元 ( $e^{-a_{1}}\cdot c_{1},$
$\ldots,$

$e^{-a_{n}}\cdot$ら) により生成され

$\mathbb{C}^{n}-\{0\}$ 上に固有不連続に作用している. $\lambda_{j}=e^{-a_{\mathrm{j}}}\cdot c_{j}$ とおいて, $\mathrm{A}=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{n})$

とかける. したがって $\mu(\mathbb{Z})$ は $\{(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{n})\}$ により生成される. 条件 (2) を使って

$0<|\lambda_{n}|\leq\cdots\leq|\lambda_{1}|<1$

が戒り立つ.

定義 3.3. $M_{\Lambda}=\mathbb{C}^{n}-\{0\}/\mu(\mathbb{Z})$ を $M_{\Lambda}$ を A型の primary Hopf多様体とよぶ.

実際, $n=2$の時は, $M_{\Lambda}$ はケーラー階数 1 の primary Hopf曲面である. Parallel
Lee形式を持つ 1.c.K. 計量 $g_{A}$ は明らかに \sim 不変なので商空間 $\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1}/\mathbb{Z}$ 上

に parallel Lae形式を持つ 1.c.K. 計量 $\hat{g}_{A}$ を誘導する. $H$ は正則微分同相は $\hat{H}$ :
$\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1}/\mathbb{Z}arrow M_{\Lambda}$ を導くことから $M_{\Lambda}=\mathbb{C}^{n}-\{0\}/\mu(\mathbb{Z})$ は parallel Loe形式
を持つ 1.c.K. 計量多様体である.

定理 32 は閉 $LCR$変換群 $\mathbb{C}^{*}=S^{1}\cross \mathbb{R}$の存在のもとに $\tilde{M}$ から $\mathbb{R}^{+}\cross S^{2n-1}$ へ

の共形正則同値写像が構成され, ホロノミー群を計算して結果が得られる.
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